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Druck  der  Akademischen  Buchdruckerei  von  F.  Straub  in  München. 


VORWORT. 

Die  Königlich  Bayerische  Akademie  der  Wissenschaften  hat  im 
Jahre  1892  auf  Antrag  von  dreien  der  Unterzeichneten  beschlossen,  die 
gesammelten  Abhandlungen  Otto  Hesse's,  des  einstigen  ordentlichen 
Mitgliedes  ihrer  mathematisch  -  physikalischen  Classe,  auf  ihre  Kosten 
herausgeben  zu  lassen.  Mit  dieser  Aufgabe  wurden  die  Antragsteller 
betraut,  welche  sodann  noch,  nach  der  ihnen  gewährten  Vollmacht,  den 
mitunterzeichneten  Professor  Gundelfinger,  der  sich  schon  früher  mit 
dem  Nachlass  Hesse's  beschäftigt,  cooptirt  haben.  Die  Sammlung  hatte 
sich  auf  die  sämmtlichen  Abhandlungen  Hesse's  zu  erstrecken,  mit  Ein- 
schluss  derjenigen,  welche  aus  dem  Nachlass  bereits  veröffentlicht  waren, 
oder  als  zur  Veröffentlichung  geeignet  sich  noch  ergeben  möchten.  Aus- 
geschlossen waren  die  selbständig  erschienenen  Werke,  welche  alle  den 
Charakter  von  Lehrbüchern  tragen. 

lieber  die  Gesichtspunkte,  welche  uns  bei  der  Herausgabe  geleitet 
haben,  schicken  wir  einige  Worte  voraus.  Wir  haben  den  Nachlass  von 
den  durch  Hesse  selbst  veröffentlichten  Abhandlungen  getrennt,  aber  für 
beide  Theile  die  chronologische  Anordnung  gewählt,  weil  eine  solche 
das  Schaffen  eines  Autors  im  natürlichen  Licht  hervortreten  lässt,  und 
insbesondere,  weil  in  dem  vorliegenden  Falle,  wo  der  ganze  Stoff  in 
einem  Bande  vereinigt  vorliegt,  eine  scharfe  Trennung  nach  Gebieten 
überflüssig  erscheint.  Ueberdies  decken  sich  hier  bezüglich  der  wichtigeren 
Arbeiten  die  zeitliche  und  sachliche  Anordnung  nahezu,  indem  hinter- 
einander folgen  die  Arbeiten  über: 
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I.  die  Theorie  der  Curven  und  Oberflächen  zweiten  Grades  (mit 
Determinantentheorie  etc.;  Nr.  1 — 4,  6,  dann  die  späteren  Nr.  17, 
22,  23,  31—41,  43,  44,  sowie  der  Nachlass); 

IL  die  Theorien  der  Elimination,  der  Curven  dritten  Grades  und  der 
Gleichungen  (Nr.  7  —  16); 

III.  die  allgemeine  Theorie  der  Curven  und  Formen  (Nr.  18—21,   30), 
die  der  Curven  vierten  Grades  (Nr.  24 — 26,  28); 

IV.  Differentialgleichungen    (Nr.    5),    Variationsrechnung    (Nr.    27), 
Mechanik   (Nr.  42). 

Nach  diesen  vier  Gebieten  haben  die  Herausgeber  auch  im  Allgemeinen 
die  Arbeit  unter  sich  vertheilt,  indem  dieselben  bezüglich  von  Lüroth,  Gundel- 
finger,  Noether,  Djck  übernommen  worden  sind  —  wie  es  die  Chiffern  der 
am  Schlüsse  beigefügten  Anmerkungen  genauer  nachweisen  — ,  aber  unter 
gemeinsamer  Besprechung  und  Correcturlesung ,  so  dass  auch  die  Ver- 
antwortung eine  gemeinsame  ist.  Der  Bedeutung  Hesse's,  als  kräftigsten 
Vertreters  der  Verbindung  zwischen  Algebra  und  Geometrie,  sowie  als 
Pfadfinders  und  mächtigen  Förderers  beider  Disciplinen,  glaubten  wir 
nur  zu  entsprechen,  wenn  wir  die  Abhandlungen  im  Ganzen  in  ihrer 
ursprünglichen  Form  beliessen,  nur  von  äusseren  Druck-  oder  Schreib- 
fehlern gereinigt,  und  wenn  wir  auch  diejenigen  Abhandlungen  unver- 
ändert mit  aufnahmen,  welche  (wie  Nr.  21,  bezw.  30,  42)  sich  nachträglich 
als  unrichtig  erwiesen  haben.  Dagegen  haben  wir  uns  bemüht,  in  den 
Anmerkungen,  welche  wir  dem  Bande  beigegeben,  den  kritischen  und 
historischen  Forderungen  gerecht  zu  werden,  und  zugleich  die  an  Hesse 
unmittelbar  anschliessende  Literatur  zu  bezeichnen.  Zu  genauerer  Datirung 
der  Abhandlungen  und  zu  anderen  Notizen  über  dieselben  in  diesen  An- 
merkungen, wie  auch  zur  Hilfe  bei  der  Correctur  konnte  besonders  der 
an  Ausarbeitungen  reiche  Nachlass  Hesse's  herangezogen  werden,  zu 
letzterem  Zwecke  auch  die  Randnotizen  in  einigen  Handexemplaren 
Hesse's,  darunter  insbesondere  solche,  welche  wir  der  gütigen  Vermittlung 
von  Professor  0.  Henrici  verdanken. 


VII 

Der  erwähnte  Nachlass  Hesse's  besteht,  wie  das  am  Schlüsse  des 
Bandes  mitgetheilte  Verzeichniss  erweist,  aus  zahlreichen  und  wohlgeord- 
neten Bänden,  die  Ausarbeitungen  von  Abhandlungen  und  Vorlesungen,  sowie 
wissenschaftliche  Diarien,  je  aus  einzelnen  Theilen  nahezu  chronologisch  zu- 
sammengeheftet, enthalten.  Insbesondere  ergeben  die  Diarien  eine  lieber- 
sieht  fast  des  täglichen  Schaffens  Hesse's  von  Beginn  seiner  Thätigkeit  an 
bis  in  die  50^^  Jahre.  Das  Material  war  zuerst  grösseren  Theils  Prof.  Dubois- 
Reymond  in  die  Hände  gegeben  worden,  ging  aber  bald  theilweise  in  die 
von  Prof.  Gundelfinger  über,  welcher  die  hier  unter  Nr.  3,  4  des  „Nach- 
lasses" vorliegenden  Aufsätze  seiner  Zeit  veröffentlichte,  während  Nr.  5 
durch  Herrn  F.  Caspary  an  die  Oeffentlichkeit  trat  Wir  haben  den 
gesammten,  nun  in  München  vereinigt  liegenden  Nachlass  einer  genauen 
Durchsicht  unterzogen,  entschlossen  uns  aber  nur  zur  Aufnahme  zweier 
weiterer  Aufsätze:  Nr.  1  des  „Nachlasses",  welche  die,  bisher  unbekannte, 
Fortsetzung  der  frühesten  Abhandlung  Hesse's  bildet,  und  Nr.  2  desselben, 
mit  den  analytischen  Beweisen  einiger  geometrischer  Sätze  aas  der 
Zeit  1844/45. 

Aus  Personalacten,  Briefen  und  Reiseberichten  Hesse's,  die  uns  von 
Seiten  der  Familie  in  entgegenkommendster  Weise  zur  Verfügung  gestellt 
worden  sind,  sowie  aus  gütigen  eigenen  Berichten  derselben,  haben  wir 
noch  Daten  für  einen  Lebenslauf  Hesse's  entnehmen  können,  den  wir 
ebenfalls  gegen  den  Schluss  des  Bandes  anfügen.  Da  ausführliche  wissen- 
schaftliche Nekrologe  auf  Hesse  von  F.  Klein  ^)  und  von  M.  Noether  ^) 
existiren,  und  eine  in  der  königl.  bayer.  Akademie  gehaltene  Rede  von 
G.  Bauer  ^)  sowohl  die  wissenschaftliche  als  auch  (ebenfalls  unter  Be- 
nutzung der   „Personalacten")  die  persönliche  Seite  behandelt,  so  glauben 


1)  Zum  Andenken  an  Otto  Hesse.  Bericht  über  die  polytechnische  Schule  zu  München  1874/75. 
Ins  Französische  übertragen  und  mit  Anmerkungen  versehen  von  P.  Mansion  im  Bullettino  di  Bibl. 
e  di  Stör,  delle  Sc.  mat.  e  fis.,  t.  IX,  1876. 

2)  Otto  Hesse.    Ztsch.  f.  Math.  u.  Phys.,  Hist.-lit.  Abth.,  XX,  1875. 

3)  Gedächtnissrede  auf  Otto  Hesse,  am  28.  März  1882,  München  1882  (mit  einer  Liste 
der  Publicationen). 
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wir,  statt  eine  erneute  wissenschaftliche  Würdigung  zu  geben,  uns  auf 
einen  „Lebenslauf"  beschränken  zu  sollen,  der  auf  Grund  des  neueii 
Materials  noch  besonders  die  Persönlichkeit  des  Meisters  näher  bringt. 
Auch  das  beigegebene  Lichtbild,  aus  dem  Atelier  Fr.  Hanfstängls,  soll 
diesem  Zwecke  dienen. 

München,  Darmstadt,  Freiburg,  Erlangen, 
im  November  1896. 


W.  Dyck.     S.  Gundelfinger.     J.  Lüroth.     M.  Noether. 


Abhandlungen. 


Ueber  Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.    Band   18,   Seite   101  — 118. 


A.  Construction  der  Hauptaxen  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

1. 

Es  seien: 

die  Gleichungen  irgend  zweier  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  bezogen  auf 
ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  in  welchen  der  Kürze  wegen  die 
Summen  der  homogenen  Glieder  des  zweiten  Grades  durch  f  {x,  y,  z) 
und  (p  (x,  y,  2)  bezeichnet  werden  mögen.  Alsdann  erhält  man  durch 
Differentiation: 

f{x)  =2{ax^cy-\-  h' z\        cp\x)  ==2{ax-{-/y  +  ß'z), 

f{y)  =  2{cx-^hy  +  az),       (p\y)  =  2{yx+ßy  ~\-  az), 

\  f  {z)  =  2  {h'x  +  ay  +  cz),        cp  {z)  =  2  {ß'x  -^  a  y -^  y  z). 

Wenn  nun  x^^  ^/i?  ^i  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  einer 
geraden  Linie  p  bedeuten,  die  beliebig  durch  den  Anfangspunkt  0  des 
Coordinatensystems  gelegt  ist.  so  sind  bekanntlich  die  Gleichungen  der 
durch  den  Punkt  0  gelegten,  dieser  Linie  conjugirten  Ebenen: 

4.  x^  f  {x)  +  y^  f  {y)  +  z^  f  (^)  ==  0, 

5.  x^  (fix)  +  2J,  (p\tj)  +  z,  (p{z)  =  0. 

Hesse's  Werke.  1 


2  1.  Ueber  Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

In  diesen  Gleichungen  kann  man  x^  y^  z  mit  x^^  y^^  z^  vertauschenj 
ohne  dadurch  die  Gleichungen  selbst  zu  ändern.  Daher  fallen  die  beiden 
Ebenen  unter  folgenden  Bedingungen  in  eine  zusammen: 

6 .  f  {x^  =  II  if  {x^ ,       /"  (y i)  =  II  cp  (?/i) ,       f  (^i)  =  i^t  (p  {z,). 

Aus  diesen  Gleichungen  geht  eine  Gleichung  vom  dritten  Grade  in 
Beziehung  auf  den  Factor  i^l  hervor,  wenn  man  die  Verhältnisse  von 
^ij  Vii  ^11  diö  sich  aus  zwei  von  ihnen  ergeben,  in  die  noch  übrig 
bleibende  dritte  Gleichung  setzt.  Die  drei  Werthe  von  ^a,  welche  dieser 
Gleichung  des  dritten  Grades  genügen,  kann  man  nacheinander  in  die 
obigen  Gleichungen  (6)  setzen  und  erhält  dadurch  drei  verschiedene  Ver- 
hältnisse von  Xi^  «/i,  z^.  Es  können  also  durch  einen  beliebigen  Punkt  0 
nur  drei  Linien  p-^^  p^^  p.^  construirt  werden,  deren  conjugirte  Ebenen  in 
Beziehung  auf  die  beiden  Oberflächen  parallel  laufen,  oder  die  zusammen- 
fallen, wenn  sie  durch  denselben  Punkt  gelegt  werden. 

Bezeichnet  man  die  drei  Werthe  von  a  durch  .u^,  ^Ug?  I^h  und  die 
ihnen  entsprechenden  Coordinaten  der  drei  Linien  p^^  p^^  p.^  durch 
^17  2/i?  -^1?  ^2?  ^2?  ^2]  ^3  y-s  -^3?  so  hat  man  folgende  Gleichungen: 

f  (^1)  =  A^i  ^P  (^1)7       f  (^2)  =  .^'2  y'  (^2),       f  fe)  =  / ^3  ^P  (^3), 

f  {yy>  =  fh  ^p  {vil     fivi)  =  /'2  v'  {y^l     f  (ys)  =  ^h  ^p  (ysl 

fi^l)   ==i^fl(p\^l\  f  (^2)  =  fh(p\^2l  r(^3)  =  .^'3^/(^3). 

Multiplicirt  man  die  drei  ersten  Gleichungen  nach  einander  mit 
^2i  2/2J  ^2  u^d  addirt  sie  hierauf,  so  erhält  man: 

0^2  f  (00,)  +  y2f{lJl)  +  ^2f\^l)  =  ^h  [^2  n'i^l)  +  ^2  <p\yi)  +  ^2^p{^l)]' 

Addirt  man  das  zweite  System  von  Gleichungen,  nachdem  die  erste 
mit  0^1,  die  zweite  mit  ?/i,  die  dritte  mit  z^  multiplicirt  worden,  so 
erhält  man: 

^if\^2)  +  2/1^(^2)  +  ^if{h)  ==  Ih  \Pi  ^'(^2)  +  yi  ^^\y2)  +  ^1  (p{^2)l 
Diese  beiden  Gleichungen  sind  nur  durch  die  Grössen  u^  und  ^^2  von 
einander  verschieden,  da  man,  ohne  sie  zu  ändern,  x^^  y^^  z^  mit  x^,  y^-,  ^2 
vertauschen  kann.     Es  ist  daher: 

^2  f  (^1)  +  ^2  /  '  (^1)  +  ^2  /  '  (^1)  =  0, 

^2  9^'(-^i)  +  y2  ^p\yi)  +  h  ^p\^i)  =  0. 


1.  lieber  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  3 

Auf  dieselbe  Weise  ergeben  sich  noch  folgende  Gleichungen: 

^3  f  (^2)  +  ?/3  f  (^2)  +  ^3  /^'  (^2)  =  0, 
^3  9^'  (^2)  +  Ps  ^P  (^2)  +  ^3  9^'  (^2)  =  0. 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  nun  so  deuten.  Jede  durch  den 
Punkt  0  in  Beziehung  auf  die  Oberflächen  (1)  und  (2)  gelegte,  zu  einer 
der  Linien  p^,  p^-,  p^  conjugirte  Ebene  geht  durch  die  beiden  andern 
Linien  p.  Die  drei  Linien  p  sollen  aus  diesem  Grunde  die  conjugirten 
Linien  der  beiden  Oberflächen  und  die  drei  Ebenen,  die  immer  durch 
je  zwei  derselben  gelegt  werden  können,  die  conjugirten  Ebenen  der 
beiden  Oberflächen  genannt  werden.  Von  den  sechs  letzten  Gleichungen, 
die  die  Coordinaten  der  conjugirten  Linien  der  beiden  Oberflächen  voll- 
ständig bestimmen,  sind  die  1*^,  3*^  und  5*^  die  Bedingungen,  dass  die 
drei  Linien  p^^  p^,  Ps  in  Beziehung  auf  Oberfläche  (1)  zu  einander  con- 
jugirt  sind.  Die  drei  andern  Gleichungen  können  durch  passende  Be- 
stimmung der  Constanten  cf,  /?,  /;  a\  ß\  y  immer  erfüllt  werden. 
Daher  muss  jedes  System  conjugirter  Linien  der  Oberfläche  (1)  auch  ein 
System  conjugirter  Linien  der  Oberfläche  (1)  und  irgend  einer  andern 
Oberfläche  sein,  und  umgekehrt;  wenn  man  die  Systeme  conjugirter 
Linien  der  Oberfläche  (1)  mit  allen  nur  möglichen  andern  Oberflächen 
sucht,  so  muss  man  alle  Systeme  conjugirter  Linien  der  Oberfläche  (1)  erhalten. 
Durch  Elimination  des  Factors  fi  leitet  man  aus  den  Gleichungen  (6) 
leicht  folgende  ab: 

f  iUi)  9^'  (^i)  —  ^\yy)  f  (^i)  =  0 , 

f  (^i)  ^P  (^i)  —  ^^{Zl)  f\^i)  =  0 , 

f  (^i)  ^p  {Vi)  —  V  (^i)  fX^i)  =  0 ; 

welchen  Gleichungen  die  oben  erwähnten  drei  verschiedenen  Verhält- 
nisse von  Xu  ^1,  ^i  ebenfalls  genügen  müssen.  Addirt  man  nun  diese 
Gleichungen,  nachdem  die  erste  mit  einem  beliebigen  Factor  w,  die  zweite 
mit  Vj  die  dritte  mit  w  multiplicirt  worden,  so  erhält  man,  wenn  Xi^  ^j,  ^^ 
als  veränderliche  Coordinaten  betrachtet  werden,  die  Gleichung  eines  Kegels: 

7^  ^[f\l/i)^pi^i)  —  f\^i)v\yi)]  +  v[f\^i)(p(oo,)—f{x,)(p\^J] 


4  1.  lieber  Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

der  auf  seiner  Oberfläche  die  conjugirten  Linien  der  beiden  Oberflächen 
enthält,  weil  dieser  Gleichung  ebenfalls  die  drei  Verhältnisse  von  x^, 
2/1,  z  1  genügen. 

Fügt  man  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  die  Bedingung  bei: 

8.  XiU-\-y-^v -{- 3iW=  0, 

nämlich,  dass  die  Linie  p  in  einer  Ebene  liege,  die  mit  den  Coordinaten- 
ebenen  Winkel  bildet ,  deren  Cosinus  sich  verhalten  wie  u:v:w,  so 
erhält  man,  wenn  die  aus  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  sich  ergebenden 
Verhältnisse  von  Xi,  ^j,  ^1  in  diese  Gleichung  gesetzt  werden: 

9  w  [/"  (y)  (p  (^) — f  i^)  (p  (y)]  +  V  [f  (^)  ^p  (^) — /'  (^)  (p  (^)] 

+  w  [f\x)cp{y)-f\yyp{x)\  =  0, 

also  die  Gleichung  des  Kegels  (7),  als  den  geometrischen  Ort  der  Schnitt- 
linie q  der  Ebenen  (4)  und  (5),  welche  zur  Linie  p  conjugirt  sind.  Wenn 
man  also  eine  Linie  p  um  einen  beliebigen  Punkt  0  in  einer  beliebigen 
Ebene  dreht,  so  beschreibt  die  Schnittlinie  q  der  zu  dieser  Linie  p  durch 
den  Punkt  0  gelegten  conjugirten  Ebenen  einen  Kegel  der  zweiten  Ord- 
nung, der  auf  seiner  Oberfläche  die  drei  durch  den  Punkt  0  gelegten 
conjugirten  Linien  der  beiden  gegebenen  Oberflächen  enthält.  Die  Ebene, 
in  welcher  die  Linie  p  sich  bewegt,  nennt  Poncelet  die  Directrice  des 
durch  die  Linie  q  beschriebenen  Kegels.  Diese  Directrice  lässt  sich  nun 
wieder  aus  zwei  Seiten  q  des  genannten  Kegels  finden.  Denn  da  die 
Coordinaten  x^,  t/^,  ^^  der  Linie  p  auf  dieselbe  Weise  von  x,  y,  ^,  den 
Coordinaten  der  Linie  g,  abhängen  wie  umgekehrt  x,  y,  z  von  x^^  y^^  z^^ 
wie  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  zeigen,  so  wird  die  Schnittlinie  der  zu 
einer  Seite  q  des  Kegels  conjugirten  Ebenen  die  ihr  entsprechende 
Linie  p  sein.  Man  kann  also  mit  Hülfe  zweier  gegebener  Seiten  g^  des 
Kegels  zwei  Linien  p  der  Directrice  construiren,  mithin  die  Directrice 
selbst.  Construirt  man  nun  auf  die  genannte  Art  zwei  Kegel  von  ver- 
schiedenen Directricen,  deren  Spitzen  in  einem  und  demselben  Punkte  0 
liegen,  so  müssen  sich  dieselben  in  den  drei  durch  den  Punkt  0  ge- 
zogenen conjugirten  Linien  der  beiden  Oberflächen  schneiden,  weil  jeder 
von  ihnen  das  genannte  System  der  conjugirten  Linien  auf  seiner  Ober- 
fläche   enthält,    und    die   der    Schnittlinie    der   Directricen    entsprechende 


1.  Üeber  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  5 

Linie  q   muss   die   vierte  Schnittlinie    der    beiden  Kegel  sein,    weil    diese 
Linie  eine  Seite,  sowohl  des  einen  als  des  andern  Kegels  ist. 

Mit  Hülfe  dieser  Kegel  construirt  Poncelet  die  Richtungen  der 
Hauptaxen  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  indem  er  als  die  zweite 
gegebene  Oberfläche  eine  Kugel  annimmt.  Die  beiden  Kegel  schneiden 
sich  alsdann  in  3  Linien,  welche  auf  einander  senkrecht  stehen  und  den 
Hauptaxen  der  gegebenen  Oberfläche  parallel  sind.^) 


Man  rücke  nun  die  beiden  Oberflächen,  sich  selbst  parallel,  so  fort, 
dass  ihre  Mittelpunkte  in  den  Punkt  0  fallen.  iVlsdann  erhalten  die 
ihnen  entsprechenden  Gleichungen  die  Form: 

A.  f{x,  ^,  ^)  +  D  =  0, 

B.  cp{x,y,z)  +  z/  =  0. 

Verbindet  man  die  Gleichung  (A)  mit  der  Gleichung  einer  be- 
liebigen Ebene: 

C.         ux  -\-  vy  -\-  W2  -{- p  =  Q^ 

so  bedeuten  bekanntlich  x^  y^  z  die  Coordinaten  der  Punkte  der  dieser 
Ebene  und  der  Oberfläche  gemeinsamen  Curve.  Fügt  man  zu  diesen 
Gleichungen  noch  die  Gleichung  (9)  hinzu,  die  sich  auch  unter  der  Form 
darstellen  lässt: 

D  ^'(^)  \f\y)  'W—f\z)'  v]  +  cp\tj)  [f{z) .  u  —  fix) .  w\ 

-^  ^ i,z){f\x)^v  —  f  {xj)^u\  =  ^, 

so  bedeutet  x^  y^  z  einen  Punkt  der  genannten  Curve,  der  durch  die 
Ebene  getroffen  wird,  welche  in  Beziehung  auf  die  Oberfläche  (B)  zu  der 
durch  ihn  an  die  Curve  gelegten  Tangente  conjugirt  ist.  Denn  die 
Cosinus  der  Winkel,  die  eine  in  dem  Punkte  x^  y^  z  an  die  Curve  ge- 
legte Tangente  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  verhalten  sich  wie: 

\_f'{ij) .  w  —  f\z) .  v\  :  \f\z)  'U  -  f(x)'w]:  [f\x)  -v  —  fitj)-  u]. 

1)  Traite  des  proprietes  projectives  des  figures  par  Poncelet  p.  397. 
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Wenn  man  demnach  durch  x^^  y^^  z^   veränderliche  Coordinaten   be- 
zeichnet, so  ist: 

^' (^i)  Vf  {y) 'W  —  f  {2)  •  v\  +  cp  {y,)  [f  {z)'U  —  f  {x)  •  w] 
-\-cp\z,)[f\x)^v-f\y)^u]  =  Q 

die  Gleichung  der  Ebene ,  die  in  Beziehung  auf  die  Oberfläche  (B)  zur 
genannten  Tangente  conjugirt  ist.  Damit  endlich  diese  Ebene  den  Punkt 
x^  y^  z  treffe,  muss  die  letzte  Gleichung  erfüllt  werden,  wenn  man  statt 
^1,  ^1,  z-^  setzt  X,  ?/,  z.  Construirt  man  nun  in  allen  ebenen  Curven  der 
Oberfläche  (A),  die  der  Ebene  (C)  parallel  sind,  alle  Punkte  x^  y^  z^  die 
der  genannten  Bedingung  genügen,  so  liegen,  da  die  Gleichung  (D)  un- 
abhängig von  der  Constante  p  ist,  diese  Punkte  in  dem  Kegel  (9),  und 
der  Kegel  selbst  kann  mittelst  dieser  Punkte  construirt  werden.  Wenn 
die  Oberfläche  (B)  eine  Kugel  ist,  so  sind  die  gesuchten  Punkte  x^  y^  z 
die  Fusspunkte  der  von  dem  Mittelpunkte  der  Oberfläche  auf  die  der 
Ebene  (C)  parallelen  Curven  der  Oberfläche  (1)  gefällten  Normalen,  und 
der  Kegel,  der  durch  diese  Normalen  gebildet  wird,  geht  durch  die 
Hauptaxen  der  Oberfläche  (A).  Man  kann  nun  leicht  fünf  Punkte  der 
genannten  Art  finden.  Verbindet  man  diese  mit  dem  Mittelpunkte  der 
gegebenen  Oberfläche  durch  gerade  Linien,  so  erhält  man  eben  so  viele 
Seiten  des  gesuchten  Kegels,  mit  deren  Hülfe  sich  wieder  auf  bekannte 
Weise  die  übrigen  Seiten  des  Kegels  finden  lassen.  Zwei  der  genannten 
Linien  sind  die  Hauptaxen  des  durch  den  Mittelpunkt  der  Oberfläche 
gelegten,  mit  der  Ebene  (C)  parallelen  Schnittes.  Der  zu  dieser  Ebene 
conjugirte  Durchmesser  ist  eine  dritte  Seite  des  Kegels.  Das  im  Mittel- 
punkte der  Oberfläche  auf  die  erwähnte  Ebene  errichtete  Loth  ist  wiederum 
eine  Seite  des  Kegels.  Legt  man  endlich  durch  den  Punkt,  in  welchem 
das  Loth  die  Oberfläche  trifft,  eine  Ebene  parallel  mit  der  Ebene  (C), 
fällt  hierauf  von  dem  Schnittpunkte  des  Lothes  mit  der  Oberfläche  zwei 
Perpendikel  auf  die  jener  Ebene  und  der  Oberfläche  gemeinschaftliche 
Curve  und  verbindet  die  Fusspunkte  derselben  durch  gerade  Linien  mit 
dem  Mittelpunkte  der  Oberfläche,  so  sind  dieselben  wieder  zwei  Seiten 
des  gesuchten  Kegels. 

Dupin     weicht     von     der     angegebenen     Construction     darin     ab, 
dass     er     statt     der     drei    zuletzt     genannten     Seiten     des    Kegels     die 
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Ebenen   bestimmt,    welche   den    Kegel    längs    der   drei   zuerst   erwähnten 
berühren.^) 

Poncelet  sowohl  als  Dupin,  die,  wie  ich  glaube,  allein  die  vor- 
liegende Aufgabe  der  Construction  der  Hauptaxen  einer  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  behandelt  haben,  benutzen  zu  ihren  Constructionen 
Kegel  zweiter  Ordnung,  oder,  wenn  man  den  Schnitt  der  Kegel  mit 
irgend  einer  Ebene  betrachtet,  Curven  zweiter  Ordnung,  die  nicht  un- 
mittelbar durch  die  Oberfläche  selbst  gegeben  sind.  Da  aber  die  ge- 
gebene Oberfläche  unendlich  viele  Curven  zweiter  Ordnung  darbietet,  so 
schien  es  mir  der  Mühe  werth,  zu  untersuchen,  ob  durch  eine  dieser 
die  Construction  ausführbar  sei.  Diese  Untersuchung  ergab  nun  die 
gewünschte  Construction,  die  ich  als  das  Resultat  analytischer  Be- 
trachtungen darstellen  will. 


Wenn  man  die  Gleichung  (9),  die  alle  Kegel  umfasst,  welche  auf 
ihrer  Oberfläche  die  durch  den  Punkt  0  gelegten  drei  conjugirten  Linien 
der  Oberflächen  (l)  und  (2)  enthalten,  unter  der  Form  darstellt: 

10.  Ax'  +  B7/  +  (7/  +  2  Ätj^  +  2  B'zx  +  2  C'xy  ==  0, 

so  ergeben  sich  folgende  Relationen: 

A  =  a{vh'  —  wc)-\r  / (^ <^  —  ^ &')  +  ß' {^^c  —  v a), 
B  =  y  (va  —  tv  b)  -{-  ß  (wo  —  iia)-\-  a  {üb  —  v  c), 
C  =  ß\v  c  —  wd)-{-  a\w  b'  —  «^- <^ )  +  /  ( 2^'  <^  —  V  6'), 
2  Ä  ==  ß  {wb' —  iic)  -\-  y{ub  —  v  c)  -\~  a  {wc —  vb')  -{-  ß'  {va —  wb) 
a)  <j  -\-  7  {"^(^  —  ^^' ö^')j 

2  B==  y  (uc  —  va)  ~\-  a{vc  —  wa)  +  ß\ua  —  wc)  -j-  y  {wb'  —  u  c) 

-\-  a  {wa  —  u  b'), 
2C'  ==  a{va  —  ivb)-\-  ß{wa  —  u  b)  -\-  y  {vb'  —  ua)-\-a{tic  —  v  a) 

-\-  ß\ub  —  V  c  ). 


1)  Sur   la   description  des   lignes  et   des  surfaces   du  second  degre;    par  M.  Dupin.     Journ. 
d.  TEcole  polyt.,  Band  7  (Cahier  14),  Seite  66. 
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Setzt  man  ferner: 

X  =  bc  —  a,  X  z=  b  c  —  aa, 

l  =  ca  —  fe'^,  l'  =  c  a  —  &&', 

fj,  z=z  ab  —  c  %  u  ==  a  b  —  cc; 

multiplicirt  hierauf  die  gleichvielten  Gleichungen  der  beiden  Systeme  mit 
einander  und  addirt  endlich  die  Gleichungen,  so  erhält  man: 

11.  AX  +  BX  +  C^a  -\-2Äx  +  2  5^/.'+  2  C\a  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  aber  unabhängig  von  der  Oberfläche  (2),  sowie  von 
der  Lage  der  Directrice.  Daher  wird  jeder  Kegel,  der  auf  seiner  Ober- 
fläche irgend  ein  System  durch  den  Punkt  0  gelegter,  in  Beziehung  auf  die 
Oberfläche  (1)  conjugirter  Linien  enthält,  der  Gleichung  (11)  genügen. 

Aus  diesem  Grunde  reduciren   sich   die  sechs  Bedingungen,    die    die 

sechs  Constanten   der  Gleichung  (10),   (welche    aber    die  Stelle   von   fünf 

vertreten),    erfüllen  müssen,    wenn  der  Kegel  (10)    auf  seiner  Oberfläche 

zwei   bestimmte  Systeme    conjugirter  Linien  der  Oberfläche  (1)  enthalten 

soll,  auf  fünf  Bedingungen,  aus  welchen  jene  Constanten  sich  bestimmen 

lassen.    Mit  Rücksicht  auf  diese  Bemerkungen  ergibt  sich  nun  folgender  Satz : 

„Irgend   zwei    durch    einen   beliebigen  Punkt    gelegte  Systeme 

„conjugirter  Linien  einer  Oberfläche   zweiter  Ordnung   liegen  auf 

„der  Oberfläche  -eines  Kegels  zweiter  Ordnung." 

Wenn  man  umgekehrt  a,  b,  c]  a\  b\  c  durch  x,  a,  u;  x\  l\  a  aus- 
drückt und  der  Kürze  wegen  setzt: 


n  —  abc  -[-  ^db^c- 

-  aa  ^  — 

7     7^9                             ''9 

- bb  ^  —  c c   , 

so  erhält  man: 

na  =  11.1  —  x!"^^ 

nd  = 

.ff           f 

k    JLl     XX  ^ 

c) 

nb  =  j^ix  —  X'^^ 

nd  = 

ff           .    .  / 
li  X  /  A  , 

nc  =  X  l  —  u  ^, 

n  c  = 

f  .  f                  f 

X  k  —  a  //  . 

Dieselben  Gleichungen  erhält  man  auch,  wenn  man  in  den  Gleich- 
ungen (b)  x^  A,  a;  x^  l\  ^u  für  a,  b^  c\  a\  b'.  c  und  na,  nb,  nc,  nd, 
nb\  nc  für  x,  l,  //;  x,  k,  u  setzt.  Wenn  man  daher  auf  die  ange- 
gebene Art  in  allen  Gleichungen  dieses  Paragraphen  die  genannten 
Grössen  ändert,  so  wird 

12.  Äa-}-  Bb  +  Cc  +  2Äd -\-  2B'b'+  2C'c  =  0 


•37 
^3, 
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die  Bedingung  j  die  der  Kegel  (10)  erfüllen  muss,  wenn  er  auf  seiner 
Oberfläche  irgend  ein  System  conjugirter  Linien  derjenigen  Oberfläche 
enthalten  soll,  deren  Gleichung  ist: 

ilj{x,  y,  z)  =  xx^  +  ly^  -\-  f^z^  -l-  2xyz  -\-2  l'zx  +  2  ^uxy  -\- r  =  0, 

Es  seien  nun  x^,  y^^  z^\  x^^  y^^  z^\  rTg,  y^^  z^  die  Coordinaten  irgend 
eines  Systems  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  0  gelegter  con- 
jugirter Linien  der  Oberfläche  (1)  und  Xj,  Y^,  Z^\  X^,  Y^,  Z^\  X^,  Y^,  Z^ 
die  Coordinaten  der  in  diesßm  Punkte  0  auf  die  drei  conjugirten  Ebenen 
errichteten  Lothe.     Alsdann  hat  man  folgende  zwölf  Bedingungen: 

f\^i)  =  Qi  Zi,  f  {z^)  =  (>2  Z,,  f\z,)  =  (>3  Z,, 

^1  ^2  +  ^1  1^2  +  ^1  Z,  =   0, 
^1  ^3  +  2/1  i's  +  ^1  ^3  =   0, 

^2  Xs   +  «/2  i^3  +  ^2  Zs  =   0. 

Drückt  man  umgekehrt  die  Grössen  x,  y,  z  durch  X  Y^  Z  aus^  so 
erhält  man,  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (b): 

2  (^  ^1  +  ^^^'Yi  +  ^'  ^i)  =  y^X,  =  b^x^,  y/X^  =  b^x^,  ip' X^  =  b^x^, 
2  (a'Zi  -]^  lY,^  X  Z,)  =  ijj'^  Zj  =  b^y,,  y/  Y,  =  b^y^,  v/  Y^  =  b^y^, 
2  (A'  Zi  +  z  Zi  +  /xZi),  ==  V^'  Zi  =  &i  z^,     ip  Z^  =  b^  z^,     ijj  Z3  =  &3  ^3. 

Die  zwölf  letzten  Gleichungen  sind  nun  die  Bedingungen,  dass  die 
drei  Lothe  conjugirte  Linien  der  Oberfläche  1// (:r,  y, -e)  =  0  sind.  Jedes 
System  conjugirter  Linien  der  Oberfläche  \jj  steht  also  senkrecht  auf 
einem  ihm  entsprechenden  Systeme  conjugirter  Ebenen  der  Oberfläche  (1). 
Daher  muss  jeder  Kegel,  der  auf  seiner  Oberfläche  drei  durch  den 
Punkt  0  gelegte  Linien  enthält,  die  auf  irgend  einem  Systeme  con- 
jugirter Ebenen  der  Oberfläche  (1)  senkrecht  stehen,  der  Gleichung  (12) 
genügen.  Setzt  man  endlich  a=b  =  c  =  \  und  d  =b'  =  c  =  0^  so 
wird  die  Oberfläche  (1)  eine  Kugel  und 

13.  ^4-5  +  (7=0 

die  Bedingung,  welcher  der  Kegel  genügen  muss,  wenn  er  auf  seiner 
Oberfläche  irgend  drei  auf  einander  senkrechte  Linien  enthält. 

Hesse's  Werke.  2 


10  1.  Ueber  Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

Die  Gleichungen  (11),  (12),  (13),  die  man  auch  aus  den  Gleichungen  (a) 
erhält,  wenn  man  in  ihnen  a  =  ß  =  y  ==  1^  a  =  ß'  =  y  =  Q  setzt  und 
die  Grössen  u^  v,  w  eliminirt,  sind  nun  die  Bedingungen,  dass  der 
Kegel  (10)  auf  seiner  Oberfläche  das  System  conjugirter  Linien  der  Ober- 
fläche (1)  enthalte,  welche  auf  einander  senkrecht  stehen,  oder,  was  das- 
selbe ist,  drei  den  Hauptaxen  der  Oberfläche  (1)  parallele  Linien. 
Denn  die  drei  durch  den  Punkt  0  gelegten,  den  Hauptaxen  der  Ober- 
fläche (1)  parallelen  Linien  bilden  erstens  ein  System  conjugirter  Linien 
der  Oberfläche  (1);  zweitens  stehen  sie  senkrecht  auf  einem  Systeme 
conjugirter  Ebenen  und  drittens  sind  sie  selbst  auf  einander  senkrecht. 
Setzt  man,  wie  vorhin  angedeutet  wurde,  in  den  Gleichungen  (a)  a  =  ß 
=  y  ==  1   und  a=ß'=y=0^  so  erhält  man: 


Ä== 

vh  —  WC , 

B  = 

WC  —  u  a, 

G  = 

u  d  —  V  h\ 

2Ä'  = 

u(b  —  c)  — vc-\-  wb', 

2  5'  — 

uc  -\-  v{c  —  d)  —  wä, 

2  C'  ==  —  üb'  -\-  V  a'-f-  tv  {a  —  6). 


4. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  (^=0,  dass  also  der  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  0  in  einem  Punkte  der  Oberfläche  (2)  liege,  suche  man 
nun  die  Bedingungen,  unter  welchen  der  Kegel  (10)  die  Oberfläche  (2) 
in  ebenen  Curven  schneidet,  oder,  analytisch  ausgesprochen,  die  Be- 
dingungen, wenn  die  Summe  der  Gleichungen  (2)  und  (10)  sich  in  lineare 
Factoren  zerlegen  lässt.  Der  eine  dieser  Factoren  muss  offenbar,  gleich 
0  gesetzt,  die  Gleichung  der  die  Oberfläche  (2)  im  Punkte  0  tangirenden 
Ebene  sein,  nämlich: 

2  a'x  +  2  ß"y  +  2  y'z. 

Der  andere  Factor  sei: 

Ux  +  Vy  -{-Wz-^  1. 
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Wenn  man  alsdann  das  Product  der  beiden  Factoren  der  Summe 
der  Gleichungen  (2)  und  (10)  gleich  setzt,  so  erhält  man  für  die  ge- 
suchten Bedingungen: 

14.    |2/3"F  =  /?+ J5,  y'^  U+a'W  =  l'J-^rB\ 

2y"W=Y^  C,  a'  V  +  ß"  U=y+C\ 

Die  Gleichung 

A)  Ux-^Vy+Wz-\-l  =  Q 

gehört  unter  diesen  Bedingungen  der  Ebene  zu,  in  welcher  die  dem 
Kegel  (10)  und  der  Oberfläche  (2)  gemeinschaftliche  ebene  Curve  liegt. 
Fügt  man  den  Bedingungen  (14)  noch  die  Bedingung  (11)  hinzu, 
dass  nämlich  der  Kegel  (10)  irgend  ein  System  conjugirter  Linien  der 
Oberfläche  (1)  enthalte,  so  erhält  man  durch  Substitution  der  Werthe  von 
J.,  jB,  (7;  Ä^  B\  C\  aus  den  Gleichungen  (14)  in  die  Gleichung  (11), 
eine  in  Beziehung  auf  f7,  F,  W  lineare  Gleichung.  Diese  Gleichung 
drückt  aber  analytisch  die  Bedingung  aus,  dass  die  Ebene  (A)  durch 
einen  festen  Punkt  a  gehe.  Legt  man  nun  durch  den  Punkt  0  irgend 
ein  System  conjugirter  Linien  der  Oberfläche  (1)  und  durch  die  drei 
Schnittpunkte  dieses  Systems  mit  der  Oberfläche  (2)  eine  Ebene,  so  muss 
diese  Ebene  durch  den  festen  Punkt  a  gehen,  weil  der  Kegel,  dessen 
Spitze  in  0  liegt  und  der  die  der  Ebene  und  der  Oberfläche  (2)  gemein- 
schaftliche Curve  auf  seiner  Oberfläche  enthält,  den  obigen  Bedingungen 
genügt.  Aus  der  vorangegangenen  Betrachtung  ergibt  sich  demnach 
folgender  Satz: 

„Wenn  man  durch  einen  beliebigen,  aber  festen  Punkt  0  einer 
„Oberfläche  v  irgend  ein  System  conjugirter  Linien  einer  zweiten 
„Oberfläche  u  legt  und  die  drei  Schnittpunkte  dieses  Systems  mit 
„der  Oberfläche  v  durch  eine  Ebene  verbindet:  so  geht  diese 
„Ebene  durch  einen  und  denselben  Punkt,  welches  auch  das  durch 
„den  Punkt  0  gelegte  System  conjugirter  Linien  der  Ober- 
„ fläche  u  sei."  ^) 

1)  Theoremes  nouveaux  sur  les  lignes  et  les  surfaces  du  second  ordre;  par  M.  F regier. 
Gerg.  Ann.  VII  pag.  97. 
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In  dem  Falle,  dass  die  Oberfläche  u  eine  Kugel  ist,  in  welchem  aus 

der  Gleichung  (11)  die  Gleichung  (13)  hervorgeht,  hat  man  folgenden  Satz: 

„Wenn  man  durch  einen  beliebigen,  aber  festen  Punkt  0  einer 

„Oberfläche  irgend  drei  auf  einander  senkrechte  Linien   legt  und 

„durch    die    drei   Schnittpunkte   der    drei   Linien    und    der   Ober- 

„ fläche  eine  Ebene:  so  geht  die  Ebene  durch  einen  festen  Punkt."  ^) 

Der  Punkt  a  liegt  auf  der  Linie,  welche  durch  den  Punkt  0  geht 
und  in  Beziehung  auf  die  Oberfläche  (1)  conjugirt  ist  zu  der  durch  den 
Punkt  0  gelegten  Tangenten-Ebene  der  Oberfläche  (2).  Denn  legt  man 
durch  den  Punkt  0  irgend  ein  System  conjugirter  Linien  der  Ober- 
fläche (1),  von  denen  zwei  die  Oberfläche  (2)  im  Punkte  0  berühren,  so 
fallen  zwei  Schnittpunkte  dieses  Systems  und  der  Oberfläche  (2)  in  den 
Punkt  0,  und  die  Ebene,  die  die  drei  Schnittpunkte  des  Systems  und 
der  Oberfläche  (2)  verbindet,  geht  nothwendiger  Weise  durch  die  dritte 
Linie  des  Systems,  welche  in  Beziehung  auf  die  Oberfläche  (1)  conjugirt 
ist  zu  der  die  Oberfläche  (2)  im  Punkte  0  tangirenden  Ebene. 

Legt  man  durch  den  Punkt  0  drei  Linien  senkrecht  auf  irgend  ein 
System  conjugirter  Ebenen  der  Oberfläche  (1)  und  verbindet  die  drei 
Schnittpunkte  dieser  Linien  und  der  Oberfläche  (2)  durch  eine  Ebene, 
so  geht  diese  Ebene  durch  einen  festen  Punkt  &,  weil  die  Linien  con- 
jugirte  sind  in  Beziehung  auf  die  Oberfläche  ip  (x,  «/,  -e).  Daher  liegt 
der  Punkt  b  auf  der  Linie,  welche  durch  den  Punkt  0  geht  und  in 
Beziehung  auf  die  Oberfläche  ip  (x^  «/,  z)  conjugirt  ist  zu  der  im  Punkte  0 
die  Oberfläche  (2)  tangirenden  Ebene.  Diese  Linie  kann  auch  ohne  die 
Oberfläche  ip  (x,  y^  ^)  construirt  werden.  Denn  legt  man  durch  den 
Punkt  0  ein  System  conjugirter  Ebenen  der  Oberfläche  (1),  von  denen 
sich  zwei  in  der  im  Punkte  0  auf  die  Oberfläche  (2)  errichteten  Normale 
schneiden,  und  zieht  durch  den  Punkt  0  Lothe  auf  diese  Ebenen,  so 
bilden  die  Lothe  ein  System  conjugirter  Linien  der  Oberfläche  ^p{x^  y^  ^). 
Zwei  von  diesen  Linien  liegen  nun  offenbar  in  der  Tangenten-Ebene  der 
Oberfläche  (2);  die  dritte  ist  daher  in  Beziehung  auf  die  Oberfläche 
\p  {x^  y,  z)  zu  dieser  Ebene  conjugirt.    Wenn  man  also  vom  Punkte  0  ein 
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Loth  auf  die  Ebene  fällt,  welche  in  Beziehung  auf  die  Oberfläche  (1) 
conjugirt  ist  zu  der  im  Punkte  0  auf  die  Oberfläche  (2)  errichteten 
Normale,  so  ist  dieses  Loth  die  gesuchte  Linie. 

Zieht  man  endlich  durch  den  Punkt  0  irgend  drei  auf  einander 
senkrechte  Linien  und  verbindet  die  Schnittpunkte  dieser  Linien  und  der 
Oberfläche  (2)  durch  eine  Ebene,  so  geht  diese  Ebene  durch  einen  festen 
Punkt  c  der  im  Punkte  0  errichteten  Normale  der  Oberfläche.  Legt 
man  nun  irgend  eine  Ebene  entweder  durch  den  Punkt  a,  oder  durch  &, 
oder  durch  c,  und  durch  den  Schnitt  dieser  Ebene  und  der  Oberfläche  (2) 
einen  Kegel,  dessen  Spitze  im  Punkte  0  liegt,  so  genügt  dieser  Kegel  in 
dem  ersten  Falle  den  Bedingungen  (11)  und  (14),  im  zweiten  den  Be- 
dingungen (12)  und  (14),  im  dritten  den  Bedingungen  (13)  und  (14). 


5. 

Die  im  vorigen  Paragraph  entwickelten  Methoden,  die  Schnitte  der 
Kegel  und  der  Oberfläche  (2)  zu  finden,  welche  den  Bedingungen  (11), 
(12),  (13),  einzeln  verbunden  mit  (14),  genügen,  ergeben  nun  die  Con- 
struction  des  Kegels,  der  allen  jenen  Bedingungen  entspricht,  d.  h.  des- 
jenigen Kegels,  der  seine  Spitze  im  Punkte  0  hat,  die  Oberfläche  (2)  in 
einer  ebenen  Curve  schneidet  und  auf  seiner  Oberfläche  drei  den  Haupt- 
axen  der  Oberfläche  (1)  parallele  Linien  enthält.  Denn  verbindet  man 
die  drei  Punkte  a,  &,  c  durch  eine  Ebene,  so  schneidet  diese  Ebene  die 
Oberfläche  (2)  in  einer  Curve,  die  auch  auf  der  Oberfläche  des  ge- 
suchten Kegels  liegt. 

Die  Relationen,  welche  zwischen  den  Coefficienten  fT",  F,  W  der 
Gleichung  (A)  stattfinden,  damit  die  ihr  entsprechende  Ebene  durch  die 
Punkte  a,  &,  c  gehe,  erhält  man  durch  Substitution  der  Werthe  von 
Ä^  B,  C;  ä\  B\  G'  aus  den  Gleichungen  (14)  in  die  Gleichungen  (13), 
(12),  (11),  nämlich: 

1 5.  a'  ü+ß''V+r'W==  ii±|^+ ^ , 

{a^'a  +  ß''c'+r'b')U-]-  {a'c+ß^'h  +  / a)  F+  {a'h'+  ß" a  +  y' c)  W 

16.  aa  +  6/^+cr+2  a  a  +  2  h' ß' -\-  2  cy 
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(^-;,  +  ßy'  4.  /^  '^)  U  +  (c.^7/  +  ß'^l  +  ;/'^;.0  ^+  («'^^^  +  /5">^'  +  /^/O  w 
17.  _   x«4-A^  +  ^y+  2>c^«  +  2Xß'-\~2iiy 

—  2  • 

Um  diese  Gleichungen  vortheilhaft  zu  beschränken,  nehme  man 
an,  dass: 

a  ==  a\    b  =  ß;    c=='y:    a=a;    h' =  ß' \    c=y]    d  =  d={)] 
a  =  a  \    b   =  p   ;    c   =  y  \ 

dass  also  die  Oberfläche  (1)  und  (2)  die  nämliche  sei,  welche  durch  den 
Punkt  0  geht.  Alsdann  gehen  die  obigen  Gleichungen,  wenn  man,  wie 
vorhin,  der  Kürze  wegen  setzt: 

n  =  ahc  ^  Iah'  c  —  ad"^  —  hh'-  —  6*  c'  ^, 
über  in: 

'I    TT       \         7  "  TT        I  ^^    TT7  ^   "l       0    -\-    C 

a   U-{-  b   F  +  c    W=:  — -^-^— ' — , 
(a"a  +  &'V+  c'b)  U+  (a"c-^  b" b  +  c"a)r+  («"&'+  b"a  +  c"c)  W 

"~  T"" "■■' 

{a  x-\-b   u  +  c  A )  U-{-  (a  fi  -{-b  l-\-c  x)  V-^  (a  A  -[-  &  x  -{- c   a)  W 

_  Sji^ 
~~  ~Y' 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  in  Rede 
stehenden  Oberfläche  durch  X,   Z,  Z^  so  hat  man  folgende  Gleichungen : 

aZ  +  cT  +  6'Z  +  a'=  0,  nX-{~  a   x  +  })' ^i  -^  c' ^  =  0, 

c' X  +  5  r  +  a  Z  +  &"=  0,  n  r  +  a  ^i  +  b"  l  +  c' y!  =  0, 

b'X-\-dY  -^  cZ-\-  c'  =  0,  n  Z^aK  -\-b"y!  \c'  11  =  0. 

Die  letzte  und  erste  der  Gleichungen  (18)  gehen,  wenn  man  in  ihnen 
die  Grössen  d\  b'\  c'  durch  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Ober- 
fläche ausdrückt,  über  in: 

19.  TJX-\-VY^WZ  =  —  \, 

(aX  +  cT  +  y  Z)  f7+  (c'Z  +  &  Y^dZ)  F+  (6'X  +  a'  7  +  cZ)  PF 

20.  a  +  6  +  c 
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Multiplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (18)  mit  a  -{-  h  ~\-  c  und 
zieht  sie  hierauf  von  der  zweiten  ab,  so  erhält  man: 

[_  (j  4_  c) a  +  c  h"  +  y c"\  U  +  [c  a  —  {a -\- c) h" -f  d c']  V 
+  [b'd'-^  ab''—  (a  +  b)c']  W=  —  (x  +  l-^  ^a). 

Drückt   man   endlich  d\  b'\  c'  durch    X,   Z,  Z  aus,    so    geht    diese 
Gleichung  über  in: 

(XTJ  Ar  Y  V  -^^  ZW){z  ^  l  -\-  fi)  —  {Xz  -f  Y /.t -\-  Zl')  ü 
—  {Xu  -^Yl-\-Zx)V—  {X'^  +  Yx  +  Zu)  W=  —  {z-\~l-\-  ^u), 

aus  welcher  Gleichung  endlich,  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (19), 
folgende  hervorgeht: 

{Xx  +  r/  +  Zk)  U  +  {Xu  -\-Yl-\-  Zx)  V  +  {XI'  +  Yx  +  Z^)  W 
21  ^^ l_+i_+ü 

2 
Die   Gleichungen    (19),    (20)    und    (21)    bestimmen    nun    auf   gleiche 
Weise  wie  die  Gleichungen  (18),    aus    welchen    sie    hervorgegangen    sind, 
die  Werthe  von  ?7,    F,    W,     Dieselben  Gleichungen  erhält  man  aber  auch, 
wenn  man  in  den  Gleichungen  (15),  (16),  (17)  setzt: 
a=ß  =  y  =  \^    a'=ß'=y==0,     d'=  —  X,    ß"=  —  Y,    y"=  —  Z. 

Diese    Bemerkung    lässt    nun    folgende    geometrische    Deutung    zu: 
Diejenige  Oberfläche,  deren  Gleichung 

^2  _|_  ^2  _j_  ^2  _  2  x^  —  2  Zy  —  2  Z^  =  0 

ist,  schneidet  die  Ebene  (A),  w^elche  durch  die  drei  Punkte  a,  &,  c  geht, 
in  einer  Curve,  welche  auch  auf  einem  Kegel  liegt,  der  seine  Spitze  im 
Punkte  0  hat  und  auf  seiner  Oberfläche  drei  den  Hauptaxen  der  ge- 
gebenen Oberfläche  parallele  Linien.  Jene  Gleichung  gehört  aber  einer 
Kugel  an,  deren  Mittelpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  der  Oberfläche  zu- 
sammenfällt und  die  durch  den  Punkt  0  jener  Oberfläche  hindurch  geht. 
Verbindet  man  demnach,  die  vier  der  Oberfläche,  der  Kugel  und  der 
Ebene  (A)  gemeinschaftlichen  Punkte  durch  gerade  Linien  mit  dem 
Punkte  0,  so  sind  drei  von  diesen  Linien  den  Hauptaxen  der  ge- 
gebenen Oberfläche  parallel.  Die  vierte,  den  Hauptaxen  der  Ober- 
fläche nicht  parallele  Linie  lässt  sich  leicht  mit  Hülfe  der  in  §  1  ange- 
gebenen Methode  bestimmen. 
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Ich  lasse  jetzt  die  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  angedeutete 
Construction  der  Hauptaxen  einer  gegebenen  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung im  Zusammenhange  folgen. 

Man  ziehe  durch  einen  beliebigen  Punkt  0  der  gegebenen  Ober- 
fläche drei  Systeme  conjugirter  Linien  und  lege  durch  die  drei  Schnitt- 
punkte eines  jeden  Systems  und  der  Oberfläche  eine  Ebene.  Die  drei 
Ebenen  schneiden  sich  alsdann  in  einem  Punkte  a.  Man  errichte  ferner 
im  Punkte  0  auf  drei  Systeme  conjugirter  Ebenen  Lothe  und  verbinde 
die  Schnittpunkte  der  Oberfläche  und  der  zu  demselben  Systeme  con- 
jugirter Ebenen  gehörigen  Lothe  durch  Ebenen.  Diese  drei  Ebenen 
treffen  in  einem  Punkte  h  zusammen.  Durch  den  Punkt  0  lege  man 
endlich  drei  Systeme  auf  einander  senkrechter  Linien  und  verbinde  die 
Schnittpunkte  eines  jeden  Systems  und  der  Oberfläche  durch  eine  Ebene. 
Die  drei  Ebenen  schneiden  sich  in  einem  Punkte  c.  Diese  drei  Punkte 
a,  b,  c  können  einfacher,  aber  weniger  symmetrisch,  auch  auf  folgende 
Art  construirt  werden.  Man  schneide  auf  der  Linie,  welche  den  Mittel- 
punkt der  Oberfläche  mit  dem  Punkte  0  verbindet,  vom  Mittelpunkte  aus, 
den  dritten  Theil  dieser  Linie  ab,  so  erhält  man  den  Punkt  a  [man  ver- 
gleiche die  Gleichungen  (A)  und  (19)].  Durch  den  Punkt  0  ziehe  man 
drei  Lothe  auf  irgend  ein  System  conjugirter  Ebenen  und  verbinde  die 
drei  Schnittpunkte  der  Lothe  und  der  Oberfläche  durch  eine  Ebene. 
Hierauf  ziehe  man  durch  den  Mittelpunkt  der  Oberfläche  eine  Linie 
parallel  mit  der  im  Punkte  0  errichteten  Normale,  und  im  Schnittpunkte 
dieser  Linie  und  der  Oberfläche  errichte  man  eine  zweite  Normale  an 
die  Oberfläche.  Mit  dieser  ziehe  man  nun  durch  den  Punkt  0  eine 
parallele  Linie,  so  schneidet  diese  Linie  die  vorhin  erwähnte  Ebene  in 
dem  gesuchten  Punkte  &.  Durch  den  Punkt  0  lege  man  endlich  drei 
auf  einander  senkrechte  Linien  und  durch  die  drei  Schnittpunkte  der- 
selben und  der  Oberfläche  eine  Ebene.  Diese  Ebene  wird  dann  von  der 
im  Punkte  0  an  die  Oberfläche  errichteten  Normale  im  Punkte  c  ge- 
troffen. Die  drei  Punkte  a,  b,  c  verbinde  man  durch  eine  Ebene  (A) 
und  schneide  die  gegebene  Oberfläche  durch  dieselbe  in  einer  Curve  u. 
Beschreibt  man  endlich  mit  einem  Radius,  der  gleich  ist  der  Entfernung 
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des  Punktes  0  vom  Mittelpunkte  der  Oberfläche,  um  letzteren  eine  Kugel, 
so  schneidet  diese  die  Ebene  (A)  in  einem  Kreise  u\  welcher  die  Curve  u 
in  vier  Punkten  trifft.  Verbindet  man  nun  diese  vier  Punkte  mit  dem 
Punkte  0  durch  gerade  Linien,  so  sind  drei  von  ihnen  den  Hauptaxen 
der  gegebenen  Oberfläche  parallel.  Um  die  vierte,  den  Hauptaxen 
nicht  parallele  Linie  zu  bestimmen,  ziehe  man  von  irgend  zwei  Punkten  a 
und  ß  der  Curve  u  und  von  irgend  zwei  Punkten  y  und  S  des  Kreises  u 
gerade  Linien  nach  dem  Punkte  0.  Durch  den  Punkt  0  lege  man  als- 
dann eine  auf  a  0  senkrechte  und  eine  zu  dieser  Linie  conjugirte  Ebene 
und  bezeichne  durch  a  die  diesen  Ebenen  gemeinschaftliche  und  der 
Linie  a  0  auf  die  angegebene  Art  entsprechende  Linie.  Construirt  man 
nun  die  Linien  ß\  y\  ^\  welche  den  Linien  0/9,  0  y,  0  ^  auf  gleiche 
Weise  entsprechen,  und  legt  eine  Ebene  durch  die  Linien  a\  ß'  und  eine 
zweite  Ebene  durch  die  Linien  y\  ^\  so  schneiden  sich  diese  Ebenen  in 
einer  Linie  p.  Legt  man  alsdann  durch  den  Punkt  0  zwei  Ebenen,  von 
denen  die  eine  zur  Linie  p  conjugirt,  die  andere  senkrecht  auf  ihr  ist, 
so  schneiden  sich  diese  Ebenen  in  der  vierten,  den  Hauptaxen  der 
gegebenen  Oberfläche  nicht  parallelen  Linie. 


Wenn  zwei  Systeme  conjugirter  Linien  a^,  ij,  c^]  a^^  ^2?  ^2  einer 
Oberfläche  u  gegeben  sind,  so  kann  man  leicht  andere  Systeme  con- 
jugirter Linien  derselben  Oberfläche  finden.  Denn  lässt  man  die  sechs 
gegebenen  Linien  durch  einen  Punkt  0  gehen,  legt  drei  Ebenen  durch 
die  Linien  a^  «2,  h^  Ci,  h^  Cg,  und  bezeichnet  die  Schnittlinie  der  zweiten 
Ebene  und  der  ersten  mit  63,  der  zweiten  und  der  dritten  durch  C3,  so 
bilden  die  drei  Linien  a^^  63,  Cg  wieder  ein  System  conjugirter  Linien 
der  Oberfläche  u. 

Wenn  drei  Systeme  conjugirter  Linien  einer  Oberfläche  u  gegeben 
sind,  so  lässt  sich  mit  Hülfe  einer  gegebenen  Oberfläche  v  zu  jeder  ge- 
gebenen Ebene  die  in  Beziehung  auf  die  Oberfläche  u  conjugirte  Linie 
und  zu  jeder  gegebenen  Linie  die  conjugirte  Ebene  construiren.  Denn 
legt  man  eine  Tangenten  -  Ebene  an  die  Oberfläche  ^,  parallel  mit  der 
gegebenen  Ebene,    zieht  hierauf  durch  den  Tangirungspunkt  0    die    drei 

Hesse's  Werke.  ^ 
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gegebenen  Systeme  conjugirter  Linien  der  Oberfläche  u  und  verbindet 
die  drei  Schnittpunkte  eines  jeden  Systems  und  der  Oberfläche  v  durch 
eine  Ebene,  so  erhält  man  drei  Ebenen,  die  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 
Verbindet  man  endlich  diesen  Punkt  mit  dem  Tangirungspunkte  0  durch 
eine  gerade  Linie,  so  ist  diese  die  gesuchte.  Legt  man  durch  eine  ge- 
gebene Linie  zwei  Ebenen,  construirt  zu  jeder  derselben  die  in  Beziehung 
auf  die  Oberfläche  u  conjugirte  Linie,  legt  endlich  eine  Ebene  parallel 
mit  diesen  beiden  Linien,  so  ist  diese  in  Beziehung  auf  die  Oberfläche  u 
conjugirt  zu  der  gegebenen  Linie. 

Nach  diesen  vorbereitenden  Betrachtungen  werde  ich  die  Auflösung 
folgender  Aufgabe  auseinandersetzen: 

„Zur  Construction  der  Richtungen  der  Hauptaxen  einer  Ober- 
„ fläche  (1)  sind  gegeben  zwei  Systeme  conjugirter  Linien  der 
„Oberfläche  und  eine  Hülfsoberfläche  (2)." 

Mit  zwei  Systemen  conjugirter  Linien  der  Oberfläche  (1)  ist,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  auch  ein  drittes  System  conjugirter  Linien  der  Ober- 
fläche gegeben.  Diese  drei  Systeme  lege  man  durch  einen  Punkt  0  der 
gegebenen  Oberfläche  (2),  welcher  Punkt  im  Folgenden  als  der  Anfangs- 
punkt des  Coordinatensystems  betrachtet  werden  soll,  auf  welches  die 
Oberflächen  bezogen  sind,  und  construire  auf  die  in  §  4  beschriebene 
Art  die  drei  Punkte  a,  &,  c.  Durch  diese  drei  Punkte  lege  man  eine 
Ebene  (A) 

f7^  +  F^  +  "PF^  +  1  =  0, 

welche  durch  die  Gleichungen  (15),  (16),  (17)  analytisch  bestimmt  wird. 
Diese  Ebene  nun  schneidet  die  gegebene  Oberfläche  (2)  in  einer  solchen 
Curve  w,  dass,  wenn  man  eine  durch  den  Punkt  0  gezogene  Linie  durch 
diese  Curve  fortbewegt,  die  Linie  einen  Kegel  beschreibt,  welcher  auf 
seiner  Oberfläche  drei  den  Hauptaxen  der  Oberfläche  (1)  parallele  Linien 
enthält.  Bezeichnet  man  nun  durch  X,  F,  Z  die  Coordinaten  des  Mittel- 
punktes einer  Kugel,  die  durch  den  Punkt  0  geht  und  die  Ebene  (A)  in 
einem  Kreise  schneidet,  der  die  erwähnte  Eigenschaft  der  Curve  u  hat, 
so  werden  die  Coordinaten  X,  Z,  Z  durch  die  Gleichungen  (19),  (20), 
(21)  bestimmt.  Diese  Gleichungen  sind  aber,  wenn  man  X,  Y,  Z  als 
veränderlich  betrachtet,  die  analytischen  Ausdrücke  von  Ebenen,  die  sich 
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in  dem  gesuchten  Mittelpunkte  der  Kugel  schneiden.     Es  bleibt  also  nur 

noch    übrig,    diese   Ebenen    zu    construiren.     Die  Gleichung  (20)    ist  zu- 
sammengesetzt aus  den  drei  Gleichungen: 


Die  erste  von  diesen  Gleichungen  stellt  eine  Ebene  dar,  welche  durch 
die  Mitte  des  von  der  Ebene  (A)  abgeschnittenen  Stücks  der  a;-Axe  des 
Coordinatensystems  hindurch  geht  und  in  Beziehung  auf  die  Oberfläche  (1) 
zu  dieser  Axe  conjugirt  ist.  Ebenso  ist  die  zweite  die  Gleichung  einer 
Ebene,  die  durch  die  Mitte  des  von  der  Ebene  (A)  abgeschnittenen 
Stückes  der  y-Axe  hindurch  geht  und  zu  dieser  Axe  in  Beziehung 
auf  die  Oberfläche  (1)  conjugirt  ist.  Die  dritte  Gleichung  stellt  eine 
Ebene  dar,  die  durch  die  Mitte  des  von  der  Ebene  (A)  abgeschnittenen 
Stückes  der  ^-Axe  hindurch  geht  und  conjugirt  ist  zu  dieser  Axe. 
Die  drei  genannten  Ebenen  schneiden  sich  aber  in  einem  Punkte  der 
Ebene  (20),  weil  die  Werthe  von  X,  Z*,  Z,  welche  den  drei  Gleichungen 
genügen,  auch  der  Gleichung  (20)  genügen.  Wenn  man  nun  durch  den 
Punkt  0  irgend  ein  System  auf  einander  senkrechter  Linien  legt  und 
durch  die  Mitte  der  von  der  Ebene  (A)  abgeschnittenen  Stücke  dieser 
drei  Linien  drei  Ebenen,  die  in  Beziehung  auf  die  Oberfläche  (1)  zu  den 
ihnen  entsprechenden  Linien  conjugirt  sind,  so  schneiden  sich  die  drei 
Ebenen  ebenfalls  in  einem  Punkte  der  Ebene  (20).  Auf  diese  Weise 
kann  man  nun  so  viele  Punkte  der  Ebene  (20)  finden,  als  man  will; 
mithin  die  Ebene  selbst.  Diese  Ebene  ist  in  Beziehung  auf  die  Ober- 
fläche (1)  conjugirt  zu  dem  Lothe  der  Ebene  (A);  wie  aus  der  Gleichung  (20) 
leicht  zu  ersehen  ist.  Man  kann  daher  auf  die  oben  angegebene  Art 
eine  ihr  parallele  Ebene  construiren,  und  es  bedarf  nur  eines  Punktes 
derselben,  um  ihre  Lage  im  Räume  zu  bestimmen. 

Wenn  man  in  der  Gleichung  (20)  für  a,  &,  c;  a\  h\  c  setzt:  x,  X,  u; 
x\  l\  u\  so  geht  sie  in  die  Gleichung  (21)  über.  Wenn  man  daher  für 
die    Oberfläche  (1)    die    Oberfläche  ■}[>    substituirt,    von    welcher    ebenfalls 
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drei  Systeme  conjugirter  Linien  gegeben  sind  (nämlich  die  Lothe  auf 
den  drei  gegebenen  Systemen  conjugirter  Ebenen  der  Oberfläche  (1)), 
und  die  angegebene  Construction  durch  diese  Lothe  wie  vorhin  durch 
die  drei  Systeme  conjugirter  Linien  ausführt,  so  erhält  man  die  Ebene  (21). 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (20)  a  =  b  =  c  =  1  und  a  =  ß'  =y  =  0, 
so  geht  sie  in  (19)  über,  und  die  dieser  Gleichung  entsprechende  Ebene 
wird  auf  dieselbe  Weise  construirt,  wenn  man  für  die  Oberfläche  (1)  eine 
Kugel  substituirt.  Um  also  einen  Punkt  der  Ebene  (19)  zu  finden,  lege 
man  durch  den  Punkt  0  drei  auf  einander  senkrechte  Linien  und  durch 
die  Mitten  der  von  der  Ebene  (A)  abgeschnittenen  Stücke  dieser  Linien 
drei  senkrechte  Ebenen  auf  diese  Linien;  alsdann  ist  der  Schnittpunkt 
dieser  drei  Ebenen  ein  Punkt  der  gesuchten  Ebene  (19).  Man  bemerkt 
aber  leicht,  dass  diese  Ebene  parallel  mit  der  Ebene  (A),  und  dass  ihr 
senkrechter  Abstand  vom  Punkte  0  gleich  ist  f  des  Abstandes  der 
Ebene  (A).  Aus  dieser  Bemerkung  ergibt  sich  demnach  eine  einfachere 
Construction  der  gesuchten  Ebene  (19). 

Die  drei  Ebenen  (19),  (20),  (21)  schneiden  sich  nun  in  einem  Punkte. 
Beschreibt  man  um  diesen  Punkt  eine  Kugel  mit  einem  Radius,  der 
gleich  ist  der  Entfernung  des  Punktes  0  von  diesem  Punkte,  so  schneidet 
sie  die  Ebene  (A)  in  einem  Kreise  u\  Verbindet  man  die  vier  Schnitt- 
punkte der  Curve  u  und  des  Kreises  u  durch  gerade  Linien  mit  dem 
Punkte  0,  so  bestimmen  drei  von  ihnen  die  Richtungen  der  Hauptaxen 
der  Oberfläche  (1).  Die  vierte,  den  Hauptaxen  nicht  parallele  Linie 
wird  auf  die  in  §  6  angegebene  Art  gefunden. 

Königsberg,  den  21.  October   1837. 
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1. 


T  h  e  s  e  s. 


Optima  geometriae  tractandae  ratio  est,   quae  analysin  non  aspernatur. 

2.  Usus  serierum  divergentium  non  omnino   est  rejiciendus. 

3.  In   exponendis  doctrinis  a  rebus  generalibus  initium  capere  satius  est. 

4.  Praecipuum  docentis  officium   est  docere   discendi  vias. 

5.  Acida  non  exstant  nisi  liquida. 


SECTIO  PRIMA. 

De  relationibus  inter  coefficientes  duorum  systematum  substitutionuin 
linearium,  quorum  utrumque  efficit  ut  data  functio  quaelibet  homo- 
genea  secundi   ordinis  transformetur   in  aliam,    quae  solis  variabilium 

quadratis  constet. 


1. 
Propositis  inter  variabiles: 

x^  x.-^  x^^ x^     et     ^1  y^  y.^  ■  •  •  •  y,, 

n  aequationibus  linearibus  hujusmodi: 

1.  x^^  =  xf  y,  -i-xfy^-^ 4'^  yn 

coefficientes  x^p,  quorum  numerus  est  n  -  n,  ita  determinari  possunt,  ut 
data  functio  quaelibet  homogenea  secundi  ordinis  variabilium  x^  X2  -  -  -  -  x,, 
transformetur  in  aliam  variabilium  yiy^'  '  •  '  Vn^  de  qua  binorum  producta 

evanuerunt.    Cui  conditioni  ut  aequationes  (1)  satisfaciant, ~ aequa- 

tiones  inter  coefficientes  x^^^  valere  necesse  est,    quod  substitutionibus  (1) 

factis  ^l^ZlJ_  termini    in  binas  variabiles  y^  y^'  '  '  '  Vn    ducti  evanescere 

et  soli  n  termini  earum  quadrata  continentes  remanere  debent. 

Jam  ut  aequationes,  de  quibus  dictum  est,  nanciscamur,  ^a^^j^  •  x^  •  xi 

functionem  esse  datam  statuamus.  Qua  in  summa  numeris  x,  l  valores 
l  2  '  '  '  -  n  omnes  ita  tribuantur,  ut  posita  aequatione  a^^i  ==  a^^^  termini 
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in  x^Xi  ducti,  ubi  y.^  l  diversi  sunt,  duplices,  sin  vero  x^  l  aequales, 
simplices  appareant.     Si  porro  ponamus: 

expressionem  esse,  in  quam  summa  ^a^^xx^xx  substitutione  (1)  facta  abit, 

x,X 

nihil  impeditj  quominus  substituendo  valores  x^x^  -  •  -  •  x^  q  {!)  in  aequatione 
2.  ^^a^,x  x^  XX  =  G,  y\  ^^G^  y\^ V  G^yl 

et  comparando  singulos  terminos  aequationes  deducamus  sequentes: 

^  —  ^'  dx\^^  ^""^  dxf  +  +^^^  dx^^^         ' 

quarum   prior,   positis  e   numerorum   1  2  •  •  •  w  serie   loco  p  et  g^  diversis 

Yh  \'Yh 1  1 

numeris,   illas  — -    aequationes    conditionales    suppeditat,    quibus    in 

Li 

aequationibus  fugere  non  potest,  numeris  ^,  q^  inter  se  commutatis,  eas 
integras  manere.  E  posteriori  formula,  posito  1  2  •  •  •  •  w  loco  ^,  n  aequa- 
tiones fluunt,  quibus  coefficientes  G^  quadratorum  ipsarum  variabilium 
y\y^'  '  '  '  yn  tanquam  functiones  coefficientium  x^^"^  determinantur. 

2. 

Repraesentetur  per  formulam: 

5.  X,  =  4"+"  •  2/„+,  +  <+^'  •  2/.+,  +  ■  ■  •  •  ^V  ■  y.n 

alterum  n  aequationum  systema,  quibus  eadem  functio  data  ^  a^^,xXy^  xx 
in  f ormam  redigatur  sequentem : 

Gn-\.\  ^n-f-l  ^n+2  y n-\-2  •    •   •    •  (jr^^  yi^ 

eadem  ratione  atque  antea  sequuntur  aequationes: 

f    X    ^    v  X  >i,X    y.  X  /ixvl^j'^^  f' 

d^a      ;r(»*+5)^(*'+'?) 
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qua  ex  aequatione  priori,  positis  valoribus  1  2  •  •  •  •  w  diversis  loco  f^  q^ 
aequationes  — —^ — -  conditionales    fluunt,    posteriori  n   coefficientes  G^j^^ 

Li 

determinantur. 

Contemplemur    illas  n{n  —  1)    formulas  (3),    (6)   quibus    solis   coeffi- 
cientes o;^^^^  et  ;r^''+^^  satisfaciant  necesse  est,  ita  ut  de  functione -^a;^^2  o);^  o^;, 

substitutionibus  (1)  vel  (5)  factis  variabilium  y^y^^ y^  vel  ^,,^i  2/^-1-2 V^n 

M    (m         j  1    \ 

binarum  producta  evanescant.     Facile  patet  aequationibus  (3).  (6)         7- 
constantes  a^^^^   inesse,  vel  potius   —^-^ — -  —  1,  qmppe  e  quarum  numero 
unam    aliquarn  =  1    ponere   licet.      Unde    sequitur    illaruin  — —~ — -  —  1 

constantium  eliminatione  ^^ -^ aequationes  inter  coefficientes  sub- 

u^ X)(n 2) 

stitutionum    (1),  (5)    solas    existere.      Sed    hae  -^^ -^ aequationes 

alio  aequationum  systemate  repraesentari  possunt,  quae  neque  inter  omnes 
coefficientes  a;^^\  0;^^*'+^^  symmetria  careant,  nee  tarn  multas  constantes 
eliminandas  praebeant.  Quas  aequationes  ut  nanciscamur  antecedentibus 
formulis  alias  quasdam  addi  convenit. 


3. 

Quem  ad  finem  si  supponimus  ex  aequationibus  (1)  vice  versa  sequi: 

8.  yi  =  W  x.^Xi^x.A, h  ^?  ^n 

inter  coefficientes  X^^-^  et  x^  duo  aequationum  systemata  valent  haec: 

1  =^  ^a)  X[^)  4-  4^)  Xi^^)  -\ \-x'i^  X'}^ 

0  =  x\-^  X[^^  +  4^^  Xi^^-\ h  <f  ^? 

et    1  =  xf  X^^  +  xf  Zf )  H h  4^)  Xf^ 

0  =  x^^  Zf )  -f  x^^  Xf  H h  ^^"^  ^t^ 

in   quorum    posterioribus    aequationibus  numeris  z^  l  ^   numerorum  serie 
1  2  ■  -  -  •  w    valores    diversi    tribuendi    sunt.      Quibus    expressionibus    (8) 

Hessens  Werke.  ^ 


9. 
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variabilium  yiy^-  '  -  -  Vn  substitutis  in  aequatione  (2)  singulos  comparando 
terminos  adipiscimur: 

10.  a   ,=^G  X^'^  Xf  +  G^  Zf  Xf  -1 G  Xf  Xf\ 

Facile  patet  ex  aequatione  proposita,  si  multiplicetur  per  x^f^  et  pro 
l  deinceps  ponatur  1,  2  -  -  -  n,  aequationum  systema  prodire,  quod  addi- 
tione  facta  abit  in: 

a.,i  A'^  +  ^.,2  4'^  +  -  -  •  -  ap,,,  4f^  =  Gp  Xif\ 

Qua  ex  aequatione  numeros  1  2  ■  -  ■  n  loco  z  deinceps  ponendo 
sequuntur  n  aequationes: 

^1,1  4"^  +  ^1,2  4"^  -'l h  Ö^I,n  <"^  =  ö,  X{^^ 


11 


G,  X^^' 


^n,l4"^  +  ^M4'^ 


quarum  solutio  secundum  x[^^  4^'  • 
tis  formae: 

x[^^ 


i^  ^w,  n  '^n      ^-^p  -^^n    J 

4f^  suppeditat  w  aequationes  sequen- 


12. 


^  =  ^,^,  x{^)  -f  Ji,,  x^^  ^ h  A.n  -xr 


G 


^  ^  A,,  x{^^  +  ^,,,  x^^^  -^ h  -^2,.  xi^^ 


X^'P^ 


^ 


ubi  adnotandum  est,  cum  sit  a^^i=^ax^^,  etiam  J.^,^;,  et  Ai^^^  functiones 
quasdam  coefficientium  a^^^i  inter  se  aequales  esse.  Aequationum  vero 
(12)  loco  hanc  statui  licet: 


x^^^ 


^  =  J,,iX{^)  +  ^,,2Xr  + 


quam    si   multiplicamus   per  x^l^  et   numeros   1  2  •  -  •  -  /^  loco  p    deinceps 
ponimus  n  aequationes  nanciscimur,    e  quibus  facta  additione  procrescit: 


13. 


^(1)  ^(1)              ^.(2)  ^(2) 
A  a       A         I yt       A         1 


ö. 


ffo 


I  ä;        a 


2.   De  octo  punctis  intersectionis  etc.  27 

Eadem  ratione  e  substitutionibus  (5)  formula  sequitur  haec: 

n-\-l  n-j-2  2  w 

quam  si  addimus  ad  (13)  fit: 

Hac  ex  aequatione,  positis  loco  x^  l  valoribas   1  2     •  ■  -  n  et  diversis 

et  aequalibus,    fluunt  — — ,?"        aequationes    et    inter    coefficientes    omnes 

x^f^  xY^^^  et  inter  quantitates  G^^  G-^-  ■  -  -  G^n  symmetricas.  E  quibus, 
facta  eliminatione  illarum  2  n  quantiturrij  quippe  quae  2  w  —  1  quantita- 
tum  vicem   impleant,    eaedem    inter    substitutionum  (1),    (5)    coefficientes 

^ ^r'^ relationes  sequuntur,    quas  ex    aequationibus  (3),  (6)  elimi- 

natione  constantium  prodire  adnotaviinus. 


4. 

Sed  facile  est  perspectu  ab  aequatione  (15)  vice  versa  ad  (3),  (6) 
nos  redire  posse.  Quem  ad  finem  assequendum  convenit  aequationem  (15) 
in  duas  (13)  et  (14)  dirimi,  quarum  e  priori,  positis  aequationibus  (9), 
aequationes  (12)  derivantur,  quarum  solutio  secundum  X{^^  Z^^^ .  . .  .  X^^- 
suppeditat  aequationes  (11)  e  quibus  facile  sequuntur  (3),  (4);  et  simili 
modo  e  posteriori  (14)  aequationes  (6),  (7)  invenimus.  Quibus  in  aequa- 
tionibus constanteS;  quas  functio  ^  a^  ^  ^^  x^^  continet,  ita  insitae  reperiun- 

tur,  ut  functio  ipsa  ex  iis  facile  restitui  possit. 

Cum  vero  aequatio  (15)    ^  -^~~~^^^^:^^ modis  in  duas  aequa- 

^  ^     '^2.123 n.l2....9i  ^ 

tiones    formae  (13)  et  (14)  dirimi    possit,    totidem    functiones  ^ a^^  ^x   x^ 

diversas  cognoscimus,  e  quarum  qualibet  duo  aequationum  systemata 
nascantur,  quae  quomodo  (3),  (6)  eodem  modo  et  ipsae  loco  (15) 
poni  possunt. 
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Id  quo    melius   perspiciatur   aequatio  (15)    exempli    gratia   dividatur 
in  duas  has: 

A '        >c ^        \  y^       /■  I  I  ^ ^  !         y  /. 

^..x  —  —ä~  H        -G,         ^ ^  ^7        ^        öT~ 

1  2  w— 1  n+1 

^(fO  ^.(/O             ^Oi+2)  ^.(n+2)                                       a;^2n-l)  ^(2n-l)                ^(2»0  ^{2n) 
A  '         ___   ^         /  j       _J^ A ^  __1_    _   >^  _  ^  / ] X  / 

''"'•  (^         '         G  ,^  '  '      G7\  '  G, 

n  «+2  2«— 1  2n 

e  quarum  priori,  positis  aequationibus : 

1  =  x[^>  Y[P^  -\-  xf  rf  4 \-  xf  Y'f 

0  =  x'f  rf"  +  xf  ri«'  H u  a;,'f'  r^f«) 

1  =  x'i^  Ff  +  xf  jf  -4 1-  4»-'»  zf -"  4-  4'+!'  r<"+" 

0  =  a;(«r'''  +  «(2)  jr,2)      I L  ^(n-1)  Jf»-!)      ,      ^(h+1)  y(»+l) 

ubi  numeris  p,  g'  diversi  valores  1  1  .  , .  .(n  —  1)  et  (n-\-\\  numeris  /.^  l 
diversi  valores   1  2  ....  ^  tribuendi  sunt,  facile  prodit: 

>t    A'     y{2?)  _>      A'     y(p)  _i  _\     Ä'      Y^v) 

P 

e  qua  aequatione  vice  versa  sequatur: 

unde,  cum  sit  a^  ^  =  a^  ^  quia  est  Ä^^  ^  =  Ä^^  ^    prodeunt 

d:^a'     x^^^x^^^  d:Ea'     a:^^^  x^^  d2a    ,  x^'i^  x^P 

^^       ^  —  ^^  dx^^)  -^  ^'  dxf  '  +^-  d<^) 

ubi  loco  p,  q  diversi  valores  1  2  ....  (n  —  1)  et  (>^  -f- 1)?  loco  ;^,  l  diversi 
valores  1  2  ....  w  omnes  ponendi  sunt.  Simili  modo  e  secunda  aequa- 
tione, quam  supra  statuimus,    sequuntur: 

d^a    .x^^'^x^P  d:Ea    .x^^'^x^p  dla    ,  x^''^ xV 

^^        ^~^'  dxp  +  ^2  d^)        "  ^  +  ^^^  dW^ 

12  n 

ubi  numeris  ^u,  v  diversi  valores  n,  (w  -j-  2), . .  . .  (2  n)  omnes  tribuendi  sunt. 
His    quatuor    aequationibus    efficitur   ut   functio  ^a^^j^x^x;,    substitu- 
tionibus: 

^;.  =  ^T  y,  +  ^f  y,     H r  ^V  ^.-1   +  4'+'^2/„+, 

et         X,  =  4«'y,,  +  4''+-''^.+2  +  ••••  +  4^"-"y,.,_,  +  xf'y,., 
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^n-l    Vn—l      "T~  ^n+]  V n-\-\ 
^2n— 1^2h— 1  ^'InV^nl 


transeat  in: 

Gl  yl  +  G^  yl        H 

^t  G^y^  f^n+2  ^w+2  '    •    * 

qua  ratione  iunoiionevLi  2a^  ^x^x^  unam  ex  iis  reperimus,  quarum  men- 
tionem  fecimuSj  e  qua  nascuntur  aequationes  (a),  (b),  quae  aeque  ac  (3), 
(6)  aequationem  (15)  repraesentant. 


D. 


Si  aequationem  (15)  per  i^^i   multiplicamus  et  numeris  x^  l  valores 
1  2  ....  w    omnes  et  diversos  et    aequales  ex    ordine   tribuimus,  — -^ 
aequationes  prodire  videmus,  quarum  summam  hunc  in  modum  designari  licet : 


16. 


>i,Ay.      A 


21)    ,^(2»)a;<2») 

y,A     y         A 

G, 


=  0. 


Facile  vero   patet         ^ — -  coefficientes    b^^^x    multimodis    ita    deter- 

minari  posse  ut  ex  (2  n)  summis,  e  quibus  conflata  est  aequatio  antecedens, 

{2n—  1)  earum  evanescant,  unde  fit  ut  reliqua  semper  sponte  evanescat. 

Sed  et  in  aequationibus  (15)  quantitates  ö^  Gg  •  •  •  •  G^2n  ^t  in  (3),  (6) 

quantitates  a^^x  ^t  indeterminatas  habere  licet.     Unde  satis  elucet  e  quan- 

titatum    x^^^    numero,    cum    conditionibus  ^^ ~^ ~  solis    satisfaciant, 

^ —  earum  ex  arbitrio  determinari  posse.    Quas  quantitates  omnes 

si    tanquam   2  n    systemata   valorum    variabilium  X^  Xg .  .  . .  Z,,  considera- 
mus,  ex  antecedentibus  theorema  fluit  hoc: 


Theorem  a   1. 

Si  f  unctio  aliqua  secundi  ordinis  variabilium  X^ ,  X2 .  . .  .  X^  homogenea 
pro  (2^—1)  systematis  valorum  evanescit  sequentium 


.(1) 


:r 


-A-j  X-i     ,    u^c)  Xi 

Aj  ==  Xi    j   A2  =  X2   ,   ....   A^  =  x^ 


.(1) 


(2) 


X,  =  xr\  X, 


J2n) 


30  2.   De  octo  punctis  intersectionis  etc. 

inter  quos  — -^ ^  aequationes  valent,    quae  e  (3),  (6)  facta  coeffi- 

cientium  a^^^x  eliminatione  prodeunt;  functio  illa  etiam  pro  reliquo 
systemate  evanescit. 

6. 

Theorema  propositum  per  se  dignum  quod  adnotetur  inprimis  magno 
est  usui  in  geometria,  quoniam  in  theoria  curvarum  et  superficierum 
secundi  ordinis  quaedam  problemata,  quae  valde  diversa  esse  videntur, 
prorsus  congruere  docet.     Id  sequentibus  illustrabo. 

Posito  w  :=  3  per  -^-^  -^  distantias  designemus   puncti  alicujus  p  a 

duobus  axibus  fixis  cum  puncto  in  eodem  piano  sitis,  sub  angulo  recto 
se  intersecantibus.  Tum  facile  est  inquirere,  quid  in  geometria  significet 
aequatio  (3),  quae  positis  loco  p,  q  valoribus  12  3  diversis  tres  aequa- 
tiones praebet  has: 

0  =  x^^^  («1,1  xf^  +  a,^,  xf  +  ai,3  xf)  +  x^^  {a,^,  xf  +  a,^,  xf  +  «,,3  xf) 

+  4'^  Kl  X?  +  %,2  ^2^  +  0^3,3  xf) 

0  -=  xf  (a,,i  xf  +  «1,2  xf  +  «1,3  xf)  +  xf  («,,1  xf  +  «2,,  xf  +  «2,3  xf) 

+  xf  («3,1  xf  +  «3,2  xf  +  «3,3  xf) 

0  =  xf  («1,1  xf  +  «1,2  4'^  +  ^1,3  xf)  +  4'^  (0^2,1  ^i^^  +  0^2,2  ^^^^  +  «2,3  4^^) 

— [-  3^3   («3,1  Xi      -f-   «3,2  i^2    \~   %,8  %  )• 

Constat  enim  aequatione  prima  conditionem  exprimi  ut  punctum  1 
in  linea  polari  puncti  2  vel  punctum  2  in  linea  polari  puncti  1  situm  sit 
respectu  curvae  secundi  ordinis,  quae  analytice  repraesentatur  aequatione: 

0  =  ^1  («1,1  Xi  +  «1,2  X.2  +  «1,3  x^  +  x^  («2,1  x^  -\-  «2,2  ^2  +  0^2,3  ^3) 

+  x^  («3^1  x^  +  «3,2  0^2  +  ^3.3  ^3) 

in  qua  rursus  -^5  -^  coordinatas  orthogonales  designant. 

Unde  haud  difficile  est  animadversu  aequationes  illas  tres  conditiones 
continere,  ut  puncta  1  2  3  ita  inter  se  conjugata  sint,  ut  linea  polaris 
cujuslibet  eorum  reliqua  tangat.  Proposita  igitur  curva  aliqua  secundi 
ordinis  bina  puncta,  quorum  alterum  in  linea  polari  alterius  situm  est, 
puncta   respectu   curvae   propositae   conjugata   et   terna   puncta,    quorum 
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quodque  polus  est  lineae  per  duo  reliqua  ductae,  systema  punctorum 
respectu  curvae  propositae  conjugatorum  in  sequentibus  appellabo. 

Eodem  modo  aequatione  (6),    quae  positis  loco  p^  q  valoribus   12  3 
diversis  suppeditat  has  aequationes: 

0  =  4^)  (ai,i  xf^  +  ^1,2  o(f  -f  a,,3  xf)  +  xf  (a,,i  xf  +  a^,,  xf  +  a,,3  af) 

-j-  X^     (^3,1  ^1  l      %,2  ^2      H~  ^3,3  %   j 

0  =  a:f)  (^,,1  :cf>  +  a,,2  4''  +  «1,3  Ocf)  +  4''  («2,1  <'  +  «2,2  a^r*  +  «2,3  4") 

—      Xq     (  CIq  1  i^i  j      Q o  2  »^2         1         3  3      3   / 

0  =  a;f  (a,,  4''  +  «1,2  4'*  +  «1.3  ^f )  +  4''  Kl  4*'  +  «2',2  4**  +  «'2!:3  4*^) 

"T"  ^3     (%,1  ^1  l      ^3,2  ^2      "T"   %,3  ^3   jj 

conditiones  exprimi  intelligimus  ut  puncta  4  5  6  respectu  ejusdem  curvae 
ac  puncta  12  3  systema  punctorum  conjugatorum  constituant.  Cum  uno 
secundum  theorema   1.  aequationis: 

0  =  h,^,  XI  +  62,2^2  +  hs^l  +  2  62,3^2^3  +  2  63,1  X3X,  +  2  b,^,X,  X, 

coefficientes    &i,i&2,2----    semper    ita    determinari    liceat    ut    coordinatae 

X        X 

punctorum   1  2  ....  6  pro  -^,  ^^    substitutae  aequationi  satisfaciant,  per 

sex  puncta,  quae  consideramus,  curva  quaedam  secundi  ordinis  duci  potest. 
Unde  hoc  fluit  theorema: 

Theorema  2. 

Proposita  curva    aliqua    secundi    ordinis    bina  systemata    quaecunque 
punctorum  respectu  ejus  conjugatorum  in  alia  curva  secundi  ordinis  sita  sunt. 


Hie  quaestio  praetermittenda  non  videtur  num  vice  versa  sex  puncta 
in  curva  aliqua  s.  o.  ex  arbitrio  sumta  tanquam  duo  systemata  punc- 
torum respectu  alius  curvae  s.  o.  conjugatorum  considerari  liceat.     E'acta 

u  _  1)  (^  _  2) 
in    (3),    (6)    coefficientium    a^^x    eliminatione ,    ut    vidimus, ^ 

aequationes  conditionales  prodeunt;  hoc  igitur  casu,  quo  w  =  3  ponitur, 
unica  aequatio  inter  coordinatas  intercedit.  Unde  sequitur  si  e  duobus 
systematis  punctorum  respectu  alicujus  curvae  s.  o.  conjugatorum  quinque 
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ad  arbitrium  ponantur,  sextum  in  curva  quadam  ex  arbitrio  sumi  posse, 
quam  curvam  per  secundum  theorema  eam  secundi  ordinis  esse  videmus, 
quae  per  quinque  illa  puncta  ex  arbitrio  sumta  determinatur. 

Simulac  vero  sex  puncta  1  2  ...  6  ita  determinata  sunt,  ut  pro 
duobus  systematis  curvae  alicujus  s.  o.  habere  liceatj  curva  ipsa  prorsus 
determinata  est,  quod  coefficientium  a^^i^  quos  aequatio  curvam  analytice 
repraesentans  continet ,  determinandorum  numerus  aequationum  condi- 
tionalium  numero  superatur.     Unde  habetur: 

Theorema  3. 

Quaelibet  sex  puncta  in  curva  aliqua  secundi  ordinis  sita  et  quo- 
libet  modo  in  duo  systemata  trium  punctorum  divisa,  duo  sunt  systemata 
punctorum  respectu  curvae  cujusdam  alius  secundi  ordinis  conjugatorum. 

Sed  cum  sex  puncta  decem  rationibus  in  duo  systemata  trium  punc- 
torum dividi  possint,  decem  curvae  s.  o.  diversae  exstant,  quarum  cuique 
sex  illa  puncta  duo  sunt  systemata  punctorum  conjugatorum. 

Igitur  si  spectamus  theorema  antecedens,  facile  intelligitur  prob- 
lema:  datis  e  duobus  systematis  punctorum  conjugatorum  quinque  punctis 
sextum  punctum  invenire  cum  problemate:  datis  quinque  punctis  curvae 
alicujus  s.  o.  sextum  aliquod  punctum  in  eadem  curva  positum  invenire, 
prorsus  congruere. 


Vidimus  supra  proposita  curva  aliqua  s.  o.  f  [x^  x^  x^  =  0 ,  ut 
puncta  ^,  q  respectu  ejus  conjugata  sint,  inter  coordinatas  eorum  aequa- 
tionem  respectu  coefficientium  expressionis  f{Xi  x^  x^  linearem  locum  habere : 

Igitur  quot  paria  punctorum  conjugatorum  consideramus  tot  hujus- 
modi  aequationes  habemus.  Cum  vero  expressio /"  (^Tj  0^2  ^s)  quinque  coef- 
ficientes  contineat,  quinque  paribus  punctorum  conjugatorum  datis  curva 
ipsa  determinata  erit.  Quare  proponere  licet  problema:  datis  quinque 
paribus  punctorum  respectu  alicujus  curvae  s.  o.  conjugatorum  curvam 
construere.     Si  vero  quatuor  tantum    paria    punctorum    respectu  alicujus 


2.    De  octo  punctis  intersectionis  etc.  33 

curvae  s.  o.  data  sunt,  inter  quinque  coefficientes  aequationis  curvae  quatuor 
aequationes  lineares  locum  habent;  quarura  ope  ex  uno  coefficiente  reliqui 
lineariter  determinari  possunt.  Sit  l  coefficiens,  quo  reliqui  lineariter 
determinantur.     Quo  facto  curvae  aequatio  formam  induet: 

designantibus  cp  et  ii^^  functiones  s.  o.,  quarum  coefficientes  e  coordinatis 
punctorum  datorum  compositi  sunt. 

Hac  igitur  aequatione  l  pro  arbitrio  sumto  omnes  curvae  repraesen- 
tantur,  quibus  quatuor  paria  data  punctorum  conjugatorum  sunt.  Cum 
vero,  quicunque  sit  valor  ipsius  l  aequationi  quatuor  punctorum  coordi- 
natae  satisfaciant,  in  quibus  curvae  ^  =  0  et  <//  =  0  concurrunt,  omnes 
curvae  s.  o.  quibus  sunt  quatuor  paria  punctorum  conjugatorum  data,  in 
quatuor  punctis  concurrunt.  Sese  offert  igitur  nobis  alterum  problema, 
dignum  quod  suscipiatur:  quatuor  puncta  intersectionis  omnium  curvarum 
s.  o.  invenire,  quae  quaelibet  quatuor  paria  punctorum  respectu  earum 
conjugatorum  data  habeant. 

Proposita  curva  aliqua  s.  o.  quodlibet  systema  punctorum  respectu 
ejus  conjugatorum  vice  trium  parium  punctorum  conjugatorum  fungitur. 
Quare  curva  ipsa  cum  dato  quolibet  systemate  punctorum  conjugatorum 
datisque  duobus  quibuslibet  paribus  punctorum  conjugatorum,  tum  duobus 
quibuslibet  systematis  punctorum  conjugatorum  in  curva  aliqua  s.  o.  sitis 
determinata  erit.  Si  vero  e  duobus  systematis  punctorum  respectu  curvae 
alicujus  s.  o.  conjugatorum  quinque  puncta  data  sunt,  hoc  modo  quatuor 
tantum  puncta  in  illa  curva  sita  determinata  erunt. 

9. 

Jam  legem  reciprocitatis ,  quoad  ejus  usum  faciam,  paucis  verbis 
adumbrem,  cujus  ope  ex  antecedentibus  alia  theoremata  sine  magno 
negotio  fluunt,  quas  commemorandas  existimaverim.  Haec  lex  ea  re 
nititur  quod,  curva  aliqua  s.  o.  proposita,  quae  directrix  appelletur,  si 
puncta  quaedam  in  linea  recta  sita  sunt  eorum  lineae  polares  in  polo 
illius  lineae  concurrunt  et  si  lineae  quaedam  in  uno  puncto  concurrunt 
earum    poli  in    linea    polari   illius    puncti    siti  sunt.     Unde   elucet  cuique 

Hesse's  Werke.  ^ 
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theoremati,  quod  docet  quasdam  lineas  in  uno  puncto  concurrere  aut 
quaedam  puncta  in  linea  recta  sita  esse,  alterum  theorema  respondere, 
quod  vice  versa  enuntiet,  quaedam  puncta  in  linea  recta  sita  esse,  aut 
quasdam  lineas  in  uno  puncto  concurrere,  ita  ut  cuique  lineae  alterius 
quoddam  punctum  alterius  theorematis  respondeat. 

Sic  porro  cuique  puncto  in  curva  aliqua  s.  o.  sito  linea  aliam  cur- 
vam  s.  o.  tangens  et  cuique  lineae  curvam  ■  priorem  tangenti  punctum  in 
posteriori  situm  respondet.  Talium  curvarum  alteram  alterius  curvam 
respectu  directricis  propositae  polarem  vocabimus.  Proposita  curva  aliqua 
s.  o.  binas  lineas,  quarum  altera  ducta  est  per  polum  alterius  respectu 
carvae  propositae  conjugatas  appellare  convenit,  cum  respondeant  binis 
punctis  respectu  curvae  polaris  conjugatis.  Denique  ternae  lineae,  quarum 
quaeque  linea  est  polaris  puncti,  in  quo  coeunt  duae  reliquae,  systema 
linearum  respectu  curvae  propositae  conjugatarum  constituant,  quippe  quod 
systemati  punctorum  respectu  curvae  polaris  conjugatorum  respondeat. 

His  praemissis  theoremata  adjiciamus  legis  reciprocitatis  ope  e  theo- 
rematis 2.,   3.  sequentia: 

Theorema  4. 

Proposita  curva  aliqua  secundi  ordinis  bina  systemata  quaecunque 
linearum  respectu  ejus  conjugatarum  aliam  secundi  ordinis  curvam  tangunt. 

Theorema  5. 

Latera  duorum  triangulorum  curvae  alicui  secundi  ordinis  circum- 
scriptorum  pro  duobus  systematis  linearum  respectu  alius  cujusdam  curvae 
secundi  ordinis  conjugatarum  habere  licet. 

Eadem  ratione  e  §  8  sequitur:  datis  quinque  paribus  linearum 
respectu  curvae  alicujus  s.  o.  conjugatarum  curvam  ipsam  determinatam 
esse:  omnes  curvas  s.  o.,  quae  eadem  quatuor  paria  linearum  conjugata- 
rum data  habeant,  quibusdam  quatuor  lineis  simul  tangi.  Cum  vero 
systema  linearum  respectu  curvae  alicujus  s.  o.  conjugatarum  pro  tribus 
paribus  linearum  respectu  ejus  conjugatarum  habere  liceat,  duo  systemata 
data  linearum  respectu  curvae  alicujus  s.  o.  conjugatarum,  quae,  ut  supra 
intelleximus ,  curva  aliqua  s.  o.  tangantur  necesse  est,  curvam  ipsam 
determinabunt.     Si  vero    e    duobus   systematis   linearum    respectu    curvae 
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alicujus  s.  o.  conjugatarum  quinque  lineae  datae  sunt  ea  ratione  quatuor 
tantum  lineae  eam  curvam  tangentes  determinatae  erunt. 

Denique  respicientibus  nobis  ad  definitionem  systematis  linearum 
respectu  curvae  alicujus  s.  o.  conjugatarum  observare  licet,  puncta  tria, 
in  quibus  binae  earum  linearum  concurrant,  systema  punctorum  respectu 
ejus  curvae  conjugatorum  constituere.  Quare  ex  antecedentibus  hoc  fluit 
theorema  notum: 

Theorem a  6. 

Quaelibet  triangula  duo  curvae  alicui  secundi  ordinis  inscripta,  alii 
curvae  secundi  ordinis  circumscripta  et  vice  versa  quaelibet  triangula  duo 
curvae  alicui  secundi  ordinis  circumscripta  alii  curvae  secundi  ordinig 
inscripta  esse. 

10. 

Revertamur  ad  theorema  1.  posito  n  =  A  geometrice  interpretan- 
dum.      Quo    consilio    coordinatae    punctorum    aliquorum    p,    q    vocentur 

xip)        ^(P)        x^P^        x^^^        x^^^        x^^^ 

drt'    W'    ^'    W'    ^'    "i'    "1"^®    ^^""""'^   directionibus   sibi   invicem 

4  4  4  4  4  4 

normalibus  sunt  parallelae.  Quae  coordinatae  si  satisfaciant  aequationi  (3) 
puncta  determinant,  quorum  alterum  in  piano  polari  alterius  situm  sit 
respectu  superficiei  secundi  ordinis  aequatione  ^ a^^xx^xx  =  0  repraesen- 

y.,X 

tatae.  Quo  apparet  aequationibus  sex,  quas  aequatio  (3)  positis  pro  p^  q 
valoribus  12  3  4  diversis  praebeat,  conditiones  exprimi  ut  puncta  12  3  4 
ita  conjugata  sint  ut  planum  polare  cujuslibet  eorum  reliqua  tangat. 
Proposita  aliqua  superficie  s.  o.  bina  puncta,  quorum  alterum  in  piano 
polari  alterius  situm  est,  puncta  respectu  superficiei  propositae  conjugata 
et  quaterna  puncta,  quorum  quodque  est  polus  plani  per  tria  reliqua 
ducti  in  sequentibus  puncta  respectu  superficiei  propositae  conjugata 
vocabimus.  Igitur  positis  pro  p,  q  valoribus  12  3  4  diversis  aequatio  (6) 
suppeditat  sex  relationes  quibus  satisfieri  necesse  est,  ut  puncta  5  6  7  8 
conjugata  sint  respectu  ejusdem  superficiei  ac  puncta  12  3  4.  His  vero 
conditionibus  cum  theorema  (1)  doceat  omnibus  aequationibus  homogeneis 
s.  o.  variabilium  Xj  X^  X^  Z^,   quibus  coordinatae   1  2  ....  7  pro  variabi- 
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libus  substitutae  satisfaciant,  etiam  octavi  puncti  8  coordinatas  satisfacere, 
hac  ex  re  concludere  licet,  omnes  superficies  per  Septem  puncta  1  2  ....  7 
ductas  etiam  per  octavum  punctum  transire.     Unde  fiuit  theorema: 

Theorema  7. 

Proposita  superficie  aliqua  secundi  ordinis  bina  systemata  punc- 
torum  respectu  ejus  conjugatorum  ita  inter  se  disposita  sunt,  ut  omnes 
superficies  secundi  ordinis  per  Septem  eorum  ductae  etiam  per  reliquum 
punctum  transeant. 

Quod  theorema,  cum  quaelibet  tres  superficies  s.  o.  octo  puncta 
communia  habeant,  et  per  Septem  puncta  innumerabiles  superficies  non 
eadem  curva  intersectionis  gaudentes  duci  possint,  sie  quoque  enuntiare  licet: 

Proposita  superficie  aliqua  secundi  ordinis  bina  systemata  puncto- 
rum  respectu  ejus  conjugatorum  considerari  possunt  tanquam  octo  puncta 
intersectionis  trium  aliarum  superficierum  quarundam  secundi  ordinis  non 
eadem  curva  intersectionis  gaudentium. 


11. 

Vidimus    supra    facta    e    (3),    (6)    coefficientium    a^^^x    eliminatione 

^ aequationes  conditionales  relinqui.      Si  igitur  n  =  4:  ponatur 

tribus  aequationibus  coordinatae  octo  punctorum  1  2  3  ....  8  satisfaciant 
necesse  est,  ut  tanquam  duo  systemata  punctorum  conjugatorum  respectu 
alicujus  superficie!  s.  o.  haberi  possint.  Unde  sequitur  Septem  ex  iis  ad 
arbitrium  sumi  posse,  octavum  inde  determinatum  esse.  Notasse  hie  juva- 
bit  cum  aequationes  (3),  (6)  novem  aequationes,  quibus  octavi  puncti 
coordinatae  desint,  et  tres  aequationes  respectu  coordinatarum  octavi 
puncti  lineares  complectantur,  priores  ad  coefficientes  a^^i  determinan- 
das  suppeditare,  quibus  factis  posteriores  in  coordinatis  octavi  puncti 
lineariter  determinandis  succurrere.  Igitur  si  e  duobus  systematis  punc- 
torum respectu  superficiei  cujusdam  s.  o.  conjugatorum  Septem  puncta 
data  sunt  cum  superficies  ipsa  determinata  erit,  quia  coefficientes  a^^^i 
aequationis  ^ a^^ix^^xi  =  ^  eam  repraesentantis  coordinatis  punctorum 
datorum  exprimere  possumus,  tum  octavum  punctum  duorum  systematum. 
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Cum  vero   illa    Septem    puncta  ad  arbitrium    ponere   liceat  e  theoremate 
antecedente  sequitur  theorema  notum: 

Theorema  8. 

Omnes   superficies   secundi    ordinis    per    septem    puncta    ex    arbitrio 
posita  ductae  octavum  punctum  quoddam  illis  determinatum  tangunt. 
Adjicio  alterum  theorema  antecedentibus  probatum: 

Theorema  9. 

Quaelibet  superficies  tres  secundi  ordinis  non  eadem  curva  inter- 
sectionis gaudentes  in  octo  punctis  se  invicem  secant,  quae  tanquam  duo 
systemata  punctorum  respectu  alius  cujusdam  super ficiei  secundi  ordinis 
conjugatorum  considerari  licet. 

Adnotandum  vero  hie  videtur,  cum  octo  puncta  35  modis  in  duo 
systemata  quatuor  punctorum  dirimi  possint,  35  superficies  s.  o.  diversas 
exstare,  quarum  cuique  puncta  octo  intersectionis  trium  superficierum 
s.  o.  datarum  duo  sint  systemata  punctorum  conjugatorum. 

Jam  si  respicimus  ad  theoremata  antecedentia  dubium  non  relin- 
quitur,  quin  problema:  e  duobus  systematis  punctorum  conjugatorum 
respectu  superficiei  alicujus  secundi  ordinis  datis  septem  punctis  octavum 
punctum  invenire,  cum  problemate:  datis  septem  punctis  intersectionis 
trium  superficierum  secundi  ordinis  octavum  punctum  intersectionis  in- 
venire, prorsus  congruat. 

12. 

Proposita  superficie  aliqua  s.  o. ,  ut  duo  puncta  respectu  ejus  con- 
jugata  sint,  inter  coordinatas  eorum  unica  aequatio  respectu  coefficien- 
tium  aequationis  superficiei  linearis  locum  habere  debet.  Quare  cum 
aequatio  superficiei  s.  o.  novem  coefficientes  contineat,  ad  determinandam 
superficiem  novem  paria  punctorum  respectu  ejus  conjugatorum  data  esse 
necesse  est.  Igitur  octo  paria  punctorum  conjugatorum  data  superficiem 
non  prorsus  determinabunt ,  sed  curvam  solum  intersectionis  omnibus 
superficiebus  s.  o.  communem,  quae  datis  octo  paribus  punctorum  con- 
jugatorum gaudent.     Cum  enim   inter  coefficientes  aequationis  superficiei 
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octo  aequationes  valeant,  earum  ope  ex  uno  coefficiente  reliqui  lineariter 
detenninari  possunt.  Si  igitur  per  l  coefficiens  designatur,  quo  reliqui 
lineariter  determinantur,  aequatio  superficiei  formam  induit: 

designantibus  (p  et  ip  functiones  s.  o.,  quarum  coefficientes  e  coordinatis 
punctorum  datorum  corapositi  sunt.  Quae  aequatio,  l  ad  arbitrium  sumto, 
cum  repraesentet  omnes  superficies  octo  paribus  punctorum  conjugatorum 
gaudentes  et  ei  omnium  punctorum  coordinatae  satisfaciant,  quae  aequa- 
tionibus  cp  =  0  et  yj  =  0  simul  satisfaciunt,  omnes  illae  superficies 
eandem  curvam  intersectionis  habebunt.  Systema  punctorum  respectu 
curvae  alicujus  conjugatorum  vice  sex  parium  punctorum  conjugatorum 
fungitur.  Quare  omnibus  superficiebus  dato  systemate  datisque  duobus 
paribus  punctorum  conjugatorum  gaudentibus  eadem  est  curva  intersectionis. 
Simili  modo  probatur  omnes  superficies,  quae  Septem  paria  punc- 
torum respectu  earum  conjugatorum  data  vel  unum  systema  et  unum 
par  punctorum  conjugatorum  datum  habeant,  in  octo  punctis  coire. 
Nam  si  aequationum  septem  conditionalium  ope  e  duobus  coefficientibus 
/,  ii  reliqui  determinantur,  hac  ratione  aequatio  superficiei  in  formam 
redigitur  hanc: 

99  (Xi  X2  Xs  x^)  -j-  l  ijJ  (^1  X.2  ^3  x^  +  ,a  X  (^1  ^2  ^3  ^4)  =  0. 

Qua  aequatione,  cum  coefficientes,  quos  continent  functiones  f/),  xp^  x^ 
coordinatis  punctorum  datorum  determinati  sint,  ^,  /j.  pro  arbitrio  sumtis, 
omnes  superficies  repraesentantur,  quae  in  iisdem  octo  punctis  coeunt. 

Lex  reciprocitatis ,  quam  adhuc  usque  ad  theoremata  adhibuimus, 
quae  ad  figuras  in  eodem  tantum  piano  sitas  pertinent,  idonea  est,  quae 
dilatetur  ad  figuras  in  spatio  quolibet  modo  sitas.  Omnia  enim  quae  in 
§  9  de  punctis,  lineis,  curvis  in  eodem  piano  sitis  breviter  sunt  exposita 
ad  puncta  in  spatio  sita,  plana,  superficies  transferri  licet.  Notum  enim 
est  omnium  punctorum  in  piano  aliquo  sitorum  plana  polaria  respectu 
superficiei  s.  o.  ad  arbitrium  sumtae,  cui  nomen  tribuatur  directricis,  in 
polo  illius  plani  coire,  et  omnium  planorum  in  uno  puncto  concurren- 
tium  polos  in  piano  polari  illius  puncti  sitos  esse.  Si  porro  punctum  in 
superficie  aliqua  s.  o.  movetur,  ejus  planum  respectu  directricis  polare 
aliam   superficiem  s.  o.  tangit,    in  qua  siti   sunt   poli   omnium   planorum 
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superficiem  priorem  tangentium.  Talium  superficierum  altera  alterius 
superficiei  respectu  directricis  polaris  vocetur.  Hae  superficies  porro  ea 
proprietate  sunt,  ut  si  binorum  punctorum  respectu  alterius  superficiei 
conjugatorum  plana  respectu  directricis  polaria  ducantur,  horum  planorum 
respectu  alterius  superficiei  alterum  ductum  sit  per  polum  alterius  et  si 
systematis  alicujus  punctorum  respectu  alterius  superficiei  conjugatorum 
plana  respectu  directricis  polaria  ducantur,  terna  eorum  respectu  alterius 
superficiei  in  polo  reliqui  concurrant.  Quare  proposita  superficie  aliqua 
s.  o.  bina  plana,  quorum  alterum  ductum  est  per  polum  alterius  plana 
respectu  superficiei  propositae  conjugata  et  quaterna  plana,  quorum  quod- 
que  est  planum  polare  puncti,  in  quo  tria  reliqua  concurrunt  systema 
planorum  respectu  superficiei  propositae  conjugatorum  appellabo. 

Haec  breviter  exposita  sufficiunt  ad  theoremata  sequentia  e  theo- 
rematis  (7),  (8),  (9)  eruenda: 

Theorem  a   10. 

Proposita  superficie  aliqua  s.  o.  bina  systemata  planorum  respectu  ejus 
conjugatorum  ita  inter  se  disposita  sunt,  ut  omnes  superficies  secundi 
ordinis,  quaecunque  Septem  eorum  tangant,  etiam  octavum  planum  tangunt. 

Cum  vero  quaelibet  tres  superficies  s.  o.  octo  communia  plana  tan- 
gentia  habeant  et  innumerabiles  superficies  Septem  plana  data  tangentes 
exstent,  quae  octo  planis  neque  aliis  simul  tanguntur,  theorema  propo- 
situm  sie  quoque  enuntiare  licet: 

Proposita  superficie  aliqua  secundi  ordinis  bina  systemata  planorum 
respectu  ejus  conjugatorum  considerari  possunt  tanquam  octo  plana  tan- 
gentia  tribus  superficiebus  quibusdam  communia,  quae  non  alio  piano 
simul  tanguntur. 

Theorema   11. 

Omnes  superficies  secundi  ordinis,  quae  septem  plana  ex  arbitrio  posita 
tangunt,    quoddam  octavum  quoque    planum   illis  determinatum  tangunt. 

Theorema   12. 

Octo  plana  tangentia  tribus  quibuslibet  superficiebus  secundi  ordinis 
communia,    quae   non   aliis    planis    simul   tanguntur,    considerari   possunt 
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ut  duo  systemata  punctorum  respectu  alius  cujusdam  superficiei  secundi 
ordinis  conjugatorum. 

Notatu  hie  dignum  est,  eum  oeto  plana  35  modis  in  duo  systemata 
quatuor  planorum  dirimi  possint,  35  superficies  exstare  quarum  cuique, 
datis  tribus  superficiebus  s.  o.  non  plus  quam  octo  plana  tangentia  com- 
munia  habentibus,  octo  plana  tangentia  duo  sint  systemata  planorum 
conjugatorum. 

Deinde  e  §  12  legis  reciprocitatis  ope  apparet:  datis  novem  paribus 
planorum  respectu  superficiei  alicujus  s.  o.  conjugatorum,  vel  e  duobus 
systematis  planorum  respectu  superficiei  alicujus  s.  o.  conjugatorum  datis 
Septem  planis  superficiem  ipsam  determinatam  esse:  omnes  superficies 
s.  o.  iisdem  octo  paribus  planorum  conjugatorum  vel  uno  systemate  et 
duobus  paribus  planorum  respectu  earum  conjugatorum  datis  gaudentes 
Omnibus  planis  tangi,  quae  earum  quaslibet  duas  simul  tangant:  omnes 
superficies  s.  o.  Septem  paribus  planorum  conjugatorum  vel  uno  syste- 
mate et  uno  pari  planorum  respectu  earum  conjugatorum  dato  gaudentes 
octo  planis  simul  tangi. 

Denique  theorema  adjicio,  quod  ex  antecedentibus  facile  fluit  simulac 
cognitum  est  quatuor  plana,  quae  ducta  sint  per  terna  puncta  systematis 
alicujus  punctorum  respectu  superficiei  alicujus  s.  o.  conjugatorum,  systema 
planorum  respectu  ejusdem  superficiei  conjugatorum  constituere,  et  qua- 
tuor puncta,  in  quibus  terna  plana  systematis  planorum  respectu  super- 
ficiei alicujus  s.  o.  conjugatorum  concurrant,  systema  punctorum  respectu 
ejusdem  superficiei  conjugatorum  efficere. 

Theorema   13. 

Duo  tetraedra  tribus  superficiebus  secundi  ordinis  non  eadem  curva 
intersectionis  gaudentibus  simul  inscripta  tribus  aliis  superficiebus  secundi 
ordinis  simul  circumscripta  sunt,  quae  non  plus  quam  octo  plana  tangen- 
tia communia  habent,  et  vice  versa:  duo  tetraedra  tribus  superficiebus 
secundi  ordinis,  quae  non  plus  quam  octo  plana  tangentia  habent,  simul 
circumscripta  tribus  aliis  superficiebus  secundi  ordinis  non  eadem  curva 
intersectionis  gaudentibus  simul  inscripta  sunt. 
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SECTIO  ALTERA. 

Solvuntur  quaedam  problemata  in  sectione  antecedente  commemorata. 

14. 

Juvat  theoremata  (2),  (3)  geometricis  quoque  considerationibus  probare. 
Quod  cum  lemmatis  cujusdam  ope  assecuturi  simus,  cujus  usus  in  sequen- 
tibus  erit  frequenS;    inprimis  id    lemma  ad  demonstrandum    proponamus: 

Lemma. 

Si  in  quadrilatero  aliquo  completo,  cujus  diagonales  tres  sunt  aa\ 
b  h\  c  c\  puncta  aa  et  b  b'  pro  curva  quadam  secundi  ordinis  duo  paria 
punctorum  conjugatorum  constituunt,  etiam  puncta  cc  puncta  respectu 
ejus  curvae  sunt  conjugata. 

Notum  enim  est  proposita  curva  aliqua  s.  o.  si  per  puncta  respectu 
ejus  conjugata  linea  ducatur,  hanc  lineam  curvae  duobus  punctis  occurrere, 
quae  cum  prioribus  quatuor  puncta  harmonica 
constituant  Igitur  si  (Fig.  1)  puncta,  in  quibus 
diagonales  tres  curvam  secant,  vocamus  AÄ^ 
BB\  CG'  et  aa  A Ä  et  b  b' BB'  puncta  harmo- 
nica sunt,  lemma  demonstratum  erit  simulac 
puncta  c  c  GC'  harmonica  esse  ostenderimus.  Licet 
vero  figuram  1  pro  projectione  centrali  alius 
figurae  2  habere,  in  qua  curva  secundi  ordinis 
circulus  et  linea  per  puncta  a  b'  c  ducta  in 
infinito  posita  sit.-^)     Qua  in  figura,  cum  punctis  ^^^'  ^* 

figurae  1  respondentibus  eadem  signa  tributa  sint,  lineae  AÄ  bc; 
BB'  ac\  GG'  ab  parallelae  reperiuntur.  Porro  cum  notum  sit  puncta 
harmonica  in   projectione    centrali    harmonica    manere,    utrasque  chordas 


1)  Poncelet.    Traite  des  proprietes  projectives  etc.  pag.  54. 
Hesse's  Werke. 
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ää'  et   BB'  linea   ab    in    duas    partes    inter    se    aequales    secat    et,    ut 

puncta   CG  CG'    in   figura    1    harmonica   sint,    chordam    CO'   in    figura    2 

puncto  c  in  duas  partes  inter  se  aequales 
dividi  necesse  est.  Restat  igitur  ut  demon- 
stremus  chordam  CG'  puncto  c  bifariara 
dividi,  vel  perpendiculares  tres  in  chordis 
AÄ^  BB\  CG'  erectas  per  puncta  a^  b^  c 
ductas  in  uno  puncto  convenire.  Sed  hae 
lineae  ab  angulis  trianguli  a  6  c  ad  latera 
opposita  perpendiculariter  ductae  sunt.  Igitur 
in  uno  puncto  concurrunt. 

Ex  hoc  lemmate  legis  reciprocitatis  ope 
sequitur : 

Proposito    quadrilatero    aliquo    si    latera 
opposita  duo    paria   linearum    respectu   cur- 

vae  alicujus    secundi    ordinis    conjugatarum    constituant    etiam    diagonales 

lineas  respectu  ejusdem  cur  vae  conjugatas  esse. 


Fig.  2. 


15. 

Lemma    propositum    et    theorema    de    hexogrammate    curvae    alicui 

s.  o.    inscripto    a    Pascale    litteris    mandatum    et   theorema    hocce:    duo 

quaelibet  systemata  punctorum  respectu  curvae  alicujus  s.  o.  conjugatorum 

curvae  cuidam   alii  s.  o.  inscripta  esse  et  vice   versa  quaelibet  sex  puncta 

in  curva  aliqua  s.  o.  sita  pro  duobus 
systematis  punctorum  respectu  cujusdam 
curvae  alius  s.  o.  haberi  posse,  ea  ratione 
inter  se  nexa  sunt  ut  ex  eorum  binis  reli- 
quum  facile  sequatur.  Sint  enim  (Fig.  3) 
ab  c\  d  b'  c  duo  systemata  punctorum 
respectu  curvae  alicujus  s.  o.  conjuga- 
torum. Cum  punctum  ^',  in  quo  lineae 
ac  (puncti  b  polari)  linea  b'  c  occurrit  et  b  puncta  sint  conjugata,  cum  porro 
punctum  ^,  in  quo  d  c  (puncti  d  polaris)  et  6  c  coeunt,  et  b'  puncta  sint  con- 
jugata;  secundum  lemma  propositum  puncta  P  et  P\  in  quibus  concurrunt 
lineae  6  c,  b'  c  et  bb\  pp  conjugata  erunt.    Igitur  puncti  P  polaris  per  P' 


Fiff.  3. 
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transibit.  Puiictum  P  vero  situm  est  in  utraque  linea  &  c  et  h'  c\  quare 
linea  aa  earum  polos  jungens  puncti  P  polaris  erit  et  hac  ex  causa  punc- 
tum P'  tanget.  Igitur  lineae  tres  aa\  hb\  pp  in  uno  puncto  concurrant 
necesse  est.  Quod  sie  quoque  enuntiari  licet:  latera  hexsigom  a  a  c  b' b  c 
opposita  in  tribus  punctis  concurrere,  quae  in  linea  recta  reperiantur. 
Unde  theorematis  Pascalis  ope  sequitur  altera  pars  theorematis  supra 
propositi,  hexagonum  illud  curvae  alicui  s.  o.  inscriptura   esse. 

Si  vero  ad  alteram  partem  illius  theorematis  demonstrandam  statui- 
mus  hexagonum  a  a  c  b' b  c  curvae  alicui  s.  o.  inscriptum  esse  e  theo- 
remate  Pascalis  sequitur  lineas  a  a',  bb\  p p  in  uno  puncto  concurrere. 
Cum  vero  curva  aliqua  s.  o.  quinque  paribus  punctorum  conjugatorum 
determinetur,  puncta  ab  c  pro  systemate  punctorum  conjugatorum  et  &'c' 
et  b' p  pro  duobus  paribus  punctorum  conjugatorum  respectu  curvae  ali- 
cujus  s.  o.  considerare  possumus.  Haec  curva  gaudet  punctis  PP'  con- 
jugatis  quia  bp  et  V p  puncta  conjugata  sunt.  Quare  linea  P'  a  puncti 
P  polaris  erit.  Praeterea  linea  p  c  puncti  b'  polaris  erit  quia  V p  et  b'  c 
puncta  conjugata  sunt.  Unde  sequitur  punctum  a  in  quo  coeant  lineae 
P'  a  et  p  c  lineae  V  c  polum  esse.  Igitur  etiam  puncta  a  b'  c  systema 
punctorum  respectu  ejus  curvae  conjugatorum  constituunt,  cui  alter  um 
systema  ab  c  punctorum  conjugatorum  esse  supposuimus. 

Hujus  theorematis  et  lemmatis  ope  theo- 
rema  Pascalis  hac  ratione  probatur.  Sit 
a  a  c  b'  b  c  hexagonum  quodlibet  curvae  alicui 
s.  o.  inscriptum.  Cum  puncta  a  &  c,  a  &'c' pro 
duobus  systematis  punctorum  respectu  curvae 
cujusdam  s.  o.  conjugatorum  habere  liceat,  ita 
inter  se  disposita  sunt,  quod  lemmatis  ope 
antea  demonstravimus,  ut  hexagoni  latera  oppo- 
sita in  tribus  punctis  concurrant,  quae  in  recta 
linea  sita  sint. 

Denique  restat  ut  lemma  demonstretur. 
Proposita  curva  aliqua  s.  o.  a  &  et  d  b'  (Fig.  4) 
duo  paria  sint  punctorum  respectu  ejus  con- 
jugatorum. Si  puncta,  in  quibus  lineae  aa, 
bb'  et  ab\  ab'  concurrunt  per  P^  et  P^  designamus  lemma  probatum  erit, 

6* 
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simulac  puncta  P^  P^  conjugata  esse  ostenderimus.  Quo  consilio  suppona- 
mus  c  et  c  polos  esse  linearum  ah  Qt  a  h\  Quibus  statutis  puncta  a  &  c, 
a  y  c  duo  systemata  punctorum  respectu  curvae  propositae  conjugatorum 
erunt.  Qua  ex  causa  latera  hexagoni  h'  a  ch  d  c  in  tribus  punctis  Pg  P3  P^ 
concurrunt  in  linea  recta  sitis.  Cum  vero  punctum  P^  polus  sit  lineae  per 
P3  P4  ductae   puncta  P^  P^  conjugata  erunt  respectu   curvae  propositae. 

16. 
Problema   1. 

Dato  systemate  ah  c  punctorum  respectu  cujusdam  secundi  ordinis 
curvae  conjugatorum  datisque  duobus  paribus  d'  A^  h"  B  punctorum 
respectu  ejus  conjugatorum  punctorum  d\  h"  lineas  polares  invenire. 

Ducantur  (Fig.  5)  lineae  a  d'  et  h  h"  in  p  coeuntes.  Inde  ducantur 
lineae  p  Ä  et  p  B  lineis  h  c  et  ac  in  a  et  ß  occurrentes  et  ß  b'\  b  B, 
a  d\  a  A  lineis  jungantur,  quarum  priores  in  ß\  posteriores  in  d  con- 
currant.  Denique  linea  aß'  ducatur  lineae  ac  in  ß'\  lineae  &  c  in  d' 
occurrens  et  jungantur  B  ß''  et  A  d\  Quibus  factis  B  ß''  ipsius  d\  A  d' 
ipsius  d'  erit  linea  polaris.  Nam  si  lineas  h  ß^  h"  B  tanquam  quadrilateri 
completi  diagonales  contemplemur,  tertia  ejus  diagonalis  p  ß'  erit,  et  cum 
& /i,  h"  B  duo  paria  sint  punctorum  conjugatorum,  secundum  lemma  etiam 
p  ß'  puncta  erunt  conjugata.  Sic  porro  demonstratur  lineis  a  a,  d'  A,  p  d 
tanquam  quadrilateri  completi  diagonalibus  habitis  puncta  p  d  conjugata 
esse.  Unde  elucet  d  ß'  polarem  esse  ipsius  p.  Cum  vero  in  /?''  lineae 
d  ß\  a  c  coeant,  linea  h  p^  quippe  quae  earum  polos  tangat,  est  puncti  ß" 
polaris.  Tangit  igitur  puncti  d'  polaris  et  B  et  ß" ,  Unde  sequitur  B  ß'' 
ipsius  d'  eademque  ratione   A  d'  ipsius  d'  polarem  esse. 

In  posterum  usum  adjiciendum  videtur,  quomodo  puncti  c\  in  quo 
coeunt  lineae  A  h"  B  d\  linearum  jamjam  ductarum  ope  linea  polaris 
construatur,  quam  cum  lineis  d'  h"  et  J.  5  in  uno  puncto  C  concurrere 
lemma  antecedens  enuntiat  cum  d'  A^  d' B^  c'  C  diagonales  sint  ejusdem 
quadrilateri  completi.  Hunc  in  finem  ducantur  lineae  ß" c\  d' c'  lineis 
p  a  et  ph  vn  d"  et  h'"  occurrentes.  Porro  si  linea  d"  h'"  ducitur  lineam 
d ß'  in  /'  secans,  junctis  y"  G  punctis,  y"  G  puncti  c'  est  polaris.  Etenim 
a' d/\  ß"h"\  y" c'  diagonales  sunt  quadrilateri  cujusdam  completi  et 
puncta  a''a'',  ß"  d"  duo  paria  punctorum  conjugatorum  constituunt. 
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17. 
Problema  2. 

Datis  e  duobus  systernatis  punctorum  respectu  superficiei  alicujus 
secundi  ordinis  conjugatorum  Septem  punctis  octavum  punctum  invenire. 

Sint  ab  cd,  all  cd!  duo  systemata  punctorum  respectu  superficiei 
alicujus  s.  o.  conjugatorum.  Ducantur  lineae  da,  dh\  de,  h'  c ,  cd,  d  h\ 
quae  planum  per  ahc  ductum  in  punctis  a  h" c' ,  ABC  secent.  Quae 
puncta  ita  inter  se  disposita  sunt,  ut  per  all'G,  h" c' A,  c' d' B  tres 
lineae  rectae  duci  possint.  Porro  tria  plana  per  puncta  d'dc,  d! c  d , 
d  dl!  ducantur,  quae  planum  ah  c  \w  lineis  Ad\  B  ß" ,  C  y"  secent. 
Per  has  lineas  et  punctum  d  si  tria  plana  ducimus,  haec  plana  erunt 
polaria  punctorum  d' h" c' ,  Cum  enim  omnium  punctorum,  quae  sita 
sunt  in  linea  dd,  plana  polaria  per  intersectionem  planorum  l! c  d  et 
ah  c  ducta  sint  et  punctum  d'  in  hac  linea  et  in  piano  ahc  situm  sit, 
ejus  planum  polare  per  lineam  A  d'  et  punctum  d  transeat  necesse  est. 
Eademque  ratione  probatur  B  ß"  d  ipsius  &''  et  C  y"  d  ipsius  c"  planum 
polare  esse.  Sed  superficiei  et  plani  ahc  curvam  intersectionis  contem- 
plemur  et  lineas  et  puncta  in  piano  ahc  constituta  respectu  ejus  curvae 
interpretemur.  Respectu  hujus  curvae  puncta  ahc  systema  punctorum 
conjugatorum  constituent  et  Ad'  ipsius  d\  B  ß"  ipsius  h'\  Cy'  ipsius 
c'  lineae  polares  erunt.  Jam  si  punctum  d  non  est  datum  linearum 
Ad\  B  ß' ,  C y'  nonnisi  puncta  ABC  ed^  ratione,  qua  usi  sumus,  deter- 
minari  possunt.  Sed  in  usu  sunt  hae  lineae  ad  determinandum  punc- 
tum d.  Nam  si  per  eas  et  per  lineas  h'  c\  cd,  dh'  tria  plana  ducantur 
in  puncto  d  concurrent.  Quare  meditemur  quomodo  lineas  A  d' ,  B  ß" , 
C  y" ,  puncto  d  non  cognito  reperiemus.  Haec  vero  questio  in  prob- 
lema I.  redit.  Si  enim  respicimus  ad  curvam  in  piano  ahc  sitam 
respectu  ejus  datum  est  systema  ah  c  punctorum  conjugatorum  et  tria 
paria  d'  A,  hB,  c'  G  punctorum  conjugatorum. 

18. 

Etsi  problema  antecedens  omnino  est  absolutum  ad  nexum  octo 
punctorum,  quae  duo  systemata  punctorum  respectu  superficiei  alicujus 
s.    o.    conjugatorum    constituunt,    melius    intelligendum    et    inde    alteram 
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problematis  antecedentis  solutionem  deducendam  investigationem  datorum 
octo  punctorum  de  integro  suscipiamus. 

Datis  systematis  duobus  ahcd^  dh'.cd!  punctorum  respectu  super- 
ficiei  alicujus  s.  o.  conjugatorum  punctum  piano  dhh'  ^t  lineae  a  a  com- 
mune j9  vocetur.  Hujus  puncti,  quia  situm  est  in  linea  polos  a  a  jungente, 
planum  polare  per  intersectionem  planorum  polarium  b  c  d  et  b'  c  d  trans- 
ibit,  et  quia  hoc  punctum  in  piano  d  b  b'  inest,  ejus  planum  polare  per 
intersectionem  plani  a  c  d'  et  lineae  ac  transeat  necesse  est.  Si  igitur 
planum  ducis  per  puncta  tria  intersectionis  plani  b  c  d  et  lineae  b  c; 
b' c  d!  et  &  c;  d c  d!  et  ac  puncti  ^  habes  planum  polare.  Sed  ejusdem 
plani  quartum  punctum  facile  invenitur  hoc  modo.  Ducantur  lineae  p  d 
et  p  b\  quarum  altera  punctum  a  tanget,  altera  lineam  d  b  in  puncto 
aliquo  secabit,  qaod  vocemus  q,  Hujus  vero  puncti  planum  polare  cum 
per  a,  et  ipsius  d  planum  polare  per  d  transeat,  puncti  p  planum 
polare  secundum  lemma  per  intersectionem  linearum  q  d  et  a  b\  id  est 
per  intersectionem  plani  b  d  d  et  lineae  a  b'  transibit.  Hoc  igitur  punc- 
tum intersectionis,  si  designemus  per  {ddb,ad)  eademque  ratione  alia 
puncta,  quae  contemplabimur,  per  planum  et  lineam,  in  quibus  sita  sunt; 
puncta  quatuor  {d! b' c  ,  b  c),  {d c  d ,  c  a),  (d  b  c  .  de),  (d  d b  ,  a  d)  in  eodem 
piano  sita  sunt,  vel,  si  lineae  per  puncta  designentur,  per  quae  ductae 
sunt,  ea  ratione  ut  {b'cd\bc)  (d c  d\  a  c^  lineam  significet  per  puncta 
(dcd.bc)  et  (dcd.ac)  ductam;  linearum: 

{d  b'  G  .  b  c)  [d!  c  d.  Cd)     et     {d  d  b  ,  a  d)  {d  b  c  .  b'  c) 


altera  alteram  secat. 


19. 


Nunc  puncta  octo,  quae  ut  supra  adnotavimus,  quolibet  modo  in 
duo  systemata  quatuor  punctorum  divisa  pro  duobus  systematis  punc- 
torum respectu  superficiei  alicujus  s.  o.  conjugatorum  haberi  possint,  quare 
nullum  inter  reliqua  emineat,  relatione  eorum  inventa  per  numeros  desig- 
nari  convenit,  ita  ut  signorum  cab' c  dbd' d  loco  scribantur  1234567  8. 
Quo  facto  linearum  (734.61)  (745.12),  (856 .  23)  (861 .  34)  priorera,  quam 
designemus  per  I,  a  posteriori  secari,  quam  vocemus  (HI),  paragrapho 
antecedente  jamjam  demonstratum  est.     Sic  porro  designentur: 
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(734.61)  (745.12)  per  I,  (834.  61)  (845 .  12)  per  (I), 

(745.12)  (756.23)  „  II,  (845 .  12)  (856 .  23)      „     (II), 

(756.23)  (761.34)  „  III,  (856 .  23)  (861 .  34)      „     (III), 

(761.34)  (712.45)  „  IV,  (861 .  34)  (812 .  45)      „     (IV), 

(712.45)  (723.56)  „  V,  (812 .  45)  (823 .  56)      „     (V), 

(723.56)  (734.61)  „  VI,  (823 .  56)  (834. 61)      „     (VI). 

Quarum  expressionum  quaelibet  ex  antecedente  obtinetur  sigiia 
12  3  4  5  6  mutando  in  2  3  4  5  6  1.  Sed  ut  perspiciatur  quomodo  hae 
duodecim  lineae  inveniantur,  puncta  1  2  3  ...  6  deinceps  sex  lineis  jun- 
gamus  ita  ut  hexagonum  efficiatur,  quod  vocemus  H,  Hujus  hexagoni 
latus  quodque  piano  per  latus  oppositum  et  punctum  7  ducto  secetur. 
Quo  facto  sex  puncta  intersectionis  nanciscimur  quibus  ex  ordine  per 
lineas  junctis  lineas  habemus  I  II  ....  VI  alterum  efficientes  hexagonum 
quod  designemus  per  A.  Tertium  hexagonum  B  nanciscimur,  si  loco 
puncti  7  eadem  ratione  puncto  8  utamur.  Cujus  hexagoni  latera  ea 
erunt,  quae  per  (I)  (II)  ....  (VI)  designavimus.  Haec  tria  hexagona  pro- 
prietatibus  memoratu  dignis  gaudent,  quarum  explicationem  jam  aggre- 
diamur.  Lineae  tres  per  angulos  hexagoni  Ä  oppositos  ductae  in  puncto  7 
sicuti  lineae  tres  per  angulos  hexagoni  B  oppositos  ductae  in  puncto  8 
concurrunt.  Cum  enim  puncta  (734.61)  et  (761.34)  in  oppositis  angulis 
hexagoni  A  sita  sint,  quae  in  intersectione  planorum  734  et  761  punc- 
tum 7  tangentium  coincidant,  linea  per  haec  puncta  ducta  punctum  7 
tanget  etc.  Qua  ex  re  apparet  hexagoni  A  sicuti  hexagoni  B  latus 
quodcunque  per  oppositum  secari,  et  tria  plana  per  latera  opposita 
hexagoni  A  ducta  in  puncto  7  sicuti  tria  plana  per  latera  opposita 
hexagoni  B  ducta  in  puncto  8  concurrere.  Quod  vero  ad  latera  hexa- 
gonorum  diversorum  attinet  I  III  V  et  (I)  (III)  (V)  altera  ab  alteris 
secantur.  Cum  enim  latera  I  (III)  concurrere  ostensum  sit  et  signis 
12  3  4  5  6  7  8  mutatis  in  56123487  signa  lineae  (III)  in  I  et  I  in 
(V)  abeant,  latus  I  etiam  a  (V)  secatur.  Praeterea  lineae  I  (I)  concur- 
runt, quia  utraque  in  piano  612  sita  est.  Quo  facto  signa  12  3  4  5  6 
in  345612  vel   561234  mutando  linearum  III  V  utramque  a  lineis 

(I)  (III)  (V)    secari    ostenditur.      Eademque   ratione   laterum    II  IV  VI    et 

(II)  (IV)  (VI)  altera  cum  alteris  concurrere  demonstratur.     Si  igitur,  quae 
de    lateribus    hexagonum  A  et  B  enuntiata  sunt,    breviter   complectimur, 
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cum  laterum  I  III  V  (II)  (IV)  (VI)  et  (I)  (III)  (V)  II  IV  VI  altera  ab 
alteris  secentur  ea  omnia  in  eadem  hyperbolida  sita  esse  dicere  possumus. 
Unde  respicientibus  nobis  ad  theoremata  antecedentia  hoc  fluit  theorema: 

Theorema  14. 

Si  ex  octo  punctis  intersectionis  trium  superficierum  secundi  ordinis 
non  eadem  curva  intersectionis  gaudentium  sex  puncta  certo  quodam 
ordine  disposita  lineis  jungantur,  ita  ut  hexagonum  efficiatur,  cujus  latus 
quodque  piano  per  latus  oppositum  et  septimum  punctum  ducto  secetur, 
qua  constructione  sensu  peripheriae  pergendo  certo  ordine  sex  puncta 
obtinentur,  quae  sex  lineis  deinceps  jungantur,  ita  ut  alterum  hexagonum  Ä 
efficiatur,  si  porro  prioris  hexagoni  latus  quodque  piano  per  latus  oppo- 
situm et  octavum  punctum  ducto  secetur,  et  haec  puncta  intersectionis 
lineis  deinceps  jungendo  eodem  modo  tertium  hexagonum  B  nanciscamur; 
utrumque  hexagonum  Ä,  B  in  eadem  hyperbolida  situm  est. 

Hexagona  i/,  Ä^  B  ita  inter  se  comparata  sunt,  ut  si  eorum  bina 
data  sint,  tertium  facile  reperiatur.  Quod  sine  magno  negotio  patet,  si 
hexagona  Ä^  B  data  sunt.  Linea  enim,  quae  jungit  laterum  I  II  et 
(I)  (II)  puncta  intersectionis,  latus  12  hexagoni  H  erit.  Si  vero  hexa- 
gona £r,  A  data  sunt  videamus  quomodo  hexagonum  B  inveniatur. 
Hujus  hexagoni  latus  (I)  cum  situm  sit  in  piano  per  I  et  1  ducto  et  a 
lineis  III  et  V  secetur,  ea  linea  erit,  quae  puncta  jungit,  in  quibus 
lineae  III  et  V  piano  per  I  et  1  ducto  occurrunt.  Sic  porro  invenimus 
secundum  latus  (II)  si  puncta  jungimus,  in  quibus  latera  IV  et  VI  piano 
per  II  et  2  ducto  occurrunt  etc.  Sed  notari  juvat  cum  hexagona  H  et 
A  Septem  punctis  1  2  3  ....  7  datis  determinata  sint  hexagonum  B  horum 
punctorum  ope  construere  nos  docuisse.  Quo  hexagono  B  datorum  Sep- 
tem punctorum  ope  invento  intersectio  trium  planorum,  quorum  quodque 
per  bina  latera  opposita  ipsius  B  transit,  octavum  punctum  8  determinabit. 

Regiom.   25  Jan.   1840. 


Hesse's  Werke. 


3. 

Ueber  die  Construction  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  von 
welchen  beliebige  neun  Punkte  gegeben  sind. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.    Band  24,   Seite  36  —  39.] 


Es  ist  eine  für  die  Theorie  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  wichtige 
und  von  den  Geometern  oftmals  zur  Lösung  empfohlene  Aufgabe: 

„Mit  Hülfe  von  9  beliebigen  Punkten  einer  Oberfläche  zweiter 
„Ordnung  einen  beliebigen  zehnten  derselben  Oberfläche  auf  lineare 
„Weise  zu  construiren." 
Soviel  ich  weiss,  ist  bis  jetzt  keine  Auflösung  der  vorliegenden  Auf- 
gabe   veröffentlicht   worden.     In   den    folgenden  Paragraphen    werde    ich 
eine  in  ihren  Principien    einfache,    wenn  gleich   in  der  Ausführung  weit- 
läuftige  Auflösung  jener  Aufgabe  auseinandersetzen. 

2. 

Diese  Auflösung  beruht  auf  der  Anwendung  folgenden  Lehrsatzes: 
„Die  Polar-Ebenen  eines  beliebigen  Punktes  P  in  einem  Systeme 
„Oberflächen,    welche    durch    sieben    gegebene    Punkte   hindurch- 
„ gehen,  schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  ^." 
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Um  diesen  Lehrsatz  (den  ich  irgendwo  gelesen  zu  haben  mich 
erinnere,  und  der  auch  aus  dem  unten  ^)  angegebenen,  von  Lame  auf- 
gestellten Satze  leicht  sich  ableiten  lässt)  zu  beweisen,  nehmen  wir  an, 
CT",  F,  W  seien  beliebige  homogene  Functionen  des  zweiten  Grades  zwischen 
den  Variabein  x,  y,  ^,  p.     Wir  bezeichnen  die  Ausdrücke 

dW    ,         dW    ,        dW    ,         dW 


respective    durch   C/i,    Fi,    TF,.     Nimmt   man    nun   die  Grössen  — ,    ^,    — 

V      P      P 
für    die  Coordinaten  eines    beliebigen  Punktes  im  Räume,    so    stellen  die 

Gleichungen   6^=0,    F=0,    1F=0    drei   beliebige   Oberflächen   zweiter 

Ordnung  dar,  und  die  Gleichung 

in  welcher  die  Coefficienten  ;f,  A,  a  willkürlich  sind,  stellt  jede  beliebige 
Oberfläche  zweiter  Ordnung  dar,  welche  durch  die  gemeinsamen  Schnitt- 
punkte der  drei  erwähnten  Oberflächen  hindurchgeht.  Wir  können  also 
sagen,  dass  die  letzte  Gleichung  das  System  Oberflächen  repräsentire, 
welches  durch  die  gemeinsamen  Schnittpunkte  der  drei  Oberflächen  sich 
legen  lässt.  Die  Anzahl  der  erwähnten  gemeinsamen  Schnittpunkte  ist  8. 
Allein  da  jede  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  die  durch  7  gegebene  Punkte 
hindurchgeht,  noch  einen  durch  die  7  bestimmten  achten  Punkt  trifft"): 
da  ferner  jede  beliebigen  7  Punkte  als  Schnittpunkte  von  drei  bestimmten 
Oberflächen  zweiter  Ordnung  betrachtet  werden  können,  so  stellt  obige 
Gleichung,  mit  passend  gewählten  Functionen  ?7,  F,  W  des  zweiten 
Grades,  das  ganze  System  Oberflächen  zweiter  Ordnung  dar,  welches 
durch  7  beliebige  Punkte  im  Räume  hindurchgeht.     Bezeichnet  man  nun 


1)  Wenn  man  den  Punkt  P  in  die  Unendlichkeit  fallen  lässt,  so  erhält  man  den  Satz: 

„Die  parallelen  Diameter  conjugirter  Diametral-Ebenen  in  einem  System  Oberflächen 

„zweiter  Ordnung,   welche  durch  7  gegebene  Punkte  hindurchgehen,   oder,   was  dasselbe 

„ist,  welche  alle  dieselben  Schnittpunkte  haben,  treffen  in  einem  und  demselben  Punkte 

„zusammen." 

Diesen  Satz  stellt  Lame  in  seinem  Werke  auf:  Examen  des  differentes  methodes  employees 

pour  resoudre  les  problemes  de  Geometrie  p.  37. 

2)  Man  vergleiche  Grelle 's  Journal  Bd.  20,  S.  297,  Theorema  8.     [Diese  Ausgabe,  Seite  37]. 


3.  lieber  die  Construction  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  etc.  53 

durch  ^,  ^,  -^  die  Coordinaten  eines  bestimmten  Punktes  P  im  Räume, 

IPi     Pi     Pi 
so    repräsentiren    die    Gleichungen   t/"i  =  0 ,    Fj  =  0 ,    W^  =  0    die    Polar- 
Ebenen  des  Punktes  P  respective  für  die  Oberflächen  ^7=  0,  F=  0,  TF=  0, 
und  die  Gleichung 

xü,  +^Fi  +  ^uW,  =  0 

repräsentirt  das  ganze  System  Polar -Ebenen  des  Punktes  P  in  dem 
Systeme  Oberflächen  zweiter  Ordnung ,  welche  durch  die  7  erwähnten 
Punkte  hindurchgehen.  Da  aber  die  letzte  Gleichung  für  den  Schnitt- 
punkt Q  der  Polar -Ebenen  ü^  =  0,  Fi  =  0,  W^  =  0  erfüllt  wird,  so 
geht  das  ganze  System  Polar-Ebenen  durch  eben  diesen  Punkt  hindurch. 
Die  Punkte  P  und  Q  können  wir,  mit  Herrn  Professor  Steiner,  zuge- 
ordnete Pole  in  Rücksicht  auf  jede  Oberfläche  des  Systems  nennen.  Denn 
jede  dieser  Oberflächen  schneidet  die  Gerade  PQ  in  harmonischen  Punkten. 

3. 
Es  bietet  sich  nun  zunächst  folgende  Aufgabe  dar: 

Aufgabe   1. 

„Wenn  beliebige  7  Punkte  des  Raumes  gegeben  sind  (welche 
„wir  durch  1,  2,  3,  ....  7  bezeichnen  wollen),  und  ausserdem  ein 
„Punkt  P:  so  soll  man  den  harmonischen  Pol  Q  des  letztern 
„  construiren ,  in  Rücksicht  auf  das  ganze  System  Oberflächen 
„zweiter  Ordnung,  w^elche  durch  die  7  Punkte  hindurchgehen." 
Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  zerfällt  1.  in  die  Construction  der 
Generatricen  von  drei  Hyperboloiden,  welche  durch  die   7  Punkte  gehen, 

2.  in  die  Construction  der  Polar -Ebenen  des  Punktes  P  rücksichtlich 
dieser  Hyperboloide,  welche  Ebenen  sich  in  dem  gesuchten  Punkte  Q 
schneiden  werden. 

1.    Es    ist    leicht   zu  sehen,    dass,    wenn    man    die  Punkte    1,   2  und 

3,  4  durch  zwei  gerade  Linien  verbindet  und  durch  die  übrigen  Punkte  5, 
6,  7  die  drei  Linien  zieht,  deren  jede  die  beiden  ersten  schneidet,  dass 
dann  diese  drei  Linien  die  Generatricen  eines  Hyperboloids  sein  werden, 
welches  durch  die   7  Punkte  hindurchgeht. 
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Man  erhält  auf  diese  Weise  noch  zwei  andere  Hyperboloide,  wenn 
man  die  vier  ersten  Punkte  mit  einander  vertauscht  und  die  drei  letzten 
ungeändert  lässt.  Es  lassen  sich  auf  die  beschriebene  Weise  durch  Ver- 
tauschung aller  Punkte  dreimal  die  Zahl  der  Combinationen  von  7  Ele- 
menten zur  dritten  Classe,  also  105  Hyperboloide  angeben  (wenn  nicht 
einige  derselben  zusammenfallen),  welche  sämmtlich  durch  die  7  Punkte 
hindurchgehen. 

2.  Es  bleibt  nun  noch  zu  zeigen  übrig,  wie  man  die  Polar-Ebene 
des  Punktes  P  für  eines  von  den  105  Hyperboloiden  construiren  könne. 
Zieht  man  zu  diesem  Zwecke  durch  den  Punkt  P  drei  Linien,  von 
welchen  jede  durch  zwei  Generatricen  des  in  Rede  stehenden  Hyperboloids 
hindurchgeht,  so  werden  die  Schnittpunkte  Punkte  der  Oberfläche  sein. 
Construirt  man  daher  auf  jeder  von  diesen  Linien  den  vierten,  dem 
Punkte  P  correspondirenden  harmonischen  Punkt,  so  liegen  die  drei 
construirten  Punkte  auf  der  Polar -Ebene  des  Punktes  P  und  die,  die 
drei  Punkte  verbindende  Ebene  wird  die  gesuchte  Polar -Ebene  des 
Punktes  P  sein. 

Der  gesuchte  Punkt  Q  ergibt  sich  nun  als  der  Schnittpunkt  von 
drei  solchen  Polar -Ebenen  des  Punktes  P,  welche  sich  auf  drei  ver- 
schiedene Hyperboloide  des  Systems  beziehen. 

4. 

Der  vorhergehende  Paragraph  enthält  die  Elemente  zur  Lösung  der 
folgenden  Aufgabe: 

Aufgabe   2. 

„Die    Polar -Ebene    eines    beliebig   im    Räume    angenommenen 

„Punktes  P   rücksichtlich    einer    Oberfläche    zweiter    Ordnung    zu 

„construiren,    welche    durch    irgend    9    in    ihr    beliebig   gegebene 

„Punkte  bestimmt  ist." 

Sondern    wir    von    den    gegebenen    9    Punkten   1 ,   2 ,   3 ,   ....   9    die 

beiden    letzten    ab    und    construiren    zum    Punkte  P   den    harmonischen 

Pol  Q  in  dem  Systeme  Oberflächen,  welche  durch  die  Punkte  1,  2,  ....  7 

hindurchgehen,    so    ist   dieser  Punkt    allen  Polar -Ebenen  des  Punktes  P 
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in  dem  Systeme  gemeinschaftlich.  Da  aber  unter  den  verschiedenen 
Oberflächen  des  Systems  sich  auch  diejenige  befindet,  welche  durch  die 
9  Punkte  bestimmt  wird,  so  muss  der  Punkt  Q  rücksichtlich  dieser  Ober- 
fläche in  der  Polar -Ebene  des  Punktes  P  liegen.  Wir  sind  also  im 
Stande,  indem  wir  die  9  Punkte  mit  einander  vertauschen,  auf  die  ange- 
gebene Weise  so  viel  Punkte  Q  der  gesuchten  Polar -Ebene  von  P  zu 
construiren,  als  sich  9  Elemente  zur  zweiten  Classe  combiniren  lassen, 
d.  i.   36  Punkte. 

Wenn  wir  demnach  drei  von  diesen  Punkten  bestimmen  und  eine 
Ebene  durch  dieselbe  legen,  so  rauss  dieselbe  die  gesuchte  Polar -Ebene 
sein,  und  die  übrigen   33   Punkte  werden  in  ihr  liegen. 


Nach  diesen  vorbereitenden  Betrachtungen  ergibt  sich  nun  die  Auf- 
lösung der  §   1   vorgelegten  Aufgabe  wie  folgt. 

Man  nehme  im  Räume  einen  Punkt  P  beliebig  an,  construire  die 
Polar -Ebene  dieses  Punktes  rücksichtlich  der  durch  die  gegebenen 
9  Punkte  bestimmten  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  verbinde  den  Punkt  P 
durch  eine  gerade  Linie  mit  einem  der  gegebenen  9  Punkte  und  bestimme 
zu  letzterem,  dem  Schnittpunkte  der  Polar-Ebene  mit  der  geraden  Linie 
und  dem  Punkte  P,  den  conjugirten  harmonischen  Punkt  E:  so  liegt 
dieser  auf  der  durch  die  9  Punkte  bestimmten  Oberfläche  zweiter  Ordnung. 

Bewegt  man  endlich  den  Punkt  P  durch  alle  Punkte  des  Raumes 
oder  einer  beliebigen  Ebene,  so  beschreibt  der  entsprechende  Punkt  B 
die  gesuchte  Oberfläche   zweiter  Ordnung. 


Königsberg,  den  5.  Februar  1842. 


Ueber  das  geradlinige  Sechseck  auf  dem  Hyperboloid. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.    Band  24,    Seite   40  —  43.] 


Wenn  drei  gerade,  im  Raum  willkürlich  liegende  Linien  a,  &,  c 
von  drei  andern  a\  h\  c  geschnitten  werden,  so  kann  man  die  Linien 
aa\  b  b\  cc  als  die  gegenüberliegenden  Seiten  eines  Sechsecks  betrachten, 
dessen  aufeinanderfolgende  Seiten  a  c\  b  a\  c  b'  sind.  Die  gegenüber- 
liegenden Ecken  dieses  Sechsecks  bezeichnen  wir  durch  AÄ^  BB\  GC\ 
in  der  Art,  dass  die  Linien  c  b\  a  c\  b  a\  b  c\  c  a\  a  b'  respective  in  A^ 
B^  C,  J.',  B\  C'  zusammenlaufen.  Alsdann  bemerkt  man  leicht,  dass 
die  drei  durch  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  Sechsecks  gelegten 
Ebenen  sich  gegenseitig  in  den  drei  Diagonalen  AÄ,  BB\  CG'  schneiden. 
Da  aber  diese  Ebenen  in  einem  Punkte  p^  zusammenstossen,  so  werden 
sich  die  genannten  Diagonalen  in  eben  demselben  Punkte  schneiden. 

Auf  gleiche  Weise  schneiden  sich  die  Ebenen  der  gegenüberliegenden 
Winkel  des  Sechsecks  in  drei  geraden  Linien,  welche  in  einer  und  der- 
selben Ebene  P''  liegen.  Denn  verlängert  man  die  gegenüberliegenden 
Seiten  des  Sechsecks  aa\  bb\  cc\  bis  sie  sich  respective  in  den  Punkten 
Ä\  B'\  C''  schneiden,  so  werden  die  Linien  Ä' B'\  B'' C'\  G'' Ä'  die 
Schnittlinien  der  Ebenen  der  gegenüberliegenden  Winkel  GG\  AA\  BB' 
sein.  Da  aber  diese  Linien  das  Dreieck  Ä' B'' G"  bilden,  so  müssen  sie 
in  einer  und  derselben  Ebene  liegen. 

Hesse's  Werke.  ^ 
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Durch  die  6  Linien  a,  6,  c,  a\  h\  c  lässt  sich  ein  Hyperboloid 
legen.  In  Rücksicht  auf  dieses  Hyperboloid  sind  ABC,  ÄB'C'  die 
Tangirungspunkte  der  Ebenen,  in  welchen  die  durch  dieselben  Buch- 
staben bezeichneten  Winkel  des  Sechsecks  liegen.  Die  Ebenen  der  Winkel 
A  und  Ä^  welche  zugleich  die  Tangenten -Ebenen  des  Hyperboloids  in 
den  Punkten  A  und  Ä  sind,  schneiden  sich  in  der  Linie,  welche  wir 
durch  B"  C''  bezeichnet  haben.  Diese  Schnittlinie  der  Tangenten-Ebenen  ist 
aber  die  reciproke  Polare  der  Verbindungslinie  der  Tangirungspunkte  AA\ 
Auf  gleiche  Weise  werden  die  Linien  G''  Ä'  und  Ä'  B"  als  die  reciproken 
Polaren  von  BB'  und  CO'  erkannt.  Da  aber  die  Linien  AÄj  BB\  CG' 
sich  in  einem  Punkte  p'  schneiden,  so  müssen  ihre  reciproken  Polaren 
in  der  Polar-Ebene  des  Punktes  p'  liegen.  Es  ist  mithin  die  Ebene  P" 
die  Polar -Ebene  von  p\  Diese  Bemerkungen  lassen  sich,  w^ie  folgt, 
zusammenfassen. 

Lehrsatz   1. 

Wenn  man  auf  einem  Hyperboloid  ein  geradliniges  Sechseck  be- 
schreibt, so  schneiden  sich  die  drei  Diagonalen,  welche  die  gegenüber- 
liegenden Ecken  des  Sechsecks  paarweise  verbinden,  in  einem  und  dem- 
selben Punkte,  und  die  Ebenen  der  gegenüberliegenden  Winkel  des  Sechs- 
ecks schneiden  sich  in  drei  Linien,  welche  in  der  Polar -Ebene  des 
gemeinsamen  Schnittpunktes  der  Diagonalen  liegen. 

Die  blosse  Anschauung  der  beschriebenen  Figur  lehrt,  dass  dieselbe 
in  allen  ihren  Theilen  vervollständigt  werden  kann:  L  wenn  die  drei 
Linien  a,  &,  c  und  der  Punkt  p"  gegeben  sind,  oder  2.  wenn  die  drei 
Linien  a,  &,  c  und  die  Ebene  P"  gegeben  sind.  Die  Vervollständigung 
der  Figur  im  ersten  Falle  kommt  mit  der  Lösung  folgender  Aufgabe  überein. 

Aufgabe   L 

Wenn  drei  Generatricen  <?,  &,  c  eines  Hyperboloids  und  ein  beliebiger 
Punkt  p'  gegeben    sind,    die  Polar-Ebene  dieses  Punktes    zu  construiren. 

Lässt  man,  um  die  Polar-Ebene  P'  des  gegebenen  Punktes  p'  zu 
bestimmen,  eine  Ebene  durch  p"  und  a  gehen  und  verbindet  die  Schnitt- 
punkte dieser  Ebene  mit  den  Linien  h  und  c  durch  eine  Gerade  a\  legt 
hierauf  eine  zweite  Ebene  durch  p"  und  b  und  verbindet  die  Schnittpunkte 
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dieser  Ebene  mit  a  und  c  durch  eine  Gerade  h\  legt  endlich  eine  Ebene 
durch  p'  und  c  und  verbindet  die  Schnittpunkte  dieser  Ebene  mit  a 
und  h  durch  eine  Gerade  c\  so  schneiden  sich  die  Linienpaare  a  a ,  h  h\ 
CO  in  drei  Punkten  Ä\  B'\  G'\  durch  welche  die  gesuchte  Polar-Ebene 
hindurchgeht. 

Im  zweiten  Falle  hat  man  die  folgende  Aufgabe. 

Aufgabe  2. 

Wenn  drei  Generatricen  a,  &,  c  eines  Hyperboloids  und  eine  Ebene 
P''  gegeben  sind,   den  Pol  dieser  Ebene  zu  construiren. 

Die  drei  Linien  a^  &,  c  schneiden  die  gegebene  Ebene  P''  in  drei 
Punkten,  welche  wir  durch  Ä\  B\  G"  bezeichnen.  Durch  diese  Punkte 
ziehe  man  die  drei  Linien  a,  h\  c\  von  welchen  die  erste  h  und  c,  die 
zweite  c  und  a,  die  dritte  a  und  6  schneidet.  Legt  man  alsdann  drei 
Ebenen  durch  a  a\  h  l\  c  c\  so  schneiden  sich  dieselben  in  dem  gesuchten 
Pole  p"  der  Ebene  P".  ^) 

Die  sechs  Linien  a,  &,  c,  a,  h\  c  bilden  6  Sechsecke  yr,  n\  n\ 
x^  y! ^  z\  welche  wir,  indem  wir  die  gegenüberliegenden  Ecken  eines  jeden 
Sechsecks  zusammenstellen,    durch   folgendes  Schema    ausdrücken  wollen: 

n'\  ...ÄÄ\    BB\    CC\  x\  ...AB,  Ä  B\  Ä'  B'\ 

n    ..,  ÄÄ\  B'B\  C'G\  X    ...BC,    B'G\    B'' a\ 

n  ...,  Ä'A,  B'^B,  a^G,  X    ...GÄ,    G'A\   G'' Ä\ 

Das  Sechseck  n'  ist  dasjenige,  welches  wir  betrachtet  haben.  Von 
den  übrigen  Sechsecken  gilt  ebenfalls  der  Lehrsatz  L  Bezeichnen  wir 
demnach  die  Schnittpunkte  der  drei  Diagonalen  der  Sechsecke  der  Reihe 
nach  durch  p\  p,  p  ;  q\  q,  q\  so  liegen  die  drei  ersten  in  einer  geraden 
Linie  und  die  drei  letzten  in  einer  zweiten  geraden  Linie.  Denn  es  liegen 
die  Punkte  p\  p,  p\  respective  auf  den  Geraden  AÄ,  ÄÄ ,  Ä  A,  Da 
diese  aber  ein  Dreieck  bilden,  so  wird  die  Ebene  des  Dreiecks  durch  die 
drei  Punkte  p\  p,  p  gehen.  Eben  so  lässt  sich  nachweisen,  dass  die 
Ebene  des  Dreiecks  B"  B  B\   sowie,    dass  die  Ebene  des  Dreiecks  G"GG' 


1)  Nimmt  man  die  Ebene  P"  in  der  Unendlichkeit  liegend  an,  so  wird  der  Pol  p"  zum 
Mittelpunkt  des  Hyperboloids,  dessen  Construction  Herr  Prof.  Steiner  im  2.  Bande  des  Journals 
für  reine  und  angewandte  Mathematik  gegeben  hat. 

8* 
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durcli  die  genannten  Punkte  geht.  Wenn  aber  mehrere  Punkte  zugleich 
in  drei  Ebenen  liegen,  so  müssen  sich  die  Ebenen  in  einer  und  derselben 
Linie  schneiden  und  die  Punkte  in  dieser  Schnittlinie  liegen. 

Auf  gleiche  Weise  liegen  die  Punkte  (i\  q^  q  in  den  drei  Ebenen 
ABC,  ÄB'C\  Ä'B"C'\  welche  sich  desshalb  in  einer  und  derselben 
geraden  Linie  schneiden  müssen. 

Den  Punkt  p'  haben  wir  aber  als  den  Pol  der  Ebene  Ä'B''C"  er- 
kannt. Eben  so  werden  p  und  p  die  Pole  der  Ebenen  ABC  und  ÄB'C' 
sein.  Die  gemeinsame  Schnittlinie  q'qq  dieser  Ebenen  ist  mithin  die 
reciproke  Polare  der  geraden  Linie  p'pp .  Dadurch  ist  folgender  Lehr- 
satz bewiesen. 

Lehrsatz   2. 

Die  Seiten  des  auf  dem  Hyperboloid  beschriebenen  Sechsecks  bilden 
noch  5  andere  Sechsecke.  Jedem  der  6  Sechsecke  entspricht  ein  Punkt, 
in  welchem  sich  die  Diagonalen  schneiden,  welche  die  gegenüberliegenden 
Ecken  des  Sechsecks  verbinden.  Diese  6  Punkte  liegen  auf  2  geraden 
Linien,   von  denen  die  eine  die  reciproke  Polare  der  andern  ist. 

Wenn  man  die  drei  Generatricen  <7,  ö,  c  sich  einer  Ebene  unendlich 
nähern  lässt,  bis  sie  in  dieselbe  ihrer  ganzen  Länge  nach  hineinfallen, 
so  fallen  auch  die  drei  andern  Generatricen  d ,  h\  c  und  das  ganze 
Hyperboloid,  im  Grenzfalle,  mit  der  Ebene  zusammen.  Die  sechs  ge- 
nannten Generatricen  werden  aber  Tangenten  eines  Kegelschnittes,  weil 
die  Diagonalen  der  durch  sie  gebildeten  6  Sechsecke  7i\  tt,  n\  x\  z^  v! 
sich  respective  in  den  Punkten  pl\  p,  p ,  q  ,  q,  q,  schneiden.  Die  beiden 
geraden  Linien  {p'pp')  und  {q  qq)  werden  endlich  harmonische  Polaren 
des  Kegelschnittes,  d.  h.  solche  Linien,  welche  mit  den  durch  ihren 
gemeinsamen  Schnittpunkt  gelegten  Tangenten  des  Kegelschnittes  vier 
harmonische  Linien  bilden.  Demnach  können  wir  zu  den  Sätzen  von 
Brianchon  und  Steiner:  „Irgend  6  Tangenten  eines  Kegelschnittes 
bestimmen  60  umschriebene  Sechsecke;  in  jedem  derselben  schneiden  sich 
die  drei  Diagonalen,  welche  die  gegenüberliegenden  Ecken  verbinden,  in 
einem  Punkte  5p ;  die  60  Punkte  ^,  welche  den  60  Sechsecken  ent- 
sprechen, liegen,  zu  dreien,  auf  20  geraden  Linien  vertheilt",    noch  hin- 
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zufügen,    „dass    die    20    geraden  Linien    10  Paare    harmonischer  Polaren 
des  Kegelschnitts  bilden." 

Der  Lehrsatz  2.  kann  mit  andern  Worten  wie  folgt  ausgesprochen 
werden.  „Wenn  man  auf  einem  Hyperboloid  ein  Sechseck  beschreibt, 
so  schneiden  sich  die  Diagonalen,  welche  die  gegenüberliegenden  Ecken 
verbinden,  in  einem  Punkte,  die  Ebenen  der  ungeraden  Winkel  des  Sechs- 
ecks in  einem  zweiten,  und  die  Ebenen  der  geraden  Winkel  in  einem 
dritten  Punkte.  Diese  drei  Punkte  liegen  in  einer  geraden  Linie.  Ferner 
schneiden  sich  die  Ebenen  zweier  gegenüberliegenden  Winkel  des  Sechs- 
ecks und  die  Ebene,  welche  durch  die  Seiten  der  übrigen  Winkel  geht, 
in  einem  Punkte,  welcher  auf  der  reciproken  Polare  der  genannten 
geraden  Linie  liegt." 

Königsberg,  am   8.  Juni   1842. 


5. 

De  integratione  aequationis  differentialis  partialis 


designantibus  ^j,  Jg^  ....  ä„  functiones  quaslibet  varia- 

bilium  iCi,  r»,,  ....  a;„_i   lineares. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.    Band  25,   Seite   171  — 177.] 


1. 


Commentatione  duce,  de  integratione  aequationis  differentialis 


{A[x,^  A;  x,^  -\-  Ä^)  —  (^2  x^  +  AI  X.,  +  a;')  ^^ 


+  ( j;  X,  +  j;'  xo  +  ^D  (^2  iJ-  —  -^i)  =  ö' 

inscripta,  et  hoc  in  diario  Tom.  24.  ab  ill.  Jacobi  edita,  contigit  mihi, 
ut  aequationis  differentialis  partialis 

designantibus  J.i,   Äo ...  ^  Ä^  ....  Ä,,  functiones  variabilium  x^^  X2,  .  . .  .  x^^^^ 
lineares  hujusmodi: 
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integrandae  duas  methodos  inveniremj  alteram  cum  ea,  qua  usus  est  ill. 
Jacobi,  fere  congruaiHj  alteram  aliquanto  diversam  nee  a  regulis  aequa- 
tionum  differentialium  partialium  tractandarum  traditis  alienam.  Utrasque 
methodos  sequentibus  breviter  exponere  mihi  proposui. 


2. 

Aequationem  differentialem  (1)  propositam,  cum  inter  variabiles 
^ij  0^27  ...  .  ^,i_i5  quas  continet  symmetria  careat,  in  formam  elegantiorem 
redigere  convenit.  Hac  de  causa  statuamus  u  =^  f  (x^  X2 .  . . .  ^„_i)  =  0  esse 
integrale  aliquod  aequationis  differentialis  (1)  propositae.  Qua  aequatione 
integrali  variabilis  Xi  ut  functio  reliquarum  variabilium  X2 .  .  .  .  x^_^  inde- 
pendentium  data  est,  secundum  quas  differentiando  prodeunt  aequationes 

dx^  d  X^         d  X^ 

du  du         d  X^ 

d  X^    "'       d  X^        dx^^ 


du  ,        du  dx^ 


dXn-\        '       dx^  dXn-i 

quarum  ope  aequatio  (1)  proposita  abit  in  hanc  symmetricam: 


d  X^        '  "    ^  ^2        '  '  '"     ^     0  ^Vi~l 

2 .  .      (  d  U  d  U 


.      /  3  'Z^  du  du      \ 

-^n  \  ^1  1^         "~r"  X2  ^t:.         — p  •  •  •  •  -4-  ^,^_i  "^  I  

V         3^j        '         ^    d  x^        ^  '         "     ^    S^w-1    ' 


Integrata  igitur  erit  aequatio  differentialis  (1)  simulac  solutionem 
u  =  f  (x^  Xo  .  ^  .  >  ^,,-i)  maxime  generalem  aequationi  (2)  satisfacientem 
invenerimus.  Solutionem  enim  u  inventam  aequando  zero  integrale 
aequationis  differentialis  (1)  obtinemus. 

3. 

Ad  aequationem  (2)  homogeneam  reddendam  ponamus: 

^1  —      ?        -^2  — „  ^  • ' ' '  ^w-1  —  :     j 
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quo    facto,    cum    sit    u  =  f  {x^,  x^,  .  .  .  x,,_-)  =  f  (-^,     -^^     •  •  •    —7-)? 
habemus  aequationes 


du 

du 

du 

du 

dx^ 

~  ^^  3^2  ' 

Vn 


du  du 


dx„.,  ^"   dy„_^   ' 


Vn 


^Vn 


\       2u      ,  du      ,  ,  3m     1 

quibus  adjuvantibus  aequatio  (2)  mutatur  in 

designantibus  jBj B^.  . .  .  B^  functiones  has  lineares  et  homogeneas: 

B^  =  Ä^y,-{-Ä;y,^ h  ^r''  Vn-.  +  4'  ^n- 

Quaestio    igitur    proposita  eo    redit,    ut   functiones  u  variabilium  y^^ 
y^-i  -  '  '  Vn  generales  reperiantur,  quae  aequationi  (3)  satisfaciant,  e  quibus 

hujus  formae  f  (^  •  •  •  •  -^— )   functio  eligatur,  in  qua  substitutionibus 

4.  y^  =  X^  y,,,     y^^OO^Vn, yn-l  =  ^n-l  Vn 

factis  evanescat  variabilis  y^  ac  restet  variabilium  x^^  x^^  .  .  ,  ,  x,,_^  functio. 
Quam  enim  functionem  si  aequamus  zero  aequationis  propositae  inte- 
grale habemus. 

4. 
Sed  licet  transformare  aequationem  (3)   in  simpliciorem  banc: 


du        ^      ^      ^^      du        ,  1      -      -TZ       ^^^ 


K   Yi  Yy~  +  ^^   -^2  -Jy'  ~\r    '   '   '   '    ~^   '^n  Yn 


o.  H  ^iYy~~^  ^      '  dY^   ~^  '  '        "•    ^  ^  dY,, 

1  2 

vel  hanc  in  illam,  adhibitis  substitutionibus  hujusmodi: 

i^i  =  «1  S/i  +  «2   2/2  +  ■  •  •  •  +  «.'.   i/H 

Y2  =  ai     «/l  +  0-2     «/2  +   • V  <^n      Vn 


0, 


7,,=  ot^y,-^4'Uj,^ V€Uj,, 


Hesse's  Werke. 
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5.   De  integratione  aequationis  differentialis  partialis  etc. 


unde  aequationes  nascuntur: 


d  U 
du 


/    du      .       //    3 ^f      , 


ar. 


3r„ 


+  «i' 


(n) 


ar. 


sr» 


3»/n 


,3m       .       „    9i( 


+  <' 


du 

dY   ' 

3^f 


ar.  • 


Substituendo  enira  v^lores 


du 


du 


in  aequatione  (3)    et 


valores    Z^    Zg^—'-^n    i^i    aequatione    (5)    et    comparando    coefficientes 
ipsius   —^  in  utraque  aequatione,  nanciscimur: 

B,  ar  4-  ^2  «r  + \-  B,  «w  =  l^  {af  y,-\-afy,-] h  «f  V,}, 

e  qua  aequationum  systema  eruitur  hoc: 

{Ä,  -  Ip)  <  4-  Ä,  af-\ h  ^n  a^  =  0. 

.4;'  ar  +  (^2 -^,)  ar  H h  <alf)  =  0^. 


.4^^^  a^f  + 


.4^"^  af  + 


+  {A^^  —  y  ^i^)  =  0, 


et  eliminando    quantitates  d^\   a^^\  ....  a^^^    aequatio    algebraica    quaedam 

9.  U=  0 

n  ti  gradus  componitur,  quae  radices  ^^  Z^,  . .  .  .  -^^  diversas  suppeditat. 
Quibus  determinatis  ex  aequationibus  (8)  numeros  1 ,  2 ,  ....  n  loco  p 
ponendo  n  systemata  aequationum  sequuntur,  e  quarum  solutione  rationes 
tantum  ipsarum  a^^\  a^f\  ....  a^^^  reperiuntur.  Unde  elucet  n  quanti- 
tates, exempli  gratia  a[,  a^',  ....  a^^\  ex  arbitrio  sumi  posse,  quo  facto 
reliqui  substitutionum  (6)  coefficientes  plane  determinantur. 


Hac  ratione  et  aequatione  (5)  et  substitutionibus  (6),  quibus  illa 
transformetur  in  (3),  determinatis,  observo,  si  per  //(c^,  Cg?  •  •  •  •  ^n-i) 
functionem   quantitatum  c^,  ^2,  ....  c,j_i    arbitrariam    designamus   posito 
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1  1  1 


10.  C,=  '  .    _     ^2  .  -'»-l 


j     ?  ^2  ^     j      •   •  •   •      ^'»i-1   -^ 


solutiones  aequationis  (5)  omnes  formula  contineri  hac: 

e  qua  substituendo  valores  pro  Zj,  Zg?  ••••  ^n  ^  (6)  integrale  fluit 
aequationis  (3).  Sed,  ut  adhibitis  ad  IT  substitutionibus  (6)  et  (4) 
U=u  fiat  integrale  aequationis  (2),    necesse  est,    ut   eligatur   e  diversis 

functionibus  77  maxime  generalis  formae  cp  |-y^,  -^j  ....  — ^^[. 
Talis  functio  est: 

designante  F  functionem  quamlibet  quantitatum  di,  6?2,  ....  <^n-2>  quibus 
tribuendi  sunt  valores: 

1  -1  7     q  n—1  J        '^  \n—l       "n      j  -^  n—1   y'n      'Vy 

5  M  — 1 

Unde  denique  concludendum  est: 
„  Aequationem : 

F(d,d,,  ...rf,_2)=-0 

„substitutionibus  (11.  6.  4.)  deinceps  factis  in  integrale  aequationis 
„differentialis  (1)   propositae  completum  transire  nihil  variabilium 
„continens  nisi  x^  ^g?  •  •  •  •  ^n-i- 
Inter    functiones   u  =  U  {c^  c^  *  .  .  ^  ^"h-i)?    quae    substitutionibus    (10) 

factis  formam  (p  -l^,  -^  i  ...  ^~^  [  induunt,  notatu  dignae  sunt  hae 
particulares : 


Up  =  C 


(h-h)  ßi-h)  ■■■■  ßi->^„)       U2-^-i)  ih-h)  ■■■■  ik-K) 

.  C2  

''n—l 


designante  p  numeros   1,  2,  ....  (l^  —  2). 
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Transeunt  enim  commemoratis  substitutionibus   in   has  symmetricas: 

AT' ^V_ 

{h-h)  [h-h) ....  ih-K)     [h-k)  {h-h) ....  ih-Kt) 

12.  %=Y^  Y^  


[ki~^i)  (^n — ^2)  ....  i}-n      ^n-l) 


e    quibus   hanc   solutionem   u  =  F  (ic^  U2  ,  .  .  .  u^^^    ejusdem    proprietatis 
generalem  conflare   licet. 

„Si  igitur  symmetricum  aequationis  (1)  propositae  integrale 
„  generale  desideratur,  tale  ex  aequatione  F  (u^  U2  .  .  .  .  u^-2)  =  0 
„substitutionibus  (12.   6.  4.)  deinceps  factis  nasci  videmus." 


6. 
Addo  alteram  methodum  aequationis  (3)  integrandae: 

cujus    integrale    nota    ratione    ab    integratione    aequationum    vulgarium 
pendet: 

IL  dy^  :dy2'    ■  >    '  dy,,  =  B^.B^:    •  .  .:  B,,, 

Determinare  licet  dt  ita  ut  habeamus: 


III. 


ubi  brevitatis  causa  signa  y[j  «/g  .  .  .  .  pro  -J~,  —rf-  •  •  •  •  scripta  sunt. 

Talibus  aequationibus  differentialibus  satisfieri  potest  valorum  parti- 
cularium  systemate  hoc: 

y^  =  l^  e^t^     y^  =  1)2  e^i,    ....    y,,==  &,  e^^, 
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quos    enim   si    substituimus    in   aequationibus    antecedentibus    aequationes 
nanciscimur  conditionales: 


IV. 


A:b,+ 


Alb.A \-{AP-l)b^=Q, 


quibus  satisfieri  potest.  Quantitates  &i,  &2  5  •  •  •  ^n  eliminando  eadem 
aequatio  obtinetur,  quam  antea  designavimus  per  ü=  0,  cujus  radices 
sunt  ^1  ....  l^^.  Jam  patet  hujus  aequationis  cuique  radici  Ip  systema 
quoddam  coefficientium  bf\  b^f^  ....  &[f^  respondere,  e  quibus  unum  ex.  gr.  &i''^ 
ex  arbitrio  sumere  licet,  quo  reliqui  determinantur.  Habemus  igitur  tot 
systemata  valorum  particularium  ipsarum  ^i,  ?/2,  ....  i/n  q.^<^t  radices 
aequationis   U=  0  diversas. 

Ex   bis   valoribus  aequationes    integrales  completas    hoc  modo  com- 
ponere  licet: 


V. 


2/1  -  ri  K  e\^  +  r,  b';  e^  ^ VVn  ^P  eK\ 

y,  -  Yi  K  eh'  +  r,  V;  6V  -i \-y,bP  eK\ 


n  constantes  y^^  Y'27  -  -  •  •  Yn  arbitrarias  continentes.  Sed  has  aequationes 
secundum  constantes  arbitrarias  solvere  convenit,  quo  facto  nanciscimur 
aequationes  hujusmodi: 


VI. 


f    2/l  «i      +  2/2  ^2      +••••+  2/n  «n    =  /l  ^^^ 
Vi  ^1'     +  2/2  ^2       -\ •    •   +  2/n  «H 


Y2  eh^ 


[  tj,  aP  +  2/2  «r^  H h  2/n  «ir^  =  Yn  eK\ 


quae  aeque  ac  antecedentes  aequationes  sunt  integrales  aequationum  (III). 
Ad  coefficientes  a^f  determinandos,  aequationes  (III)  per  a^f^^  aiF\  ....  a^"^ 
multiplicemus,  unde  facta  additione  obtinemus: 

<  2/i  +  «r  ^;  H h  «r  P'n  =  «S"'  B,  +  alfB,  + h  «!f'  Bn, 

vel  aequationum  antecedentium  ope: 
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y^l^eh'  =.  a^^B,  +  af  B,  H Y  a^^ B,,, 

vel 

unde  coefficientes  aequalium  variabilium  comparando  hoc  fluit  aequa- 
tionum  System  a: 

j;'  «(P)  ^  ( j^'  _  A^)  «(P)  ^ 1_  ^;  «(D  _  0, 

4"' «?'  +       Af^  4"'  ^ h  (^i"' — y  «If*  =  0, 

quod  easdem  praebet  rationes  ipsarura  a'f\  a^f\  ....  ulf  ac  aequationes  (8) 
ipsarum  a[''\  a^i\  ....  a^^^.  Quam  ob  rem  pro  ß*^*  etiam  a^f  scribere  licet. 
Denique  eliminata  e'  ex  aequationibus  (VI)  vulgarium  aequationum  (II) 
difPerentialium  integrales  aequationes  obtinentur  hae: 

\^  J_ 

(y^a;  +  ?/2a;+ +  ^»0^'      =  _^L_ 

J_  J_ 


Ci, 


1  1-^2, 


;.» 


{y, «?"  +  %  <'  -\ —  +  ^„  «<r')'"  7;: 


1  1 


"       ^n—\  y 


(^i<^  +  %4''^+----  +  ^,a(;')/'^  ^ 


1  1 


unde     secundum    regulam     notam    integrale    aequationis    (I)    propositae 
componitur  hoc: 

/7(CiC2  ....  c,_i)  =  0 
quod  jam  antea  reperimus. 
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Nota.     Si  proponuntur  integrandae  aequationes 

~Jt~  —  ^1  +  ^1  A  =  0, 


earum  integralia  completa  inveniuntur  haec: 


x.-> : 


00,, 


Regiomonti,  d.  18.  Octob.  1842. 


6. 


Ueber  die    lineare  Construction   des   achten  Schnittpunktes 
dreier  Oberflächen  zweiter  Ordnung,   wenn  sieben  Schnitt- 
punkte derselben  gegeben  sind. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.    Band  26,   Seite   147  — 154.] 


Die  Abhandlung  „De  curvis  et  superficiebus  sec.  ord."  Bd.  20  p.  285 
dieses  Journals^),  enthält  unter  andern  auch  die  Lösung  der  Aufgabe: 

„Wenn    sieben  Schnittpunkte    dreier  Oberflächen   zweiter  Ord- 

„nung  gegeben  sind,  den  achten  Schnittpunkt  auf  lineare^)  Weise 

„zu  construiren". 

Dass    ich    diese   Aufgabe    zum    Gegenstande    eines    neuen    Aufsatzes 

mache,    geschieht   in   der  Absicht,    die  Auflösung    als   das  Resultat   rein 

geometrischer    Betrachtungen    darzustellen,    welche    mir    bei    der    ersten 

Behandlung    der   Aufgabe   in    der    angeführten   Abhandlung    wegen    der 

Neuheit  des  Gegenstandes  entgangen  sind. 


[1)  Nr.  2  (pag.  49)  dieser  Ausgabe.] 

2)  Um  Missverständnisse  zu  vermeiden,  bemerke  ich,  dass  ich  unter  einer  linearen  Con- 
struction eine  solche  verstehe,  welche,  von  gegebenen  Punkten  ausgehend,  sich  in  der  Ebene  nur 
der  geraden  Linie,  im  Räume  nur  der  Ebene  bedient.  Wenn  also  z.  B.  ein  Punkt  als  der  vierte 
Schnittpunkt  zweier  Kegelschnitte  bestimmt  wird,  von  denen  jeder  durch  fünf  bekannte  Punkte 
auf  ihm  gegeben  ist,  so  wird  diese  Bestimmung  nicht  linear  zu  nennen  sein,  wenn  auch  die  drei 
andern  Schnittpunkte  gegeben  sind.  Lineare  Constructionen  können  im  Allgemeinen  nur  da  ver- 
langt werden,  wo  durch  gewisse  gegebene  Punkte  nur  ein  einziger  gesuchter  Punkt  von  einer 
bekannten  Relation  zu  den  gegebenen  bestimmt  ist.  In  diesem  Sinne  kann  man  einen  beliebigen 
Punkt  der  Schnittcurve  zweier  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  von  welcher  irgend  acht  gegeben 
sind,  nicht  linear,  wohl  aber  mit  Hilfe  eines  Kreises  construiren.  Dagegen  lässt  sich  der  Punkt 
linear  bestimmen,  in  welchem  alle  Curven  dritter  Ordnung  zusammen  kommen,  welche  sämmtlich 
durch  acht  gegebene  Punkte  hindurchgehen. 
Hesse's  Werke. 
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6.   lieber  die  lineare  Constmction  des  achten  Schnittpunktes  etc. 


Wir  beginnen  mit  der  Untersuchung  der 

Aufgabe   1. 

„Es  sind  im  Räume  fünf  beliebige  Punkte  und  eine  beliebige 
„gerade  Linie  gegeben:  man  soll  die  Spitze  eines  Kegels  zweiter 
„Ordnung  construiren,  der  durch  die  gegebenen  Punkte  hin- 
„  durchgeht  und  die  gerade  Linie  als  Kante  auf  seiner  Mantel- 
„ fläche  enthält." 

Die  gegebenen  Punkte  seien  2,  3,  4,  5,  6  (vergl.  beistehende  Figur), 
und  Ä  die  gegebene  gerade  Linie.  Bezeichnen  wir  alsdann  mit  0  die 
gesuchte  Spitze  des  Kegels,  welche  auf  der  geraden  Linie  A  liegen  muss, 

weil  jede  Kante  des  Kegels  durch 
seine  Spitze  hindurchgeht,  so  schnei- 
den sich  nach  dem  Satze  von  Pascal 
die  drei  Ebenenpaare  023,  056;  A2, 
045;  Ä6,  034  in  drei  geraden  Linien 
a,  5,  c,  welche  in  einer  und  derselben 
Ebene  P  liegen  (die  genannten  Ebenen- 
paare sind  nämlich  die  gegenüber- 
liegenden Seitenflächen  einer  sechs- 
seitigen Pyramide,  deren  Kanten 
zugleich  Kanten  des  Kegels  sind). 
Umgekehrt;  wenn  ein  Punkt  0  auf 
der  geraden  Linie  Ä  gefunden  wird, 
von  der  Eigenschaft,  dass  die  drei 
auf  die  angegebene  Art  construirten 
Linien  a,  &,  c  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen,  so  muss  dieser  Punkt  0 
die  gesuchte  Spitze  des  Kegels  sein. 
Wenn  nun  gleich  durch  die  sechs  Punkte  und  die  gerade  Linie  A  die 
Linien  b  und  c  nicht  bekannt  sind,  so  ist  doch  auf  jeder  dieser  Linien 
ein  Punkt  gegeben:  auf  der  Linie  b  der  Schnittpunkt  (3  der  Ebene  A2 
und  der  Linie  4  5,  und  auf  der  Linie  c  der  Schnittpunkt  /  der  Ebene 
A6  und  der  Linie  3  4.  Die  Linie  ßy  liegt  aber  in  der  Ebene  P,  weil 
die  Linien  b  und  c  in  ihr  liegen.     Von    der  Linie  a   weiss   man  endlich, 
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dass  sie  die  Linien  A,  2  3,  5  6  schneidet,  und,  da  sie  ebenfalls  in  der 
Ebene  P  liegt,  dass  sie  auch  die  Linie /?;^  schneiden  muss.  Unsere  Auf- 
gabe führt  also  darauf  hinaus: 

„Eine  gerade  Linie  a  zu  construiren,  welche  vier  gegebene 
„gerade  Linien  A,  2  3,   5  6  und'  ßy  schneidet." 

Denn  wenn  man  diese  Linie  gefunden  hat,  so  wird  der  Schnittpunkt 
derselben  mit  der  ersten  Linie  A  die  gesuchte  Spitze  des  Kegels  sein. 
Man  bemerkt  auch  leicht  den  Zusammenhang  der  vorhergehenden  Auf- 
gabe  mit  der  folgenden: 

„Den  Schnittpunkt  der  geraden  Linie  A  und  eines  Hyper- 
„boloids,  welches  durch  die  Generatricen  derselben  Gattung  2  3, 
„5  6,  ßy  gegeben  ist,  zu  construiren." 

Denn  durch  diesen  Schnittpunkt  kann  man  eine  Generatrice  zweiter 
Gattung  des  genannten  Hyperboloids  (2  3,  5  6,  ßy)  ziehen,  welche  alle 
Generatricen  erster  Gattung,  mithin  auch  die  Linien  2  3,  5  6,  ßy  schneidet. 

Es  genügt  die  vorgelegte  Aufgabe  auf  die  letztere  zurückzuführen, 
von  welcher  der  Herr  Prof.  Steiner  im  zweiten  Bande  dieses  Journals 
pag.  268  eine  sehr  elegante  Auflösung  gegeben  hat.  Wir  bemerken  nur, 
dass  die  Linie  A  das  Hyperboloid  in  zwei  Punkten  o  und  0  schneidet. 
Man  kann  daher  zwei  Kegel,  die  wir,  wie  ihre  Spitzen,  mit  o  und  0 
bezeichnen  wollen,  construiren,  welche  auf  ihrer  Mantelfläche  die  Kante  A 
und  die  gegebenen  fünf  Punkte  enthalten.  Hat  man  nun  die  Spitzen  der 
beiden  Kegel  construirt,  so  sind  unmittelbar  noch  fünf  andere  Kanten 
jedes  dieser  Kegel  bestimmt.  Der  Satz  von  Pascal  lehrt  endlich,  alle 
anderen  Kanten  aus  fünf  gegebenen  zu  finden.  Demnach  können  wir  auf 
dem  angedeuteten  Wege  die  Construction  der  Kegel  selbst  vollenden. 

Die  beiden  Kegel  o  und  0  schneiden  sich  in  der  ihnen  gemein- 
samen Kante  A,  welche  ihre  Spitzen  verbindet,  und  ausserdem  in  einer 
Curve  doppelter  Krümmung  2  3  4  5  6....  Da  durch  die  Data  unserer 
Aufgabe  die  beiden  Kegel  o  und  0  bestimmt  sind,  so  wird  auch  ihre 
gemeinsame  Schnittcurve  dadurch  gegeben  sein,  und  wir  können  es  unter- 
nehmen, einen  beliebigen  Punkt  dieser  Curve  mit  Hilfe  der  gegebenen 
Bestimmungsstücke  zu  construiren.  Zu  diesem  Ende  bemerken  wir,  dass 
das  Hyperboloid    (2  3,   5  6,  ßy)   von   der   besondern  Lage   des  Punktes  4 

10* 
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auf  der  Sclmittcurve  2  3  4  5  6....  der  beiden  Kegel  unabhängig  ist.  Denn 
wenn  man  durch  o  und  0  die  beiden  Linien  zieht,  welche  die  Linien  2  3 
und  5  6  schneiden,  so  werden  diese  und  die  Linie  3  5  für  das  Hyperboloid 
zu  drei  Generatricen  zweiter  Gattung,  durch  welche  das  Hyperboloid 
ebenfalls  bestimmt  ist.  Zieht  man  demnach  durch  einen  beliebigen  Punkt  7 
der  Schnittcurve  2  3  4  5  6....  die  Geraden  7  5  und  7  3,  welche  die  Ebenen 
Ä2  und  ^  6  in  den  Punkten  ß' y  schneiden,  so  wird  die  Gerade  ß' y 
zu  einer  Generatrice  erster  Gattung.  Umgekehrt:  wenn  man  durch  die 
Schnittpunkte  ß'  und  y  einer  beliebigen  Generatrice  erster  Gattung, 
mit  den  Ebenen  A  2  und  A  6  die  Linien  /?'  5  und  y  3  zieht,  so  schneiden 
sich  dieselben  in  einem  beliebigen  Punkte  7  der  Curve,  welcher  in  dem 
Falle,  dass  man  statt  ß'  y[  die  Generatrice  ßy  wählt,  mit  dem  Punkte  4 
zusammenfällt.  Auf  diese  Weise  entspricht  jeder  Generatrice  erster  Gat- 
tung ein  Punkt  der  Curve.  Den  Punkten  2  und  6  entsprechen  die  Gene- 
ratricen 2  3  und  5  6.  Bezeichnet  man  den  Schnittpunkt  der  Linie  3  5  und 
der  Ebene  A2  mit  ß'\  so  entspricht  die  durch  diesen  Punkt  gezogene 
Generatrice  erster  Gattung  dem  Punkte  3,  und  auf  gleiche  Weise  ent- 
spricht die  Generatrice  von  derselben  Gattung,  welche  durch  den  Schnitt- 
punkt y^  von  3  5  und  A  6  geht,  dem  Punkte   5. 

Den  durch  o  und  0  gezogenen  Generatricen  erster  Gattung  ent- 
sprechen ferner  die  Punkte  o  und  0,  Es  schneidet  also  die  Curve 
2  3  4  5  6....  die  Gerade  A  zwei  Mal ,  und  zwar  in  den  Spitzen  der 
Kegel,  welche  die  vorgelegte  Aufgabe  verlangt.  Wir  haben  also  fol- 
genden Satz: 

Lehrsatz   1. 

„Wenn    zwei    Kegel    zweiter    Ordnung    sich    in    einer  geraden 

„Linie    schneiden,    so    schneiden   sie   sich   überdies   noch  in  einer 

„Curve    doppelter  Krümmung,    welche  von  der    geraden  Linie  in 
„zwei  Punkten  getroffen  wird." 

Woraus  erhellt,  dass  unsere  Aufgabe  darin  besteht,  diese  beiden 
Schnittpunkte  zu  construiren,  wenn  die  gerade  Linie  und  fünf  Punkte 
der  Curve  gegeben  sind.  Zugleich  entnehmen  wir  aus  dem  Vorher- 
gehenden die  Auflösung  folgender  Aufgabe: 
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Aufgabe  2. 

„Zwei  Kegel  zweiter  Ordnung  schneiden  sich  in  einer  beliebig 
„gegebenen  geraden  Linie  A  und  gehen  überdies  durch  fünf  be- 
„ liebig  gegebene  Punkte  2,  3,  4,  5,  6:  es  soll  ein  beliebiger 
„anderer,  den  beiden  Kegeln  gemeinsamer  Punkt  7  auf  lineare 
„Weise  construirt  werden." 

Dieser  Punkt  wird  auf  folgende  Art  gefunden.  Man  ziehe  die 
Linien  4  5  und  43,  welche  die  Ebenen  Ä2  und  Ä6  respective  in  den 
Punkten  ß  und  y  schneiden.  Die  drei  Geraden  2  3,  5  6,  ßy  betrachte 
man  als  die  Generatricen  gleicher  Gattung  eines  Hyperboloids  und  con- 
struire  auf  demselben  eine  beliebige  andere  Generatrice  gleicher  Gattung. 
Diese  schneide  die  Ebenen  Ä  2  und  J.  6  in  den  Punkten  /?'  und  /. 
Zieht  man  alsdann  die  Linien  /3'5  und  yS,  so  schneiden  sich  dieselben 
in  dem  gesuchten  Punkte  7. 

Die  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  beschriebene  Figur  haben 
wir  construirt,  indem  wir  die  fünf  Punkte  2,  3,  4,  5,  6  und  die  gerade 
Linie  Ä  als  beliebig  gegeben  annahmen.  Es  lässt  sich  aber  auch  diese 
Figur  vervollständigen,  wenn  wir  die  sechs  Punkte  2,  3,  4,  5,  6,  7  auf 
der  Schnittcurve  der  beiden  Kegel  als  beliebig  gegeben  annehmen  und 
ausserdem  die  Bestimmung  machen,  dass  die  nicht  gegebene  Gerade  J., 
in  welcher  sich  die  beiden  Kegel  schneiden,  durch  einen  beliebig  ge- 
gebenen Punkt  1  hindurchgehen  soll.  Dadurch  ist  sowohl  das  Hyper- 
boloid (2  3,  5  6,  /?/),  als  auch  die  Gerade  A  bestimmt;  was  wir  jetzt 
darthun  wollen.  Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  die  Linien  ßß'  und  //. 
Die  erstere  schneide  die  Gerade  12  in  i?,  die  andere  die  Gerade  16 
in  G,  Diese  beiden  Punkte  sind  durch  die  gegebenen  Punkte  1,  2,  3, 
4,  5,  6,  7  bestimmt.  Der  erstere  nämlich  als  Schnittpunkt  der  Ge- 
raden 1 2  und  der  Ebene  4  5  7,  der  andere  als  Schnittpunkt  der  Ge- 
raden 1  6  und  der  Ebene  4  3  7.  Es  schneide  ferner  die  Ebene  2  3  7  die 
Gerade  5  6  im  Punkte  G'  und  die  Ebene  5  6  7  die  Gerade  2  3  im 
Punkte  B\  Alsdann  sind  die  Geraden  ß'  B'  und  y  G'  Generatricen  von 
der  zweiten  Gattung  und  schneiden  mithin  jede  Generatrice  von  der 
ersten  Gattung,  unter  diesen  auch  die  Gerade  ßy.  Nun  haben  wir  aber 
zwei    vom    Punkte    ß'    ausgehende    Linien  ß' B'    und    ß' ßB^    welche    die 
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Generatrice  ß y  schneiden;  woraus  wir  schliessen,  dass  die  Punkte  ß\  B\ 
/?,  B  in  derselben  Ebene  liegen.  Mithin  wird  die  Generatrice  ßy  von 
der  Geraden  BB'  und  auf  gleiche  Weise  von  der  Geraden  GG'  geschnitten. 
Dieses  sind  aber  Geraden,  welche  sich  durch  die  gegebenen  Punkte  1,  2, 
3,  4,  5j  6,  7  bestimmen  lassen.  Bemerken  wir  endlich,  dass  die  Gene- 
ratrice ßy  in  der  Ebene  345  liegt,  so  ist  es  ersichtlich,  dass  die  ge- 
nannte Ebene  von  den  Geraden  GG'  und  BB'  in  zwei  Punkten  dieser 
Generatrice  getroffen  wird.  Durch  diese  Schnittpunkte  ist  aber  die  dritte 
Generatrice  und  mit  ihr  das  ganze  Hyperboloid  (2  3,  5  6,  ßy)  bekannt, 
zu  dessen  Bestimmung  die  beiden  ersten  Generatricen  2  3  und  5  6  ge- 
geben sind. 

Die  Punkte  ßy  auf  der  dritten  Generatrice  werden  als  die  Schnitt- 
punkte dieser  Linie  und  der  Geraden  4  5  und  4  3  gefunden.  Die  Gerade  Ä 
bestimmt  man  endlich  als  die  Schnittlinie  der  Ebenen   1  2  ß  und  16  y. 

Diese  Betrachtung  enthält  die  Lösung  folgender  Aufgabe: 

Aufgabe  3. 

„Zwei  Kegel  zweiter  Ordnung  schneiden  sich  in  einer  Ge- 
„raden  A  und  überdies  in  einer  Curve  doppelter  Krümmung:  es 
„soll  die  Gerade  Ä  construirt  werden,  wenn  ein  Punkt  1  auf  ihr, 
„und  6  Punkte  2,  3,  4,  5,  6,  7  der  Schnittcurve  der  beiden  Kegel 
„beliebig  im  Räume  gegeben  sind." 

Man  bestimme  die  Punkte 

j5  =  (745,12),  ö  =  (734,61), 

i?'=  (756,23),  (9'=  (723,56). 

B  bedeute  den  Schnittpunkt  der  Ebene  7  4  5  und  der  Geraden  1  2  etc. 
Die  Schnittpunkte  der  Geraden  BB'  und  GG'  mit  der  Ebene  3  45  ver- 
binde man  durch  eine  gerade  Linie  und  bezeichne  die  Schnittpunkte 
dieser  Linie  mit  den  Linien  4  5  und  4  3  mit  ß  und  y.  Alsdann  schneiden 
sich  die  Ebenen   16/  und   1  2  /9  in  der  gesuchten  Geraden  Ä. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  mit  der  vorhergehenden  Aufgabe  zu- 
gleich die  folgende  gelöset  ist. 


6.    lieber  die  lineare  Construction  des  achten  Schnittpunktes  etc.  79 

Aufgabe  4. 

„Es  sind  irgend  sieben  Punkte  als  die  Schnittpunkte  dreier 
„  Oberflächen  zweiter  Ordnung  gegeben :  man  soll  auf  lineare  Weise 
„den  achten  Schnittpunkt  construiren.* " 

Bezeichnen  wir  die  acht  Schnittpunkte  dreier  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  mit  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8  und  ziehen  eine  Gerade  Ä  durch  die 
Punkte  1  und  8,  so  können  wir,  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  1 
angedeutet  ist,  zwei  Kegel  zweiter  Ordnung  construiren,  die  sich  in  der 
Geraden  Ä  schneiden  und  durch  die  fünf  Punkte  2,  3,  4,  5,  6  hindurch- 
gehen. Diese  Kegel  gehen  aber  durch  die  sieben  Punkte  1,  8,  2,  3,  4,  5,  6 
hindurch:  sie  gehen  also  auch  durch  den  Punkt  7,  weil  bekanntlich  alle 
Oberflächen  zweiter  Ordnung,  die  durch  sieben  Punkte  hindurchgehen, 
sich  noch  in  einem  durch  diese  bestimmten  achten  Punkt  schneiden.  Der 
Punct  7  liegt  also  in  der  Curve  doppelter  Krümmung,  in  welcher  sich 
die  beiden  Kegel  schneiden.  Nehmen  wir  nun  die  sechs  auf  dieser  Curve 
gelegenen  Punkte  2,  3,  4,  5,  6,  7  und  den  Punkt  1  auf  der  Geraden  Ä 
als  gegeben  an,  so  lehrt  die  Auflösung  der  vorhergehenden  Aufgabe  diese 
Gerade  Ä  finden,  welche  durch  den  gesuchten  achten  Punkt  8  hindurch- 
geht. Vertauschen  wir  endlich  den  Punkt  1  mit  irgend  einem  anderen 
Punkte  2,  3,  4,  5,  6,  7,  so  finden  wir  auf  gleiche  Weise  eine  zweite 
Gerade  A,  welche  die  erste  in  dem  gesuchten  Punkte  8  schneidet. 

Um  der  angedeuteten  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe  eine  über- 
sichtlichere Form  zu  geben,  wollen  wir  die  angestellten  Betrachtungen 
dazu  benutzen,  einen  Lehrsatz  über  die  acht  Schnittpunkte  dreier  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  herzuleiten,  aus  welchem  unmittelbar  die  Con- 
struction eines  dieser  Punkte,  wenn  die  andern  gegeben  sind,  sich  ergiebt. 
Zu  diesem  Zwecke  wiederholen  wir,  dass  die  Gerade  ßy  von  der  Geraden 
BB'  (so  wie  von  GG')  geschnitten  wird.  Wenn  wir  demnach  die  End- 
punkte BB'  der  leti^teren  Geraden,  wie  vorhin,  durch  die  übersichtlicheren 

Zeichen  5  =  (745,12)  J5'=  (756,23)  etc darstellen,    so    haben   wir, 

da  ß  der  Schnittpunkt  von  Ä2  und  4  5,  /  der  Schnittpunkt  von  A6 
und  3  4  ist,  und  die  Punkte  1  und  8  in  der  Geraden  A  liegen,  ganz 
analog:  /?==  (812,45),  ;/  =  (861,34);  woraus  sich  folgender  Lehrsatz 
ergiebt : 
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Lehrsatz  2. 

„Wenn  die  acht  Schnittpunkte  dreier  Oberflächen  zweiter  Ord- 
„nung  mit  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8  bezeichnet  werden,  so  liegen 
„die  4  Punkte 

(812,45),       (861,34),       (745,12),       (756,23) 

„oder,  was  dasselbe  ist,  die  Schnittlinie  (745,812)  und  die  beiden 
„Punkte  (861,34)  und  (756,23)  in  einer  und  derselben  Ebene." 

Man  erhält  aus  diesen  andere  Relationen,  wenn  man  die  Zeichen 
für  die  acht  Schnittpunkte  beliebig  vertauscht.  Wir  bezeichnen  ferner 
die  Gersideßy  mit  (812,45)  (861,34)  und  mit  (IV),  die  Gerade  J5J?'  mit 
(745,12)    (756,23)  und  mit  II  und  auf  analoge  Weise  die  Geraden: 

(734,61)  (745,12)  mit  I  (834,61)  (845,12)   mit  (I) 

(745,12)  (756,23)  „     II  (845,12)  (856,23)     „     (II) 

(756,23)  (761,34)  „     III  (856,23)  (861,34)     „     (III) 

(761,34)  (712,45)  „      IV  (861,34)  (812,45)      „      (IV) 

(712,45)  (723,56)  „     V  (812,45)  (823,56)     „     (V) 

(723,56)  (734,61)  „      VI  (823,56)  (834,61)     „     (VI). 

Diese  Ausdrücke  sind  so  gebildet,  dass  jeder  folgende  aus  dem  vor- 
hergehenden entsteht,  wenn  man  für  1,  2,  3,  4,  5,  6  respective  2,  3,  4,  5, 
6,  1  setzt.  Die  ersten  auf  diese  Weise  bezeichneten  sechs  Linien  bilden 
nun  ein  nicht  ebenes  Sechseck  -4,  dessen  gegenüberliegende  Seiten  sich 
schneiden.  Man  kann  daher  durch  je  zwei  gegenüberliegende  Seiten 
dieses  Sechsecks  eine  Ebene  legen.  Diese  drei  Ebenen  schneiden  sich  in 
dem  Punkte  7.  Ebenso  bilden  die  zweiten  sechs  Linien  ein  Sechseck  B. 
Legt  man  durch  je  zwei  gegenüberliegende  Seiten  dieses  Sechsecks  eine 
Ebene,  so  schneiden  sich  die  drei  iCbenen  im  Punkte  8.  In  jedem  dieser 
Sechsecke  schneidet  also  jede  ungerade  Seite  jede  gerade  Seite.  Wenn 
wir  aber  die  beiden  Sechsecke  mit  einander  vergleichen,  so  finden  wir, 
dass  jede  gerade  Seite  des  einen  jede  gerade  Seite  des  andern  und  jede 
ungerade  Seite  des  einen  jede  ungerade  Seite  des  andern  schneidet.  Denn 
es  schneidet  z.  B.,  wie  oben  bemerkt  wurde,  die  Gerade  II  die  Gerade  (IV). 
Da  aber  (IV)  in  II  und  II  in  (VI)  übergeht,  wenn  man  statt  1,  2,  3,  4, 
5,   6,   7,  8  respective  5,  6,   1,   2,  3,  4,  8,   7  setzt,  so  schneiden  sich  auch  II 
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und  (VI).     Endlich  schneiden  sich  die  Goraden  II  und  (II),  weil  beide  in 

derselben  Ebene  12  3  liegen,  etc Um  die  Eckpunkte  des  Sechsecks  A 

zu  bestimmen,  verbinde  man  die  Punkte  1,  2,  ....  6  der  Reihe  nach  durch 
gerade  Linien,  wodurch  ein  Sechseck  H  entsteht.  Jede  Seite  dieses  Sechs- 
ecks wird  von  der  durch  die  gegenüberliegende  Seite  und  den  Punkt  7 
gelegten  Ebene  in  einem  Punkte  geschnitten,  der  zugleich  eine  Ecke  des 
Sechsecks  A  ist.  Ferner  wird  jede  Seite  des  Sechsecks  H  von  der  durch 
die  gegenüberliegende  Seite  und  den  Punkt  8  gelegten  Ebene  in  einem 
Punkte  geschnitten,  der  zugleich  eine  Ecke  des  Sechsecks  B  ist.  Diese 
Bemerkungen  lassen  sich  nun  in  folgendem  Satze  zusammenfassen: 

Lehrsatz  3. 
„Von  den  acht  Schnittpunkten  dreier  Oberflächen  zweiter  Ord- 
„nung  betrachte  man  irgend  sechs  als  die  Ecken  eines  Sechsecks  H 
„und  schneide  die  aufeinander  folgenden  Seiten  dieses  Sechsecks 
„durch  Ebenen,  welche  durch  die  gegenüberliegenden  Seiten  und 
„den  siebenten  Schnittpunkt  gelegt  sind.  Die  Schnittpunkte  der 
„Seiten  betrachte  man  in  der  Reihe,  wie  sie  auf  den  auf  einander 
„folgenden  Seiten  des  Sechsecks  H  liegen,  als  die  Ecken  eines 
„zweiten  Sechsecks  A.  Auf  gleiche  Weise  bilde  man  ein  drittes, 
„dem  ersten  Hin  dem  Sinne  der  Peripherie  einbeschriebenes  Sechs- 
„eck  B,  von  welchem  jede  Ecke  in  einer  Seite  des  Sechsecks  // 
„und  in  der  durch  die  gegenüberliegende  Seite  und  den  achten 
„Schnittpunkt  gelegten  Ebene  liegt.  Alsdann  liegen  die  Seiten 
„der  Sechsecke  A  und  B  auf  demselben  Hyperboloid." 
Wenn  von  diesen  drei  Sechsecken  irgend  zwei  gegeben  sind,  so  kann 
man  durch  eine  leichte  Construction  das  dritte  finden.     Sind  nun  von  den 

acht  Schnittpunkten  1,  2, 8  dreier  Oberflächen  zweiter  Ordnung  die 

sieben  ersten  gegeben,  so  sind  mit  ihnen  auch  die  Sechsecke  H  und  A 
gegeben.  Das  Sechseck  B  lässt  sich  aber  mit  Hülfe  der  beiden  ersten 
leicht  construiren.  Legt  man,  nachdem  man  diese  Construction  ausge- 
führt hat,  drei  Ebenen  durch  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  Sechs- 
ecks B,  so  schneiden  sich  dieselben  in  dem  gesuchten  Punkte  8. 

Königsberg,  am   10.  Mai   1843. 
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Ueber  die  Bildung  der  Endgleichung,  welche  durch  Elimination 
einer  Variabein  aus  zwei  algebraischen  Gleichungen  hervor- 
geht, und  die  Bestimmung  ihres  Grades. 

[Journal   für   die   reine    und    angewandte    Mathematik.    Band  27,   Seite   1 — 5.] 


Die  Aufgabe,  eine  Variable  aus  zwei  algebraischen  Gleichungen  zu 
eliminiren,  kann  auf  die  Bildung  einer  aus  den  Coefficienten  der  nach 
den  Potenzen  der  Variabein  geordneten  Gleichungen  zusammengesetzten 
Determinante  zurückgeführt  werden,  und  die  Eigenschaften  der  End- 
gleichung ergeben  sich  leicht  aus  der  Untersuchung  dieser  Determinante. 
Die  Determinanten  sind  aber  ein  Gegenstand  vielfältiger  Untersuchungen 
gewiesen,  so  dass  es  kaum  mehr  als  der  Zurückführung  der  ersten  Auf- 
gabe auf  die  zweite  bedarf,  um  den  Grad  der  Endgleichung  zu  bestimmen 
oder  damit  verwandte  Aufgaben  zu  lösen.  Die  Idee,  die  Endgleichung 
unter  der  Form  einer  gleich  0  gesetzten  Determinante  zu  betrachten^ 
finden  wir  zuerst  von  Herrn  Professor  Jacob i  Bd.  15  S.  101  dieses 
Journals  ausgeführt.  Während  aber  an  dem  angeführten  Orte  die  Com- 
ponenten  der  Determinante  bestimmte  Functionen  der  Coefficienten  der 
nach  den  Potenzen  der  Variabein  geordneten  Gleichungen  sind,  werden 
wir  im  Folgenden  die  Endgleichung  unmittelbar  aus  den  erwähnten 
Coefficienten  zusammensetzen,  wodurch  w4r  eine  bequeme  Einsicht  in  die 


Natur  dieser  Gleichung  erhalten. 


u^ 
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Die  gegebenen  und  nach  den  Potenzen  der  Variabein  x  geordneten 
Gleichungen  vom  wten  und  mten  Grade  seien: 

■B,  ==  K,  ^-  +  &,_^  ^-1  +  h,^_,  ^-^  H Y.h,x  +  h,x'  =  o, 

Aq  ==  a^  x''  -\-  a,,_i  x'^~^  -\-  a,,_2  x''"^  -\-  -  -  -  -  -\-  a^  x  -\-  üq  x^  =  0, 

Setzt  man  alsdann  x^  Äq  =  A^,  x'^  Bq  =  B^,  so  erhält  man,  wenn 
man  der  Grösse  p  nach  einander  die  Werthe  m — 1,  m  —  2,  ....  1,  0, 
und  der  Grösse  q  die  Werthe  n  —  1,  n  —  2,  ....   1,   0  zutheilt : 


v,wi— 2 


A^     =  cin^'' -^^ ^i-  a^x-\-  üqX^^ 

B^,_^  =  h,,  x'^'^''-'^  +  &,,_!  ;r"+^-^  +  &,,_2  x^'^'^-^  -\ \x''-\-h,  x''-\ 

So     =  Koo'''-\ ^b,x  +  box'. 

Betrachtet  man  in  diesen  Gleichungen  die  verschiedenen  Potenzen 
von  X,  nämlich  :r'''+*'~\  0?^^+''--,  ....  x,  x^,  als  die  Unbekannten,  so  erhält 
man  durch  Auflösung  dieser,  wie  zu  bemerken,  linearen  Gleichungen, 
Brüche  von  demselben  Nenner,  der  mit  P  bezeichnet  werden  mas". 
Dieser  Nenner   ist  die  Determinante    der  Coefficienten    der  Unbekannten. 

Setzt  man  nun  Ao  =  A^ =  A^,_^  =  Bq  =  B^ ==  B^^_^  =  0,  so  hat 

man  m-\-n  lineare  und  homogene  Gleichungen  in  Rücksicht  auf  die  m-\-n 
Unbekannten.  Diese  Gleichungen  können  im  Allgemeinen  nicht  zugleich 
erfüllt  werden.  Die  Bedingung,  unter  welcher  dieses  möglich  ist,  oder,  mit 
andern  Worten,   das  Resultat  der  Elimination  ist  bekanntlich:   P  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  die  gesuchte  Endgleichung.  Denn  wenn  man  x 
den  Werth  der  Variabein  bedeuten  lässt,  welcher  den  beiden  Gleichungen 
Aq  =  0  und  Pq  :=  0  zu  gleicher  Zeit  genügt,  so  hat  man  Aq  =:  A^  == 
'  ■  '  =z  A,,,_^  =  Bq=  B^  =  '  ■  =  B^^_i  =  0.  Eliminirt  man  daher  aus 
obigen  m  -]-  n  Gleichungen,  in  welchen  Aq  =  A^  =^  ■  ■  -  •  ==  A,,_^  =z  Bq^= 
B^  =  ■  ■  ==  B^_i  =  0  gesetzt  worden,  sämmtliche  Potenzen  von  x^  als 
ob  sie  verschiedene  Unbekannten  wären,  so  wird  das  Resultat  der  Elimi- 
nation die  genannte  Gleichung  P  ==  0  sein,  welche  mit  Aq  ==  0  und 
Bq  =  0  zugleich  erfüllt  wird  und"  nicht  mehr  die  Variable  x  enthält. 
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Um  die  einzelnen  Glieder  der  Determinante  P  zu  bilden,  kann  man 
sich  bequem  folgender  Tafel  bedienen. 


1 

1 

2 

3 

.... 

.... 

....  !....[.... 



m-\-n  —  \ 

m-xn 

«. 

«n-l 

««-2 

«2 

"l 

«0 

0 

0 

ü 

0 

0 

2 

0 

«« 

««-1 

«3 

«2 

«1 

«0 

0 

0 

0 

0 

3 

0 

0 

«» 

«4 

«3 

«2 

«1 

«0 

0 

0 

0 

* 

m —  1 

0 

0 

0 

0 

«« 

«n-1 

««-2 



«2 

«1 

«0 

0 

m 

0 

0 

0 

0 

0 

«„ 

««-1 

«3 

«2 

«1 

«0 

mi-l 

K 

K-1 

K-^ 

— 

\ 

^ 

^ 

0 

0 

0 

0 

0 

m  +  2 

0 

K 

K-. 

\ 

'^2 

^ 

\ 

0 

0 

0 

0 

m+3 

0 

0 

K 

K 

^'3 

^2 

K 

^0 

0 

0 

0 

• 

w  +  w  —  1 

0 

0 

0 

0 

K 

^.-1 

K-. 

^2 

\ 

\ 

0 

m-\-n 

0 

0 

0 

0 

0 

^„- 

711 — 1 

^3 

\ 

^ 

\ 

Bezeichnet  man  nämlich  die  in  der  Äten  Horizontalreihe  und  in  der 
^^.ten  Verticalreihe  stehende  Grösse  mit 


(ö 


und  lässt  ii,  4, ....  i,n-\-n  di®  Zahlen  1,  2,  3,  ....  m-f-^  in  beliebiger  Reihen- 
folge bedeuten^  so  ist  ein  beliebiges  Glied  der  Determinante  das  Product 


a)-G)-©--("t:) 


-\-n 

Aus  diesem  Gliede  erhält  man  durch  alle  möoflichen  Permutationen 


der  untern  Zahlen  ^l,  4 


^mA-n 


alle  Glieder  der  Determinante;   wobei 


man  jedem  Gliede  das  positive  oder  negative  Zeichen  zu  geben  hat,  je 
nachdem  die  entsprechende  Permutation  eine  positive  oder  eine  negative 
ist  (welche  Benennung  durch  die  Abhandlung  des  Herrn  Prof.  Jacobi 
über  die  Determinanten  Bd.   22  genugsam  bekannt  ist). 

Aus  dieser  Bild ungs weise  der  Gleichung  P  =  0  ist  ersichtlich,  dass 
dieselbe  in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  a,^ .  .  .  .  %  den  Grad  m,  in  Rück- 
sicht auf  die  Coefficienten  &„, &o  ^^^  Grad  n,  endlich  in  Rücksicht  auf 

sämmtliche  Coefficienten  den  Grad  m^n  erreicht.    Nun  weist  aber  Euler 
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in  den  Memoiren  der  Berl.  Akad.  Tom.  IV,  1748,  pag.  234  etc.  nach, 
dass  die  Endgleichung,  wenn  sie  keinen  überflüssigen  Factor  enthält,  in 
Rücksicht  auf  alle  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichungen  vom  Grade  m-{-n 
ist.  Mithin  enthält  unsere  Gleichung  P=  0  keinen  überflüssigen  Factor. 
Nehmen  wir  nun  an,  die  Coefficienten  a^  und  bp  seien  Functionen 
einer  zweiten  Variabein,  und  bezeichnen  der  Kürze  wegen  durch  die- 
selben Buchstaben  a^  und  h^  respective  die  Grade  dieser  Functionen,  so 
vs^ird  der  Grad  des  beliebigen,  oben  angegebenen  Gliedes  in  P  durch 
die  Summe  ausgedrückt  werden: 

a)+a)+©+--rt:> 

Da  aber  das  Glied  vom  höchsten  Grade  zugleich  den  Grad  der  Gleichung 
bestimmt,  so  wird  das  Maximum  der  genannten  Summe  für  die  verschiedenen 
Permutationen  der    untern  Zahlen    den  Grad    der  Endgleichung   ergeben. 

Ueber  die  Bestimmung  der  symmetrisclieii  Functionen  der  Wurzeln  einer  gegebenen 

algebraischen  Grleicliung. 

Irgend  ein  Glied  einer  gegebenen  ganzen  rationalen  Function  U  vom 
^ten  Grade  der  n  Wurzeln  ^^ ,  Xo^,  ....  x^^  der  Gleichung  Aq  =  0  lässt 
sich  in  der  Form 

c  .  x"^'  x%^  xl^ .  .  ,  .  xy 

darstellen,  wo  die  Exponenten  a^^  a^,  .  ,  .  .  a.^^  irgend  welche  gleiche  oder 
ungleiche  unter  den  Zahlen  0,  1,  2,  3,  ....  ;p  bedeuten,  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  cci  -{-  (^2 ' '  -\-  ^n  ^  P  sei.  Der  von  den  W^urzeln  unabhängige 
Coefficient  c  dieses  Gliedes  möge  der  Bequemlichkeit  wegen  durch 

bezeichnet  werden,  worauf  dann  das  aus  der  symmetrischen  Function  U 
herausgehobene  Glied  die  Form 

(«1  cfg a,;)  x^'  X2' 0^^ 

erhält.  Die  Natur  der  symmetrischen  Function  verlangt  aber,  dass  in 
ihr  alle  verschiedenen  Glieder  vorkommen,  welche  durch  die  Per- 
mutation der  Wurzeln  x^,  x^^  ....  x^  mit  einander  aus  diesem  Gliede 
entstehen.     Die  Summe  dieser  Glieder  wollen  wir  durch 

(«1^2  ....  a;):Ex\'xl^.,.,xl- 
oder  kürzer  durch 
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bezeichnen.  Unter  dieser  Voraussetzung  kann  die  symmetrische  Function  U 
als  die  Summe  der  Glieder  (cf^  cfg  . . .  .  ^J  [a^a^  ,  . .  .  cf J  dargestellt  werden, 
indem  man  für  a^,  ^2,  .  . .  .  cf,,  alle  gleichen  und  ungleichen  Zahlen  0,  1, 
2,  ....  p  setzt;  unter  der  Beschränkung^  dass  die  Summe  c^i  +  ^^2  +  •  •  •  +  ^w 
die  Zahl  p  nicht  übersteigen  dürfe.     Demnach  haben  wir: 

Nehmen  wir  an,  q  sei  eine  ganze  Zahl,  kleiner  als  p,  so  wird  unter 
der   Bedingung 

^1  +  ^2  H [-  (^n  =  q 

jene  Function   ü  homogen  und  vom  gten  Grade  sein. 

Da  eine  beliebige  symmetrische  Function  der  Wurzeln  auf  die  ge- 
nannte Weise  aus  den  einfachen  symmetrischen  Functionen 

[a^a^ a,,] 

zusammengesetzt  werden  kann,  so  wollen  wir  letztere  die  Elemente  der 
symmetrischen  Function  nennen.  Wir  werden  nun  zeigen,  wie  diese  Ele- 
mente durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  ^^  =  0  ausge- 
drückt werden  können. 

Euler  gelangt  an  dem  oben  angegebenen  Orte  zu  der  durch  Elimi- 
nation von  X  aus  den  Gleichungen  Äq=  0^  Bq=  0  (welche  wir  jetzt  durch 
f(x)  =  0  und  (p  (x)  ==  0  bezeichnen  wollen),  hervorgehenden  Endgleichung, 
indem  er  die  Wurzeln  der  ersten  Gleichung  x^,  x^^  • .  .  .  x,,  nach  einander 
in  die  zweite  setzt;  wodurch  sich  n  Gleichungen  ergeben,  deren  Product: 

cp  (^i)  .  (p  (^2) q)  {x,,)  =  0 

die  gesuchte  Endgleichung  wird,  wenn  man  den  linken  Theil  der  Gleichung 
nach  den  verschiedenen  Producten  der  Coefficienten  &,,,,  b^^^_^^  . .  .  ,  b^  der 
zweiten  Gleichung  entwickelt  und  die  symmetrischen  Functionen  der 
Wurzeln  x^,  X2,  .  .  .  .  x,,^  mit  welchen  jene  Producte  multiplicirt  sind,  durch 
die  Coefficienten  der  ersten  Gleichung  ausdrückt.  Ein  beliebiges  Glied 
der  Entwicklung  jenes  Products  ist  von  der  Form: 

und  die  Gleichung  selbst  ist 

wo  a^j  c^2j  •  •  •  •  ^n  die  Zahlen  0,  1,  2, m,  gleiche  oder  ungleiche,  bedeuten. 
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Man  erhält  also  die  Endgleichung,  wenn  man  die  Elemente  [of^  c^g  •  •  •  •  ^J 
der  symmetrischen  Function  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung /"(^c)  =  0 
ausdrückt  und  in  die  angegebene  Gleichung  substituirt.  Die  Bildung  dieser 
Ausdrücke  der  Elemente  macht  aber  grössere  Schwierigkeit,  als  die  ange- 
gebene Bildung  der  Endgleichung  P  =  0.  Man  wird  es  daher  vorziehen, 
umgekehrt  durch  die  Endgleichung  die  Elemente  der  symmetrischen 
Functionen  zu  bestimmen. 

Die  durch  die  Elimination  von  x  aus  den  Gleichungen  f  {x)  =  ^  und 
ip  {x)  =  0  hervorgehende  Endgleichung  ist  sowohl 

^  ^a,  '^a, ^a,,  K  ^2 ^ J  =  0  ,  als       P  =  0, 

deren  linke  Theile,  wenn  man  die  Coefficienten  b„,,  &m-i?  ••••  ^o  ^^r 
Gleichung  cp  (x)  =  0  als  variabel  betrachtet,  abgesehen  von  einem  con- 
stauten  Factor,  gleich  sein  müssen.  Nun  ist  aber  in  dem  linken  Theile 
der  ersten  Gleichung  der  Coefficient  von  b^  gleich  [0  0 . . . .  0]  ■=:  1.  Dividiren 
wir  daher  P  durch  den  Coefficienten  von  J^,  welchen  diese  Potenz  in  der 
Entwicklung  von  P  hat,  und  den  wir  mit  ^  bezeichnen  wollen,  so  wird 

p 

aus  welcher  Gleichung  durch  Gleichstellung  der  Coefficienten  gleicher 
Producte  der  Variabein  ?;„,,  &,„_i,  .  . .  .  &o  die  Elemente  der  symmetrischen 
Functionen  der  gegebenen  Gleichung  f{x)  =  Q  sich  als  Functionen  der 
Coefficienten  dieser  Gleichung   ergeben. 

Will  man  auf  diese  Weise  sämmtliche  Elemente  einer  symmetrischen 
Function  vom  jpten  Grade  bestimmen,  so  wird  man,  um  unnöthige  Rech- 
nungen zu  vermeiden,  m,  welches  den  Grad  der  Gleichung  ip{^x)  =  ^ 
angiebt,  und  über  welches  man  nach  Belieben  verfügen  kann,  gleich  p 
setzen.  Unter  dieser  Voraussetzung,  oder  auch  wenn  m>p  ist,  geht 
der  Ausdruck  P:d  in  den  Werth  der  symmetrischen  Function  ü  über, 
wenn  man  in  der  Entwicklung  des  ersteren  nach  den  verschiedenen  Pro- 
ducten  der  Coefficienten  h^,,  bm-u  .  •  •  •  &o  statt  der  Producte  ba^ .  ba^  .  .  .  .  ba^^ 
die  Null  oder  {a^  a^  .  .  ,  .  a^)  setzt,  je  nachdem  die  Summe  c^^  -j-  ^2  +  "  "  +  ^^n 
die  Zahl  p  übersteigt,  oder  nicht. 

Königsberg,  den  2.  October   1843. 


8. 

Ueber  die  Elimination  der  Variabein  aus  drei  algebraischen 
Gleichungen  vom  zweiten  Grade  mit  zwei  Variabein. 

[Journal   für    die    reine   und    angewandte   Mathematik.     Band    28,    Seite    68  —  96.] 


1. 

Wenn  man  aus  zwei  gegebenen  vollständigen  Gleichungen  mit  einer 
Variabein  vom  mten  und  nten  Grade  diese  Variable  auf  irgend  eine 
Weise  eliminirt,  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  den  Coefficienten 
der  gegebenen  Gleichungen,  welche  erfüllt  wird,  sobald  ein  Werth  der 
Variabein  den  beiden  gegebenen  Gleichungen  zugleich  genügt.  Wenn 
umgekehrt  diese  Gleichung  zwischen  den  Coefficienten  erfüllt  wird,  so 
braucht  nicht  immer  ein  Werth  der  Variabein  zu  existiren,  der  den 
beiden  gegebenen  Gleichungen  zugleich  genügt.  Durch  eine  geschickt 
angestellte  Elimination  der  Variabein  kann  man  aber  eine  Bedingungs- 
gleichung zwischen  den  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichungen  finden, 
unter  welcher  jedesmal  ein  Werth  der  Variabein  existirt,  welcher  den 
gegebenen  Gleichungen  zugleich  genügt,  und  die  erfüllt  wird,  wenn  ein 
Werth  der  Variabein  die  beiden  gegebenen  Gleichungen  zugleich  erfüllt. 
Diese  Gleichung,  die  in  allen  durch  Elimination  der  Variabein  ent- 
standenen Gleichungen  als  Factor  enthalten  ist,  führt  den  Namen  der 
Endgleichung,  während  die  andern  Factoren  mit  dem  Namen  der  über- 
flüssigen Factoren  bezeichnet  werden.  Durch  Euler  (Mem.  d.  Berl.  Akad. 
an.  1748  und  1760)  ist  bekannt,  dass  die  Endgleichung  homogen  ist 
und  in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  der  Gleichung  vom  mten  Grade 
bis  auf  den  nten,   in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  der  Gleichung  vom 

Hesse's  Werke.  12 
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^^ten  Grade  bis  auf  den  mten,  endlich  in  Rücksicht  auf  alle  Coefficienten 
der  gegebenen  Gleichungen  bis  auf  den  (m-(-^)ten  Grad  steigt.  Unter 
den  bekannten  VerfahrungsweiseUj  die  Endgleichung  zu  bilden,  verdient 
die  Zurückführung  der  Aufgabe  auf  die  Elimination  der  Unbekannten 
aus  linearen  Gleichungen,  welche  der  Herr  Professor  Eichel ot  als  einer 
Entdeckung  des  Herrn  Sylvester  in  dem  21.  Bande  dieses  Journals 
erwähnt,  und  welche  ich,  ohne  sie  zu  kennen,  im  27.  Bande  ^)  wieder 
aufgenommen  habe,  unstreitig  den  Vorzug. 

Für  drei  Gleichungen  mit  zwei  Variabein  ist,  soviel  ich  weiss,  Aehn- 
liches  noch  nicht  geleistet  worden.  Ich  werde  daher  im  Folgenden  die 
Euler'sche  Methode  zu  verallgemeinern  suchen. 

2. 

Es   seien: 

1.     fi^x,y)  =  0,         2.     (p(x,y)  =  0,         3.     ip{x,y)  =  0 

drei  vollständige  Gleichungen  zwischen  den  beiden  Variabein  x  und  y, 
vom  mten,  nten  und  ^ten  Grade.  Diesen  Gleichungen  wird  man  im 
Allgemeinen  nicht  durch  ein  Wurzelnpaar  x  und  y  genügen  können, 
wenn  nicht  eine  bestimmte  Relation  zwischen  den  Coefficienten  der  ge- 
gebenen Gleichungen  stattfindet;  und  wenn  diese  Relation  stattfindet,  wird 
man  immer  ein  Wurzelnpaar  finden,  welches  den  gegebenen  Gleichungen 
zu  gleicher  Zeit  genügt.  Um  diese  Relation  zu  finden,  welche  im 
Folgenden  den  Namen  der  Endgleichung  führen  wird,  suche  man  die 
Bedingung  zwischen  den  Coefficienten  der  dritten  Gleichung,  unter  welcher 
ein  Wurzelnpaar  der  beiden  ersten  Gleichungen  der  dritten  Gleichung  genügt. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  m.7i  die  Anzahl  der  Wurzelnpaare 
der  beiden  ersten  Gleichungen  ist,  was  Euler  an  dem  genannten  Orte 
bewiesen  hat,  ist  die  gesuchte  Bedingung: 

4.  W=ip{x,,y,).lp{X2,  y^2)    •  •  •   •    V-^i^m.n^    Vm.n)  =   0, 

wenn  man  durch  %,  y^;  X2,  y^]  .^..  ix^,,,.,,,  y^.n  die  Wurzelnpaare  der 
ersten  und  zweiten  Gleichung  bezeichnet.  Denn  wenn  ein  Wurzelnpaar 
der  beiden  ersten  Gleichungen  zugleich  der  dritten  genügt,  so  wird  auch 
die  Gleichung  (4)    erfüllt;    und    umgekehrt,    wenn    die  Gleichung  (4)  er- 


1)   [Seite  83  und  flp.  dieser  Ausgabe]. 
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füllt  wird,  so  gibt  es  immer  ein  Wurzelnpaar  der  beiden  ersten  Gleichungen, 
welches  der  dritten  Gleichung  genügt.  Entwickelt  man  den  linken  Theil 
der  Gleichung  (4)  nach  Potenzen  und  Producten  der  Coefficienten  der 
dritten  Gleichung,  welche  Entwicklung  mit  W  bezeichnet  werden  mag, 
so  wird  die  Gleichung  y^  =  0  in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  der 
dritten  Gleichung  homogen  und  vom  Grade  m,n  und  die  Coefficienten 
dieser  Potenzen  und  Producte  werden  bestimmte  Functionen  der  Wurzeln 
der  beiden  ersten  Gleichungen  sein.  Es  bleibt  also  noch  übrig,  diese 
Functionen  in  der  Entwicklung  W  durch  die  Coefficienten  der  beiden 
ersten  Gleichungen  auszudrücken,  um  die  gesuchte,  von  jedem  über- 
flüssigen Factor  freie  Endgleichung  zu  erhalten. 

3. 
Wenn  man  auf  irgend  eine  Weise  aus  den  drei  gegebenen  Gleichungen 
die  Variabein  eliminirt,  so  erhält  man  eine  Gleichung 

5.  P:=0, 

welche  immer  erfüllt  wird,  sobald  ein  Wurzelnpaar  den  drei  gegebenen 
Gleichungen  zugleich  genügt.  Den  drei  gegebenen  Gleichungen  wird  aber 
durch  ein  Wurzelnpaar  genügt,  wenn  die  Gleichung  (4)  erfüllt  wird. 
Daraus  folgt,  dass  die  Gleichung  (5)  erfüllt  wird,  wenn  die  Gleichung  (4) 
erfüllt  wird.  Angenommen,  dass  man  die  Gleichung  (5)  gefunden  habe, 
und  dass  sie  in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  der  dritten  Gleichung 
homogen  und  vom  Grade  m,n  sei.  Da  dieselbe  für  alle  Werthe  der 
Coefficienten  der  dritten  Gleichung  erfüllt  wird,  welche  der  Gleichung  (4) 
genugthun,  so  folgt  hieraus,  dass  die  Ausdrücke  P  und  W  nur  durch 
einen  von  den  Coefficienten  der  dritten  Gleichung  unabhängigen  Factor 
von  einander  verschieden  sein  können.  Bezeichnet  man  daher  das  in 
der  Function  \p  von  den  Variabein  x^  y  freie  Glied  mit  c  und  den  Coef- 
ficienten von  0"^''''  in  der  Entwicklung  der  Function  P  mit  y,  so  wird  man 

P 

6.  —=  W 

7 

haben,  woraus  sich  durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten  gleicher  Potenzen 
und  Producte  der  Coefficienten  der  dritten  Gleichung  auf  beiden  Seiten 
der  angeführten  Gleichung  die  gesuchten  Functionen  der  Wurzeln,  aus- 
gedrückt durch  die  Coefficienten  der  beiden  ersten  Gleichungen,  ergeben. 

12* 
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Es  kommt  also  darauf  an,  aus  den  drei  gegebenen  Gleichungen  durch 
eine  geschickt  angestellte  Elimination  der  Variabein  eine  homogene 
Gleichung  P  ==  0  vom  m^ten  Grade  in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten 
der  dritten  Gleichung  abzuleiten.  Man  wird  sogleich  sehen,  wie  dies 
auszuführen  sei,  wenn  die  dritte  Gleichung  vom  ersten  Grade  ist. 

4. 
Es  sei  die  gegebene  dritte  Gleichung 

linear.     Alsdann  geht  die  Gleichung  (4)  in 

8.  W^  =  (a;X,  +  i;^^i  +  c^)  {a^x.2  +  h^y,  +  C;) . . . .  {a^x,,^^-^  bxVm.u  +  ^;3  =  0 
über.  Man  eliminirt  aber  die  Variable  y  aus  den  gegebenen  drei 
Gleichungen,  indem  man  aus  der  letzten  den  Werth 

a.  x-\-  c, 

y  =  -  '   --'' 


h 

in  die  beiden  ersten  setzt,  wodurch  man,  wenn  man  mit  &J  und  h^  mul- 
tiplicirt,  folgende  in  Rücksicht  auf  a^,  &^,  C;  homogene  Gleichungen: 

9.  b-f(x,  —  ^— ^)  -  0,  hl  cp  (x,  —    '  ^  ')  =  0 

erhält.  Diese  Gleichungen  sind  in  Rücksicht  auf  a^,  &^,  c^  respective 
vom  mten  und  vom  nt^n  Grade,  so  wie  auch  in  Rücksicht  auf  die 
Variable  x,  Eliminirt  man  daher  die  noch  übrig  bleibende  Variable  x 
nach  der  bekannten  Methode,   so  wird  man  eine  Gleichung 

10.  p,  =  o 

erhalten,  welche  in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  in  /J  cp^  xp^  respective 
vom  wten,  mten  und  m .  7^ten,  in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  in  f  und  cp 
vom  (m-[-^)ten  und  in  Rücksicht  auf  alle  Coefficienten  homogen  und 
vom  Grade  m-\-n-{-m,n  ist.  Bezeichnet  man  daher  durch  g  den  Coef- 
ficienten von  6'J-**  in  der  Entwicklung  des  nach  Potenzen  und  Producten 
der  Grössen  a^,  &;,  c^  geordneten  Ausdrucks  P^,  der  in  Rücksicht  auf 
die  Coefficienten  in  f  und  cp  vom  wten  und  vom  mten  und  in  Rücksicht 
auf  beiderlei  Coefficienten  vom  Grade  m-j-w  ist,  so  erhält  man: 

11.  ^=W., 

9  ^' 
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Entwickelt  man  beide  Seiten  der  Gleichung  nach  Potenzen  und 
Producten  der  Grössen  a^,  5^,  c^  und  setzt  die  Coefficienten  gleicher 
Potenzen  und  Producte  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  einander  gleich^ 
so  erhält  man  Functionen  der  Wurzeln  der  beiden  ersten  Gleichungen, 
welche  sich  in  der  Entwicklung  W  der  Gleichung  (4)  wiederfinden,  aus- 
gedrückt durch  die  Coefficienten  jener  beiden  Gleichungen.  Auf  diese 
Weise  kann  man  aber  nur  gewisse  Functionen  der  Wurzeln,  welche  in 
der  Entwicklung  W  enthalten  sind,  durch  die  Coefficienten  der  beiden 
ersten  Gleichungen  ausdrücken.  Um  alle  jene  Functionen  der  Wurzeln 
auszudrücken,  nehme  man  statt  der  linearen  Gleichung  (7)  nach  einander 
die  linearen  Gleichungen 

^pi  (^^  y)  =  ^^    v^2  (^.^  ^)  =  0,  —  ^^p  {x,  ^)  =  0, 

welche  aus  jener  entstehen,  indem  man  für  den  Index  l  nach  einander 
die  Indices  1,  2,  ....  p  setzt,  und  bilde  die  ihnen  entsprechenden 
Gleichungen  (8  bis  11),  welche  durch  die  entsprechenden  Indices  be- 
zeichnet werden  sollen.  Endlich  nehme  man  an,  dass  die  gegebene  dritte 
Gleichung  in  das  Product  der  linearen  Factoren  ip^  (^,  y)^  1JJ2  {x,  2/);  •  •  •  •  y^p  {x^  y) 
zerfällbar  sei. 

5. 

Wenn  die  gegebene  dritte  Gleichung 

12.  v^i  {x,  y)  ,ifj^{x,y)....  ijj^  (x,  y)  =  ^ 
ist,  so  geht  die  Gleichung  (4)  in 

13.  W,.W,..,.¥^=0 

über,  und  wenn  ein  Wurzelnpaar  den  Gleichungen  (1),  (2),  (12)  zugleich 
genügt,  so  hat  man 

14.  PiP2....P,=  0. 

Demnach    wird    die    Gleichung    (14)    erfüllt    für    alle    Werthe    von 

^1,  &i,  Ci,  <72j  ^2? ?   welche   der  Gleichung  (13)  genügen.     Es   können 

daher  die  linken  Theile  derselben,  welche  in  Rücksicht  auf  die  genannten 
Grössen  homogen  und  von  demselben  Grade  sind,  nur  durch  einen  von  a^, 
61,  ... .  unabhängigen  Factor  sich  von  einander  unterscheiden.  Bezeichnet 
man  also  durch  Wq  und  Pq  die  linken  Theile  jener  Gleichungen,  so  hat  man 

15.  -^=W,. 

9 
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Entwickelt  man  beide  Theile  dieser  Gleichung  nach  Potenzen  und 
Producten  der  Grössen  a^,  &i,  c^,  a^,  l^i  •  •  •  •  ^^^  setzt  die  Coefficienten 
gleicher  Potenzen  und  Producte  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  ein- 
ander gleich,  so  erhält  man  gerade  die  gesuchten  Functionen  der  Wurzeln 
der  beiden  ersten  Gleichungen,  welche  in  der  Entwicklung  des  linken 
Theils  der  Gleichung  (4)  vorkommen,  ausgedrückt  durch  die  Coefficienten 
der  Gleichungen  (1)  und  (2).^)  Alle  diese  Ausdrücke  haben  den  gemein- 
schaftlichen Nenner  g^^  w^elcher  in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  der 
ersten  und  zweiten  Gleichung  homogen  und  respective  vom  np  und  m^ten, 
und  überhaupt  vom  {m-\-n)ptQii  Grade  ist.  Da  nun,  wie  man  gesehen 
hat,  die  Coefficienten  der  Entwicklung  von  P^  nach  Potenzen  und  Pro- 
ducten von  a^,  &;,  C;  in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  der  ersten  und 
zweiten  Gleichung  vom  ?^ten  und  mten  Grade  sind,  so  wird  P^  respective 
vom  np  und  m^ten  und  in  Rücksicht  auf  alle  Coefficienten  der  ersten 
und  zweiten  Gleichung  vom  Grade  {m-\-n)p  sein.  Dasselbe  gilt  von  den 
Zählern  der  Ausdrücke  für  die  genannten  Functionen  der  Wurzeln  der 
ersten  und  zweiten  Gleichung. 

6. 
Die  aus  den  gegebenen  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  hervorgehende  End- 
gleichung erhält  man  nun  aus  der  entwickelten  Gleichung  (4),  wenn  man 
darin  die  Ausdrücke  der  Functionen  der  Wurzeln  der  beiden  ersten  Gleichungen 
substituirt  und  mit  dem  gemeinsamen  Nenner  g^  derselben  multiplicirt. 
Aus   dieser  Bildungsweise    der  Endgleichung   ergibt   sich    aber    folgender 

Lehrsatz  1. 
Die  durch  Elimination  zweier  Variahein  aus  drei  algehraischen 
Gleichungen  vom  mten,  nten  und  pten  Grade  hervorgehende  Endgleichung 
ist  171  Blicksicht  auf  alle  Coefficienten  dieser  Gleichungen  homogen  und 
vom  Grade  mn-\-np-\-pm,  und  in  Bücksicht  auf  die  Coefficienten  der 
einzelnen  Gleichungen  ebenfalls  homogen  und  von  den  Graden  np,  pm,  mn. 

7. 

Obwohl  die  auseinandergesetzte  Eliminationsmethode  immer  zum 
Ziele   führt,    so    lassen    sich  die  angewendeten  Operationen    wegen  ihrer 


1)  [Man  vgl.  hierzu  die  Anmerkung  zu  Nr.  8  am  Schlüsse  des  Bandes]. 
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Unsymmetrie  doch  zu  wenig  verfolgen,  als  dass  man  daraus  die  wahre 
Natur  der  Endgleichung  mit  Leichtigkeit  erforschen  könnte.  Da  die 
Endgleichung,  selbst  in  dem  Falle,  wo  die  gegebenen  Gleichungen  sämmt- 
lich  nur  vom  zweiten  Grade  sind,  aus  einer  nicht  übersehbaren  Menge 
von  Termen  besteht,  welche  Bezout  in  seiner  Theorie  der  algebraischen 
Gleichungen  nicht  ohne  Mühe  berechnet  hat,  so  wird  man  es  nicht  ver- 
suchen, aus  der  Endgleichung  selbst  Nutzen  zu  ziehen,  vielmehr  sym- 
metrische und  leicht  zu  verfolgende  Eliminationsmethoden  sich  schaffen 
müssen,  die  eine  Einsicht  in  die  Natur  der  Endgleichung  gestatten. 
Für  den  Fall  dreier  Gleichungen  vom  zweiten  Grade  mit  zwei  Variabein 
werde  ich  eine  solche  Methode  entwickeln,  und  zugleich  Folgerungen 
ziehen,  die  für  die  Theorie  der  Wendepunkte  der  Curven  dritter  Ordnung 
wichtig  sind.  Denn  w^ährend  die  Bestimmimg  der  Wendepunkte  der 
Curven  dritter  Ordnung  auf  eine  Gleichung  vom  neunten  Grade  führt, 
bietet  die  genannte  Eliminationsmethode  die  Mittel,  diese  Gleichung  vom 
neunten  Grade  durch  eine  vom  vierten  und  eine  Gleichung  vom  dritten 
Grade  zu  ersetzen.  Von  den  geometrischen  Eigenschaften  der  Curven 
dritter  Ordnung,  welche  sich  aus  dieser  Eliminationsmethode  ergeben, 
führe  ich  vorläufig  nur  diese  an:  „Dass  die  Wendepunkte  aller  Curven 
dritter  Ordnung,  von  denen  jede  durch  sämmtliche  Wendepunkte  einer 
und  derselben  Curve  derselben  Ordnung  hindurchgeht,  mit  den  Schnitt- 
punkten zusammenfallen." 

8. 
Wenn  man  durch  /i,  /g,  f^  drei  gegebene  homogene  Functionen 
vom  zweiten  und  durch  cp  und  iff  zwei  gegebene  homogene  Functionen 
vom  dritten  Grade  der  drei  Variabein  x^^  x^^  x.^  bezeichnet,  so  kann 
man  immer  drei  lineare  homogene  Multiplicatoren  A^^\  A^^\  A^^^  und 
einen  constanten  Multiplicator  p  so  bestimmen,  dass 

ist.  Denn  wenn  man  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  und  Producte 
der  Variabein  auf  beiden  Seiten  der  entwickelten  Gleichung  einander 
gleich  setzt,  so  erhält  man  zehn  lineare  Gleichungen  zwischen  den  neun 
in  A^'^\  A^^\  A^^^  enthaltenen  Constanten  und  der  zehnten  p.  Bestimmt 
man  daraus  die  unbekannten  zehn  Constanten,  so  stellen  sich  die  Werthe 
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derselben  als  Brüche  dar,  mit  demselben  Nenner  jR.  Dieser  Nenner  ist 
unabhängig  von  den  Coefficienten  der  Variabein  in  der  Function  ijj]  er 
ist  homogen  und  linear  in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  in  99;  ferner 
ist  er  homogen  und  vom  dritten  Grade,  sowohl  in  Rücksicht  auf  die 
Coefficienten  in  f^,  als  in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  in  f^  und  f^\ 
endlich  ist  er  homogen  und  vom  zehnten  Grade  in  Rücksicht  auf  alle 
in  /'i,  f^^  f^  und  cp  enthaltenen  Coefficienten.  Was  den  Zähler  des  Werthes 
der  Unbekannten  p  betrifft,  so  kann  man  die  Bemerkung  machen,  dass 
er  unabhängig  von  den  Coefficienten  in  cp  ist,  homogen  aber  und  vom 
ersten  Grade  in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  in  ip^  homogen  und  vom 
dritten  Grade  sowohl  in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  in  f^  als  in  fo 
und  /g;  endlich  homogen  und  vom  zehnten  Grade  in  Rücksicht  auf  alle 
in  /"i,  f^i  f^i  V^'  enthaltenen  Coefficienten. 

Die  Nenner  der  unbekannten  Coefficienten  lassen  sich  vermeiden, 
wenn  man  R .  \p  statt  ip  setzt,  wodurch  die  in  Rede  stehende  Gleichung  in 

übergeht.  Denn  bestimmt  man  in  der  angegebenen  Weise  die  unbe- 
kannten Coefficienten  in  dieser  Gleichung,  so  werden  dieselben  gleich 
den  Zählern  der  unbekannten  Coefficienten  in  der  vorhergehenden 
Gleichung,  und  folglich  zu  ganzen  Functionen  der  in  /'i,  f^^  /J^,  cp  und  ip 
enthaltenen  Coefficienten. 

Da  die  Grösse  U  unabhängig  von  den  Coefficienten  in  ip  ist,  so 
wird  sich  dieselbe  auch  nicht  ändern,  wenn  man  für  ip  das  Product 
oo^i .  Xx  .  x^  setzt,  wo  z,  Z,  //  irgend  welche  gleiche  oder  ungleiche  unter 
den  Zahlen  1,  2,  3  bedeuten.  Die  andern  Multiplicatoren  werden  sich 
aber  ändern  und  mögen  durch  i>^,2,^,  -4L\^,  '^x]x,ia,,  ^x]x,!ä  bezeichnet 
werden,  wobei  angenommen  werden  soll,  dass  die  verschiedenen  Zeichen, 
welche  aus  den  angegebenen  durch  Permutation  der  unteren  Indices  unter 
einander  entstehen,  immer  für  dieselbe  Grösse  gelten,  so  dass  z.  B. 

ist.     Dasselbe  soll  auch  künftig  für  alle  ähnlichen  Bezeichnungen  gelten. 
Demnach  hat  man 

17.  Py.,x,f,  (p  +  ^i\^;,^,  fi  +  ^L'^;,^  f2  +  ^^,\^.  f^  =  Bxy^  xi  x^,, 

woraus  sich,  wenn  man  für  z^  A,  i^  alle  Combinationen  der  Zahlen  1,  2,  3 
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mit  Wiederholung  setzt,  zehn  verschiedene  Gleichungen  ergeben.  Die 
Gleichung  (17)  stellt  also  ein  System  von  zehn  Gleichungen  mit  dreissig 
Multiplicatoren  Ä  und  zehn  Multiplicatoren  p  dar.  Nimmt  man  nun 
an,   dass  die  gegebene  Function  ^p 

=  Cj,], 1^1  ^1^1+  ^2,2,2^2^2^2+  ^3,3,3^3^3%+  3  Ci^l^2:ria;ia;2  +  3  (^1,1,3^1^^1% 
+  3  C2,2,1%%^1  +  3  6^2,2,3%%%+  3  ^3,3,1^^^1+  3  ^3,3,2  %  %  %  +  6  ^1,2,3  ^1  %  % 

sei,  welcher  Ausdruck  kürzer  durch  ^Zc^^^^^^x^,  X2,x^  bezeichnet  werden 
kann,  da  man  aus  dem  Gliede  c^,?.,^x^xxXf^  die  ganze  Summe  erhält, 
wenn  man  für  z,  X^  ^i  nach  einander  die  Combinationen  der  Zahlen  1,  2,  3 
mit  Wiederholung  und  ihre  Permutationen  setzt  und  addirt,  auch  wie 
oben  annimmt,  dass  c^^x^^^  =  c^^^^x^ sei:  so  kann  man  die  Multi- 
plicatoren in  der  Gleichung  (16)  durch  die  vierzig  Multiplicatoren  in  dem 
Systeme  von  Gleichungen  (17)  auf  folgende  Art  ausdrücken: 


1      P  = 


^c,,x,,  .  Ä^^,x,,.  A^''  =  ^cy^,x,,  .  Äf,x, 


fj,' 


9. 


Es  bleiben  noch  die  vierzig  Multiplicatoren  des  durch  (17)  darge- 
stellten Systems  von  Gleichungen  zu  bestimmen  übrig.  Da  hierzu  die 
Kenntniss  der  gegebenen  Functionen  erforderlich  ist,  so  nehme  man 
an,  es  sei 

/;  =  ^  a^^^x  ^K  ^x :      f2  =  ^  (^f,x,  ^>c  ^x ,      f^  =  ^  ctf,x  ^x  ^;. , 


^  =  ^O^^X,iJi^K^X^li'> 

wo  a^^\  =  af ^  und  für  x^  l  die  Combinationen  der  Zahlen  1,  2,  3 
zu  zweien  mit  Wiederholung  und  ihre  Permutationen  zu  setzen  sind. 
Multiplicirt  man  nun  die  Gleichung  (17)  mit  dem  unbestimmten  Factor 
^x,x,iA  und  bildet  ein  System  von  Gleichungen,  indem  man  für  z,  l,  u 
alle  Combinationen  der  Zahlen  1,  2,  3  mit  Wiederholung  und  die  Per- 
mutationen derselben  setzt,  so  erhält  man  durch  Addition: 

(p:^py^^x,f,  ^K,x,f,  +  /i  ^M]x,[,  nK,x,f,  +  f2 ^^x]x,!,  ^K,x,^i  +  f^:^Af^x,f,  ^K,X,^ 
20.  =  B  :z Ti^^x, II  ^x  oox  x^. 

Die  zehn  unbestimmten  Factoren  n   lassen  sich   aber  so   bestimmen, 
dass  den  drei  Gleichungen 

13 

Hesse's  Werke. 


98  8.   lieber  die  Elimination  der  Variabein  etc. 

^  ^L^);.^  ^  71,, ;..  ^  -  0 ;     ^  ^L?;. ,.  ri,,  ;.,,.  =  0 ;     ^  ^(?^);t,  ^  :^., ;., ,.  -=  0 
Genüge  geschieht,  worauf  die  Gleichung  (20)  in 

übergeht.  Jede  der  drei  ersten  Gleichungen  zerfällt,  da  die  Grössen  A 
lineare  und  homogene  Functionen  der  Variabein  sind,  von  welchen  die 
Bestimmung  der  Factoren  n  unabhängig  sein  muss,  in  drei  andere,  so 
dass  man  zur  Bestimmung  der  zehn  Factoren  n  nur  neun  Gleichungen  hat. 
Bemerkt  man  nun,  dass  die  letzte  Gleichung  unabhängig  von  den  be- 
sondern Werthen  der  Variabein  stattfindet,  so  folgt  hieraus,  dass  die 
Grössen  h  den  entsprechenden  Grössen  n  proportional  sind.  Setzt  man 
daher  einen  der  Factoren  77,  z.  B.  ^^1,1,1,  der  willkürlich  bestimmt  werden 
kann,  gleich  &i,i,i,  so  werden  auch  die  übrigen  Grössen  n  den  mit 
gleichen  Indices  behafteten  Grössen  h  gleich  sein.  Dieses  vorausgesetzt, 
so  folgt  aus  der  letzten  Gleichung  und  den  drei  vorhergehenden: 

Man  kann  die  zehn  Factoren  n  aber  auch  aus  den  folgenden  Gleichungen 
bestimmen,  indem  man  mit  v  irgend  eine  der  Zahlen  1,  2,  3  bezeichnet: 

^Ä^^]x,^c  ^K,l,ii  =  R  ^vj       ^^^,X,^c  ^y,X,^  ==  0,       ^M]x,^  ^y.,X,^c  =  0, 

von  denen  jede,  mit  Ausnahme  der  ersten,  in  drei  andere  zerfällt.  Mit 
Rücksicht  auf  diese  Gleichungen  geht  die  Gleichung  (20)  in 

f^Bx^  =  B:Z  71  y^,  2,  f^L  ^K  ^x  ^11     oder  in     f^x^=^  :E  71.,^  i^ ,,  Xy^  xi  x^, 

über^  woraus  man  durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten  gleicher  Potenzen 
und  Producte  der  Variabein  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  die  ge- 
suchten Werthe  der  Factoren  71  erhält.  Setzt  man  diese  Werthe  der 
Factoren  71  in  die  obigen  vier  Gleichungen,  so  erhält  man 

wobei  zu  beachten  ist,  dass  die  Summenzeichen  sich  nur  auf  die  ver- 
schiedenen Werthe  der  Indices  /.^  l^  für  welche  man  die  Combinationen 
der  Zahlen  1,  2,  3  zu  zweien  mit  Wiederholung  und  deren  Permutationen 
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ZU  setzen  hat,  aber  nicht  auf  die  verschiedenen  Werthe  von  v  beziehen; 
welches  auch  für  die  folgenden  Gleichungen  (23)  und  (24)  gilt. 

Aus  den  Gleichungen  (22)  erhält  man  ein  neues  System,  wenn  man 
für    die    oberen  Indices  (1),   (2),  (3)    respective  (2),  (3),   (1)  setzt,    nämlich: 

woraus  endlich  durch  dieselbe  Veränderung    der  oberen  Indices  folgende 
Gleichungen  entstehen: 

welche   beiden  Systeme  auf  gleiche  Weise    wie    das  System  (22)  aus  (20) 
hätten  abgeleitet  werden  können. 

Die  Gleichungen  (21  bis  24)  enthalten  alle  Elemente  zur  Bestimmung 
der  vierzig  Multiplicatoren  p  und  A,  welche  in  dem  durch  (17)  dar- 
gestellten Systeme  enthalten  sind.  Denn  da  aus  jeder  der  Gleichungen 
(22  bis  24)  drei  hervorgehen,  indem  man  für  r  nacheinander  die  Zahlen 
1,  2,  3  setzt,  so  hat  man,  wenn  man  die  Gleichungen  (21)  hinzurechnet, 
im  Ganzen  vierzig  Gleichungen,  in  welche  die  zu  bestimmenden  Multi- 
plicatoren auf  lineare  Weise  eingehen. 

10. 

Da  von  den  vierzig  Multiplicatoren  2^  und  A  nur  die  zehn  Multi- 
plicatoren p  in  der  folgenden  Untersuchung  eine  Rolle  spielen,  so  genügt 
es,  die  Gleichungen  zusammenzustellen,  deren  Auflösung  die  Werthe 
dieser  Multiplicatoren  gibt.     Sie  sind  folgende: 

25.  B  =  ^py^^x^fj^.  'by.,x,f^] 

'  0  =  :zp^^  X,  1  <;. ;    0  =  ^i9^,  X,  i(^fx^    0  =  ^  py^  X,  1  </ ; 

26.  0  =  ^P;,^;i^2<r,     0  =  ^p,^;.,2<;o     o  =  ^^,^2,2<i; 

0  =  ^^,^  X,  3  <2 ;    0  =  ^py,  X,  3  €]x ;    ^^^^p.,  i,  3  <;. ; 

woraus  sich  B  als  die  Determinante  der  Coefficienten  der  Grössen  p  ergibt. 

Nimmt  man  an,    dass  die  Functionen  /'j,  f^^  fs   für   die  Werthe   der 

Variabein    Xi  =  x,    X2  =  y,    ^3=1     verschwinden,    dass    also    die    drei 

13* 
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Gleichungen  f^  {x,  y,  1)  =  0,  f^  {x,  y,  1)  =  0,  f^  {x,  ^,  1)  =  0  stattfinden,   so 
geht  die  Gleichung  (17)  in 

Px,  if^cp  =  Bx^  xi  x^, 

über,  woraus  für  die  genannten  Werthe  der  Variabein  die  Proportion 

«//|   Jj-^    Jyj    •    tXy2   X^   X^   *   X^   t//ß   Jyg   .   Jyj   ^1    «^2   ••••••   X-\    Xo   Xo    ^^^^ 

Pl,  1,1      •      P2,  2,  2      •     Ps,S,S      •      ^1,  1,  2      ^  •  •  .  .  ^      Pi,  2,  3 

folgt.  In  der  That  sind  auch  die  Verhältnisse  der  Grössen  p  von  der 
Function  cp  unabhängig;  was  schon  in  No.  8  bemerkt  wurde  und  auch 
aus  der  Gleichung  (26)  zu  entnehmen  ist.  Beiläufig  mag  bemerkt  werden, 
dass  die  Verhältnisse  der  Grössen  p  unbestimmt  werden  müssen,  wenn 
den  drei  Gleichungen  noch  ein  zweites  Werthenpaar  x,  y  genügt.  Nimmt 
man  ferner  an,  dass  ip  eine  Function  sei,  welche  für  die  Werthe  x^  =  x, 
X2  =  y,  x^=l  ebenfalls  verschwindet,  so  muss  auch  B  verschwinden. 
Es  wird  also  unter  dieser  Annahme  B  ==  0  zu  dem  Resultat  der  Elimi- 
nation der  Variabein  x,  y  aus  den  drei  Gleichungen  /i  {x,  y^  1)  =  0, 
f^  (x^  y,  1)  =  0,  /e  (;r,  ^,  1)  =  0.  Demnach  ist  es  für  die  Elimination  der 
Variabein  aus  drei  gegebenen  Gleichungen  vom  zweiten  Grade  wichtig, 
eine  passende  Function  vom  dritten  Grade  zu  haben,  welche  für  das- 
jenige Werthenpaar  verschwindet,  so  den  drei  gegebenen  Gleichungen 
genügt.  Eine  solche  Function  soll  in  der  folgenden  Nummer  näher 
untersucht  werden. 

11. 

Die    drei    Functionen   /i,   f^^   f^    kann    man,    wenn    man    der    Kürze 

wegen    u^j^^   statt  -^^  setzt,    weil    sie    homogen    und    vom  zweiten  Grade 

sind,  so  darstellen: 

Xi  Ui    — j—  X2  Ui    — J-  x^  Ui    =  2i  fi , 
27.  {  x^  <^  4-  x^  uf  +  x^  uf  =  2  /;. 

.    ^1  %         ]      »^2  %      ~T~  ^^  ^3      ""^^    ^  /  3  • 

Betrachtet  man  die  in  diesen  Gleichungen  explicite  und  linear  vor- 
kommenden Variabein  x^^  x^-,  x^^  als  die  Unbekannten  und  löst  die 
Gleichungen  nach  ihnen  auf,  so  stellen  sich  die  Werthe  derselben  als 
Brüche    dar,    mit    gleichen   Nennern.      Dieser    gemeinschaftliche    Nenner, 
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der  mit  dem  Namen  der  Determinante  der  Functionen  f^^  f^^  /g  be- 
zeichnet zu  werden  pflegt,  und  welcher  in  dem  vorliegenden  Falle  in 
Rücksicht  auf  die  in  ihm  enthaltenen  Variabein  vom  dritten  Grade  ist, 
soll  von  jetzt  an  mit  dem  Zeichen  <f  bezeichnet  werden,  unter  welchem 
Zeichen  bis  dahin  eine  beliebige  Function  vom  dritten  Grade  zwischen 
den  Variabein  x^^  x^^  x^  verstanden  wurde.     Dieses  vorausgesetzt,  ist: 

28.     cp  =  u^P  {ui^  wf  —  ^«f  uf^}  +  ui'^  {^f  uf^  —  uf^  uf^}  +  u^^  {uf^ uf^  —  uf  uf], 

und  wenn  man  auf  die  angegebene  Art  die  Gleichungen  (27)  auflöst, 
so  erhält  man: 

'x^cp==2f^{ufuf--ufuf]-^2f^{ufuf  —  ufu^^^^ 
2^..x,cp^2f^[ufuf  —  u^Puf}  +  2fXufuP  —  u^ 

woraus  folgt: 

Lehrsatz  2. 

Wenn  drei  homogene  Functionen  zweiten  Grades  von  drei  Variabein 
für  ein  System  von  Werthen  dieser  Variahein  verschwinden^  so  verschwindet 
auch  die  Determinante  dieser  Functionen  für  dasselbe  System  von  Werthen, 

Dieser  Lehrsatz  gilt  nicht  allein  für  drei  homogene  Functionen 
vom  zweiten  Grade  von  drei  Variabein,  sondern  auch  für  eine  beliebige 
Zahl  von  homogenen  Functionen  irgend  welcher  Grade  mit  einer  gleichen 
Zahl  Variabein. 

Durch  partielle  Differentiation  der  ersten  Gleichung  (29)  nach  den 
Variabein  x^  oder  x^  erhält  man,  wenn  man  der  Kürze  wegen  durch 
cpi  die  Differentiation  der  Determinante  cp^  nach  Xx  genommen,  andeutet: 

^1  V^i  +  ^  = 

2  [uP  {wf  uf  —  uf  uf]  +  u^^  [uf  uf  —  uf  uf^}  +  u^^^  [u^^  uf  —  uf^  ^^f }] 

-^r'^f,^{ufuf--v!i^uf]^2f,^^^ 

2  K^  {4^^  uf^  —  4^)  uf]  +  u!:p  [uf  uf^  —  uf  uf]  +  uf  [uf  uf  —  uf  uf]] 

Es  ist  leicht  zu  bemerken,  dass  in  der  ersten  Gleichung  der  erste 
Theil  rechts  vom  Gleichheitszeichen  nach  (28)    gleich  2  cp    ist,    und    dass 
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in  der  zweiten  Gleichung  der  entsprechende  Theil  von  selbst  verschwindet. 
Berücksichtigt  man  dieses,  so  stellen  sich  die  differenziirten  Gleichungen  (29) 
wie  folgt  dar: 


30. 


x,(p,  —  (fj^2  /;  --  («f  uf  —  Mf  uf)  +  2  /;  -^  {uf  uf^  —  uf  «' 


Xi^a 


%% 


2Ag^K'^^r- 


=  2f,^{ufuf 


+  2^3 


1 

3g^^    l"l     «*2 


(3),,(2)\ 


■ufvJ^p), 


ufuf^ 


}  +  2/^. 


.'M(^'Mf)_,^(3)^2)| 


2  a-v.   \"3    "1 


+  2/■3  3^K)^.r_^3,^(.)|^ 


y(3) 


"f}+2/;^-K><-«r'«f} 


+  2 /;^K'Mf -<>#}, 


a;.2^i 


2  /-,  — -  «>  41)  -  «*(^)  icf)  +  2  /;  ---  {*.?)  «<"  -  4''  ^-^^l 


9;z;, 


4-2/;^K'4^'— <'«4'% 


^2  %  —  9  -  2  A  —  {wf  «<<i)  —  z4''  «i^^'}  +  2  /-    '    {4«)  Mf '  —  «<^'  wf )} 


S^o 


+  2 /"a^K' «4^^ -<'«?'}, 


0^2  ^3 


a^g^i 


«3^2 


2  /;  ^ {«f  "i^'  -  ^'  wf }  +  2  /;  ^  K'  ^(f'  -  «^^>«f 


:(1)«(3)\ 


*3     »1    j 


+  2/;g^{Mf  4')  — <'Mf}, 


2  f,  -^  {4"  «f  -  ^'  u^') + 2  r,  ^  K'  «p 


«f  <'} 


+  2/;-g^{<)4)-<)4)}, 


=  2  A  --^  (4)  <)  -  e.f  4^)}  +  2  /;  -.^  {<)  4^' . 


.4^)<'} 


+  2/;^K>^4^•-4^>4"}, 


^3  %  -  9^  =  2  /;  ™-  K'  4^>  -  uT  4'}  +  2  /;  -3-r  {'4''  <  -  y^i'  <'} 


3^o 


+  2/'3^K>4^^. 


•M' 


f4'}. 
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Diese  Gleichungen  geben  folgenden 

Lehrsatz  3. 

Wenn  drei  homogene  Functionen  zweiten  Grades  von  drei  Variahein 
für  ein  System  von  Werthen  dieser  Varialein  verschwinden ,  so  verschwinden 
auch  die  partiellen  Differentialquotienten  der  Determinante  dieser  Functionen^ 
nach  den  Variahein  genofnmen,  für  dasselhe  System  von   Werthen, 

Dieser  Lehrsatz  gilt  allgemein  für  eine  beliebige  Zahl  homogener 
Functionen  mit  einer  gleichen  Zahl  von  Variabein,  wenn  die  Functionen 
sämmtlich  von  einem  und  demselben  Grade  sind. 

12. 

Die  Coefficienten  der  Entwicklung  der  Determinante  cp  nach  den 
Potenzen  und  Producten  der  Variabein  w^ollen  wir  mit  h^^x.fi  in  der 
Art  bezeichnen,  wie  es  in  (19)  geschehen  ist.  Dieses  vorausgesetzt,  so 
ist  die  Bemerkung  zu  machen,  dass  cp  in  B  ühergeht^  wenn  man  cp  nach 
Potenzen  und  Producten  der  Variahein  entwickelt  und  für  jedes  Product 
x^xix^j,  der  Entwicklung  p^^x^^  setzt.  Dieses  lehrt  die  Gleichung  (25). 
Zweitens  bemerke  man,  dass,  wenn  man  irgend  eine  der  Functionen  /l,  /'2?  /s? 
mit  einer  der  Variahein  x^,  x<^,  x^  multiplicirt,  nach  Potenzen  und  Producten 
der  Variahein  entwickelt,  und  Pk,x,ii  f^^^  jedes  Product  x^xxx^  setzt,  der 
dadurch  erhaltene  Ausdruck  verschwindet.  Dieses  ergiebt  sich  aus  der 
Ansicht  der  Gleichungen  (26). 

Entwickelt  man  nun  die  identischen  Gleichungen  (30)  nach  Potenzen 
und  Producten  der  Variabein  und  setzt  für  jedes  Product  x^  xi  x^,  das 
entsprechende  p^^i^^i,  so  verschwinden,  nach  der  zweiten  Bemerkung,  die 
Glieder  rechts  von  den  Gleichheitszeichen  und  man  erhält: 

\B  =  :^VkXx  &..,;,i;       0  =  :Epy^^x,iiK,x,2\      o  =p^,x,i  h^^^xy, 

31.    j       0  =  :Ep^^x,2iy.,A,i]    i-B  =  ^Px,x,2'b>c,x,2\         0  =p^^,x,2'bK,x,^\ 

0=^p^^X,siy,X,u  ^  =  ^Vy.,X,^h^^x,2\      iIi=Py,X,sby,X,S' 

Diese  Gleichungen  bew^eisen,  dass  die  Ausdrücke  cp\  x^  (pi;  x^cp^^  oo^cps 
in  R  ühergehen,  wenn  man  nach  Potenzen  und  Producten  der  Variahein 
entwickelt  und  für  jedes  Product  x^xxx^  der  Entwicklung  p^^x,fi  setzt; 
und  dass  die  sechs  Ausdrücke  X2(pu  ^s^i?  ^39^2?  ^1^2^  %%  ^^^^  ^2% 
durch  dieselhe  Operation  verschwinden. 
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32.<^ 


Von  diesen  Gleichungen,  sowie  von  den  Gleichungen  (26)  wird  im 
Folgenden  häufig  Gebrauch  gemacht  werden. 

13. 
Es    sind   durch   f^^   f^^   f^^    cp^^   cpo,    %  im  Vorhergehenden   folgende 
Ausdrücke  bezeichnet  worden: 

f^  =   a^^^i  XiXi-\-    41  2  ^2  ^2   +   <^S^  ^3  ^3  +    2  4!  3  ^2  %  +  2  ü^^  00^00^+   2  41^2  ^1  ^2? 

/;  =z=  af^^  x^  x^  +  af^.y_  x^  x^  +  4^3  %  %  +  2  af^^  x.^x^-^l  4!i  ^3  ^1  +  2  ir/i^i  ^1  ^2? 
f^  =  4^\  a;i  0^1  +  a%]^  x^ x^  +  4!3 ^3  ^3  +■  2  ^^«s^s  ^2^  +  2  of^i  00s00i+  2  4^2  ^1  ^2? 

i^A  =  ^1,1^^1  ^1+^2,  2,1^2^2 +  &3,3,l%%+2&2,34  ^2^3 +2&3aa  ^3^1 +2&i^ 
1^2  =  ^,1,2^1^1+  ^2,2,2^2^2+ &3,3/2%%+2&2^3^2^2%4-2&3,l,2%^l  +  2^^ 
i%  =  ^,l,3^1^1+ ^2, 2,3^2^2+^3,3,3^3^3+ 2^2,3,3^2^3+  2&3,l,3%^l+25i,2,^ 

Betrachtet  man  in  diesen  Gleichungen  die  sechs  Producte  x-^x^^  x^x^^  ... 
...  ^^1(^2  als  sechs  Unbekannte^  so  erhält  man  durch  Auflösung  der  Gleichungen 
nach  diesen  Unbekannten: 

Bx,x,  =  ?i;\  /;  +  qf\  U  +  4!i  U  +  2^1,1,1  ^h  +  Pi,i,2  9^2  +  i^i,i,3  9^3. 

JSa)2i3:^2  =  &1   +-  22!2/'2  +-  ?2!2/^3  +  ^2, 2,1  9^1  +1^2,2,2^^2  +  A,2,3%. 

iJ  0^3  0^3  =  41^3  fl    +   4^3  /2  +  ?3!3  /^J   +  ^^3,3,1  9^1  +  ^3,3,2  9^2   +  i^3,3,3  9^3  , 

J^^2^3  ==  ?2!3/l   +  ?2!3/'2  +  ^S /^3  +Ä^3,l9^1  +  ^^2.  3, 2  9^2  +  ;?^2, 3, 3  %  ^ 

RX^X^   =  Ctl\h   +  <ll\A  +  Cl/^3  +  ^^3,1,19^1  +Ä,1,2  9^2  +  ^3,1,3  9^3. 

BX^X,^  =  (tl]J^   +  ^^2/^2  +  ?l!2/^3  +  i^l,2,l  9^1  +-  i^l,2,292  +  ?^1,2,3  %, 

Denn  setzt  man  die  Werthe  der  Unbekannten  aus  (33)  in  (32),  so 
erhält  man  durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten  von  ^^i,  (/)2,  ^3  die 
Gleichungen  (26)  und  (31),  und  durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten 
von  /'i,  /g,  f^    auf   beiden  Seiten    der  Gleichungen    folgende    Gleichungen 


33 


34. 


35. 


^(2) 
(2) 


^(1) 


^  —  ^?L,;i  •  ^^,;.' 


0 


0  =  :Ef\  b  ,  ' 


^K,k  X,l^ 

0   =  ^?'2)  (3) 


Diese  beiden  Systeme  Gleichungen  dienen  zur  Bestimmung  der  acht- 
zehn Coefficienten  q.     Was   die  Coefficienten  p   der  Gleichungen  (33)  be- 
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trifft,  so  beträgt  die  Zahl  der  von  einander  verschiedenen  nur  zehn; 
wegen  welchen  Umstandes  eben  die  Gleichungen  (32)  und  ihre  Auf- 
lösungen (33)  merkwürdig  sind. 

14. 

Nimmt  man  an,  dass  für  ein  System  Werthe  der  Variabein 
x-^^  =  X,  X2==y,  Xs=  1  die  Functionen  /i,  /g,  fs  verschwinden,  so  folgt 
aus  dem  Lehrsatze  3,  dass  für  dasselbe  System  Werthe  auch  cp^,  cpo,  % 
verschwinden,  und  aus  (33),  dass  J?  verschwindet.  Es  ist  demnach  _B  =  0 
das  Resultat  der  Elimination  der  Variabein  aus  den  drei  Gleichungen 
/i  (^j  2/j  1)  =  0,  f2  (x,  y,  1)  =  0,  /3  (x,  y,  1)  =■■  0.  Da  aber  B  die  Deter- 
minante der  Coefficienten  der  sechs  Producte  Xi  %,  X2X2,  .  ^ . .  x^  x^  in  den 
Gleichungen  (32),  also  in  Rücksicht  auf  alle  Coefficienten  homogen  und 
vom  sechsten  Grade,  in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  in  den  einzelnen 
Gleichungen  aber  linear  ist:  so  wird  man,  wenn  man  für  die  Coefficienten  h 
ihre  Werthe  setzt,  welche  in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  der  drei 
ersten  Gleichungen  Ausdrücke  vom  dritten  Grade  und  in  Rücksicht  auf 
die  Coefficienten  jeder  einzelnen  dieser  Gleichungen  lineare  Ausdrücke 
sind ,  die  Gleichung  i?  =  0  in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  der  drei 
Gleichungen  f^  {x,  y^  1)  =  0,  f^  {x,  y,  1)  =  0,  f^  (x,  y,  1)  =  0  homogen  und 
vom  zwölften  Grade,  und  in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  jeder  ein- 
zelnen Gleichung  vom  vierten  Grade  finden.  Die  angegebenen  Eigen- 
schaften der  Determinante  B  und  der  Gleichung  jß  =  0  ergeben  sich 
ebenfalls  aus  der  Zusammensetzung  der  Determinante  aus  den  Coefficienten 
der  Grössen  p  in  den  Gleichungen  (25)  und  (26).  Dieses  sind  aber  nach 
Lehrsatz  1  die  Kriterien  für  die  Endgleichung,  welche  aus  der  Elimination 
der  Variabein  aus  den  genannten  drei  Gleichungen  hervorgeht.  Demnach 
lässt  sich  die  angedeutete  Eliminationsmethode  in  Form  eines  Lehrsatzes 
wie  folgt  ausdrücken: 

Lehrsatz  4. 

Wenn  drei  Gleichungen  vom  zweiten  Grade  /i  {x,  y)  =  0,  f^  {x,  y)  =  0^, 
fz{^'iy)=  0  zwischen  den  Varialein  x,  y  gegeben  sind,  so  erhält  man  die 
aus  der  JElimination  dieser  Variabein  hervorgehende  Endgleichung,  wenn  man 
die  Determinante  cp  der  Functionen 

Hesse's  Werke.  14 
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/^     /  00..         OOo   \  -P    l       1  2    I  ■/-*    (       1  2    i 

-       -      llVV/'  ^3  ^3/2   l-TT?   — /?  ^3^3/3  l—?-^l 

zusammenstellt  und  aus  den  sechs  Gleichungen 
^3  ^3  fi  (f-,  -J-)  =  0,     X,  X,  f.  (|^,  1^)  =  0 


^3 


Xo   Xr> 


^     <A/q  iX/q      - 


0, 


=  0, 


3  g) 

3^o 


0 


"1  "  "^2 

cZie  sechs  Produde  x^x^,  x^Xo,  ....  x^x^  eliminirty  wie  wenn  sie  die  Un- 
bekannten wären. 

Da  die  genannten  Producte  in  die  sechs  Gleichungen  nur  linear 
eingehen,  so  ist  durch  den  vorhergehenden  Lehrsatz  die  Elimination  der 
Variabein  aus  drei  Gleichungen  vom  zweiten  Grade  auf  die  Elimination 
der  Unbekannten  aus  linearen  Gleichungen,  oder,  was  dasselbe  ist,  auf 
die  Bildung  der  aus  den  Coefficienten  linearer  Gleichungen  zusammen- 
gesetzten Determinante  zurückgeführt. 

15. 

Bisher  bedeuteten  die  Zeichen  /j,  /"g?  fs  ganz  beliebige  homogene 
Functionen  zweiten  Grades  von  den  Variabein  ^j,  X2j  %,  und  (p  die 
Determinante  jener  Functionen.  Von  nun  an  sollen  mit  denselben  Zeichen 
die  partiellen  Differentialquotienten  von  der  homogenen  Function 

dritten  Grades,  nach  den  Variabein  x^,  x^^  %  genommen,  und  mit  c/) 
die  Determinante  jener  partiellen  Differentialquotienten  bezeichnet  werden; 
welche  Determinante  wir  der  Kürze  wegen  die  Determinante  der  Func- 
tion f  nennen  wollen.  Dieses  vorausgesetzt,  so  gelten  die  in  den  vor- 
hergehenden Nummern  entwickelten  Gleichungen,  wenn  man  überall 
^  cix  X  Li  statt  r/^^\  setzt,   wodurch  das  System  (32)  übergeht  in   32"^: 


^  /  X  ==  %  1  1  ^1  ^1  ~r  ^^-^  2  1  ^^2  ^2     I     ^3  3  1  '^S  ^^3  ~r   -^  ^2  3  1  ^^2  «^3     I     ^  ^^3  i  i  ^^3  ^i  ~t"  ^  ^i  2  ]  "^1  ^2  ? 


a- 


:«, 


9  X-t  X\  "~|  ti  2  9  9  X2  X2  ~i  O/ß  3  2  *^3  '^3  l~  "^  2  3  2  "^2  3  "T"  *^  ^3  1  2  3  1  i"  ^  1  2  2  1  2  ? 
Q  ^1  ^x  ~T~  ^2  2  3  '^2  '^2  "1     ^3  3  3  "^3  «^3  "T"  ''^  ^'^2  3  3  *^2  ^^3  ~l  ^3  1  3  '^3  '^1  ~l      "^  ^1  2  3  ^1  ^2  ? 

X^l^l  +  &2,2,1^2^2  +  &3,3,1^3%  +  ^  62,3,1^2%  +  2  &3,i,i^3^1  +  2  &i,2,1^1^2? 
2  i^x  '^l  "i  ^'^  2  2  «^2  '^2  ~T~  ^3  3  2  "^3  ^3  i"  "^^2  3  2  "^2  "^3  "i~  "^^3  12  ^S  '^1  ~T~  "^^12  2  "^1  "^2  ? 
3(Z^X  -^l     I     ^2  2  3*^2*^2     I     ^3  3  3  ^^3  ^3     1     -^  ^2,3,3*^2*^3     I     ^  ^3, 1,3*^3 '^l  "1"  "^  ^1,2,3^1  ^2  * 
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Löst  man  dieses  in  Rücksicht  auf  die  sechs  Producte  x^x^^  x^x^^  — 
x^  X2  lineare  System  von  Gleichungen  nach  diesen  Producten  auf,  als  ob 
sie  die  Unbekannten  wären,  so  erhält  man  die  Gleichungen  (33).  Zur  Be- 
stimmung von  B  und  der  achtzehn  Grössen  q,  welche  letztere  enthalten, 
dienen  dann  die  Gleichungen  (35)  und  folgende: 

Zwischen  den  zehn  Grössen  p  und  jR  hat  man  die  Relationen  (31)  und 

26.*       .  0  ■=  >>^  ;^^  a^  ;^^;        0  =  :Ev^^^^^  a^^^^^',        0  =  ^^^  ;^^  a^  ,  3-, 
i  0  =  ^i9^  ;  3  a^  ;^^;        0  =  ^p^  ,  3  a^^;^^;        0  :=  ^^9^  ,3  a^  ,  3. 

Nachdem  man  die  Werthe  von  B  und  der  zehn  Grössen  p  gefunden, 
kann  man  sich  die  Aufgabe  stellen:  Die  Werthe  der  Grössen  h  zu  be- 
stimmen, w^elche  nur  den  Gleichungen  (31)  genügen.  Da  die  Zahl  der 
zu  bestimmenden  Grössen  h  gleich  zehn,  dagegen  die  Zahl  der  bestim- 
menden Gleichungen  neun  ist,  so  werden  die  gesuchten  Grössen  sämmt- 
lich  eine  willkürliche  Constante  erhalten.  Bezeichnet  man  diese  willkür- 
liche Constante  mit  m,  so  wird  der  allgemeine  Ausdruck  der  gesuchten 
Grössen,    welcher,    für  &^^;.^^(  in  (31)    gesetzt,    diesen  Gleichungen   genügt, 

sein;  was  aus  (26)  und  (31)  erhellt.  Hieraus  folgt:  dass  jede  homogene 
Function  ip  =  ^ Cy^^i^ij^Xy^xiXf^^  dritten  Grades  von  den  Variahein  x^.  Xo^  x^^ 
deren  Coefflcienten  c  statt  h  in  die  Gleichungen  (31)  gesetzt  diesen  Gleichungen 
genügen,  von  der  Form  yj  =  cp  -\-  mf  oder,  wenn  man  in  der  Gleichung  (31) 
B  eine  beliebige  Grösse  bedeuten  lässt,  von  der  Form  ip  =  mf  -{-  ncp  ist. 
In  der  folgenden  Nummer  soll  nachgewiesen  werden,  dass  die  Deter- 
minante der  Determinante  von  der  Function  f  diese  Eigenschaft  hat. 

16. 
Wenn  man  der  Kürze    wegen  durch  v^^^^  den   partiellen  Differential- 

quotienten  - — -~-  zweiter  Ordnung  bezeichnet,  so  ist: 

14* 
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0  =  ^  {vf  vf  -  if  vf)  +  ^  {vf  vT  -  vf  vf)  +  ^  {vf  vf^  -  vT  vf>), 

Diese  Gleichungen  gelten  auch  allgemein  für  jede  beliebige  homogene 
Function  cp  dritter  Ordnung  von  drei  Variabein.  Aus  diesen  identischen 
Gleichungen  geht  ein  System  von  neun  Gleichungen  durch  Differentiation 
nach  den  drei  Variabein  hervor,  welches  in  der  vorliegenden  Unter- 
suchung eine  Anwendung  finden  wird. 

Bezeichnet  man  ferner  mit  ip  =  2  Cy^^i^^^  Xy^  x^x^  die  Determinante 
der  partiellen  Differentialquotienten  der  Function  cp,  welche  kürzer  die 
Determinante  der  Function  cp  oder  die  Determinante  der  Determinante  der 
Function  f  genannt  wird;  so  ist  klar,  dass,  wenn  man  statt  der  Grössen  a 
die  entsprechenden  Grössen  &  setzt,    dadurch  f  in  y,    ip  in   i\j^   f^^  in  99^, 

w    in  ip    und  u^^^\    welches  =  - — - —  ist,    in  v^^^^  übersieht.     Macht   man 

diese  Aenderung  in  den  Gleichungen  (30),  entwickelt  hierauf  beide  Seiten 
der  Gleichungen  nach  Potenzen  und  Producten  der  Variabein  und  setzt 
für  jedes  Product  x^xix^j,  der  Entwicklung  p^j^^^^  so  verschwinden,  weil 
dadurch  die  Ausdrucke  x^cpi^  ^2^21  ^s%  ^^^  Werth  B  und  X2(pi,  ^39^1? 
x^cpo,  Xi(p2,  ^1%?  ^2%  dön  Werth  0  annehmen,  mit  Rücksicht  auf  die 
durch  Differentiation  der  Gleichungen  (36)  abgeleiteten  Gleichungen  die 
Theile  rechterhand  der  sämmtlichen  Gleichungen,  und  man  erhält: 

37.  I  0  =  :Sp^^x^2(^K,X,i,        ^P=  ^P>i,l,2(^'^,l,2,  ^  =  ^Py.,l,2Cy.,l,^^ 

0  =  :^Py,l,^  C^^x,^,  0  =  ^Py,X,^  Cy,X,2^       iP=  ^Py,X,^  Gy,X,-^, 

P  =  ^Py,l,^,Cy^l,^,, 

Diese  Gleichungen  beweisen,  dass  die  Gleichungen  (31)  erfüllt  werden, 
wenn  man  c  statt  h  setzt  und  statt  jR  eine  bestimmte  andere  Grösse  P; 
woraus  denn  nach  der  obigen  Bemerkung  folgt: 

38.  Cy^i^^,  =  ma^^i^^  +  n'bK,x,fi, 

und  dass  die  Determinante  ip  der  Function  cp  von  der  Form 

39.  yj=mf-\-n(p 

ist;   was  sich  auf  folgende  Art  ausdrücken  lässt: 
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Lehrsatz   5. 

Die  Determinante  der  Determinante  einer  gegebenen  homogenen  Function 
dritten  Grades  von  drei  Variabein  ist  gleich  der  Summe  der  gegebenen 
Function  und  ihrer  Determinante,  jede  mit  einem  passenden  constanten 
Factor  multiplicirt. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass 

40.  P=nR 

ist;  welche  Gleichung  man  erhält,  wenn  man  die  Werthe  von  C;,,;.,^^  aus 
(38)  in  (37)   setzt  und   die  Gleichungen  (26*)  und  (31)    zu  Hülfe  nmimt. 

17. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Grössen  j:>^,2.«  in  g';,,/,«  ^^nd  B  in  S  über- 
o-ehen,  wenn  man  für  die  Grössen  a  die  entsprechenden  Grössen  b  setzt, 
so  gehen  die  Gleichungen  (26"^)  in 


0  =  ^?^,;.^i  &;,^2,i;  0 

41.  I  0=^g;,^;.,2  &>.,;,!;  0 

0  =  :Eqy^^i^s  &;,,2^i;  0 

über  und  man  erhält  aus  (31): 


42. 


iS: 


9.K,X,l    (^>i,lyl\ 


0  =-_-^g'^^;^^3  Cy^^iy, 


0 

l-S- 


0  = 


^qy,l,.,by^^l^. 
^gy,A,2  Cy,l,2 


0  =  ^?^,;.,i  &;,;;, 3; 

0    =^  ?;.,/,  3  6;,,  2^  3 

0  =  ^qy^^i^  6'^,;^,3; 
0  =  ^qy.,i,2  (^'y,}.,?:, 


Durch    Substitution    der    Werthe    von    c»,;.  ,,     aus    (3? 
Gleichungen  erhält  man,  mit  Rücksicht  auf  (41): 


in    diesen 


43.  , 


\^n  =  :Eqy^^i^^ay^^i^,\  0  =  ^qy,i,,  a^^i^. 

0  =  :Eqy^^i^^ay^^i^^\    \^i^  =  ^gy,l,2  '^y^hi 
0  =  ^qy.,i,^  ciy,i,\',  0  =  ^qy,i,^  ay^i^o 


0    =   ^qy,l,x    Cl'^^,l/i] 

0  =^g^^;,^2  CLy,U\ 


44.  m^B  =  S. 

Aus  den  Gleichungen  (41)  ist  ersichtlich,  dass,  ivenn  man  die  Func- 
tion cp,  oder  die  Producte  einer  der  Functionen  cp^,  ap^,  cp^  und  einer  der 
Variabein  x,,  x.,,  x^,  nach  Potenzen  und  Producten  der  Variabein  entwickelt 
und  q^x^i  für  jedes  Fr oduct  x^x^x^^,  setzt,  die  dadurch  entstehenden  Aus- 
drücke verschwinden. 
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Ebenso  geht  aus  den  Gleichungen  (43)  hervor,  dass  die  nach  Potenzen 
und  Froducten  der  Varialeln  entwickelten  Ausdrücke  f^  ^i/i?  ^2/2?  ^3/3  den 
Wertli  ^B  annehnen,  wenn  man  qy^^i^^i  für  x^xiXf^  setzt ^  und  dass  auf 
gleiche  Weise  die  sechs  Ausdrücke  X2(pi,  x^cpi,  ^9^2?  ^1  9^2?  ^1  T^a?  ^29^3 
verschwinden. 

Auf  gleiche  Weise,  wie  die  Systeme  (35)  und  (34"^)  die  Grössen  gl;";. 

bestimmen,  ergeben  sich  aus  (41)  und  (43)  die  Grössen  der  Werthe  —  q^j^^fi^ 
Mit  andern  Worten:  die  beiden  letzten  Systeme  erhält  man  aus  den  beiden 
ersten,  wenn   man  ~  -  Qx  )  a  für  q^)   setzt,  woraus 

45.  qy.,i  =  -'qy,,L^c 

folgt.     Setzt  man  diese  Werthe  von  q^!^\   in  (33),   so  erhält  man 

^^l^l  =  -?l,lj/^l  +  -?l,L2/'2 +  --?!,  1,3/^  +  2^1,1,1^1^ 

IiX,X,  =  -  qo^2^fl  +  -?2,2,2/^2  +  -"  ^2,2,3^3  +i^2,2,l  9^1  +  Ä>,  2,2  ^'2 +i^2,2,3  ^/3 . 

I  1,1 

Rx^x^  =  -q^^^^^f,  +  --q^,.,^,f,^-q^^^^^^^ 

^111 

RXoX^  =  ^q,^^^^f^^~q.^.^oJ.-\--q,^^^^^^^^ 

II  1 

^^3^1  =-?3,l,l/l  +  -?3,l,2/'2+ye'3.1,3/i +2^3,1,1  9^1  +i\l^ 

RX^X,  =  ~q,^2,lfl  +  -  ?l,2,2/i+  -  ^1,2,3^3  +^\2,l9^1  +:2\2,29^2  +i\2,3^f3- 

Wenn  man  also  in  dem  Systeme  (32"^)  die  sechs  Producte  x^x^^  x^x.^^ 
.  .  .  .  X1X2  als  die  Unbekannten  betrachtet ,  so  erhält  man  durch  Auflösung 
der  Gleichungen  nach  diesen  Unbekannten  die  Gleichungen  (33*).  Das  Merk- 
würdige an  diesen  Gleichungen  besteht  vorzüglich  darin,  dass,  während 
die  einen  nur  zwanzig  verschiedene  Coefficienten  a  und  b  enthalten,    die 

andern  ebenfalls  nur  zwanzig  verschiedene  Coefficienten  p  und  —  •  q  haben. 

Wenn    man   in    den  Gleichungen    (41)    und    (43),    durch    welche    die 

Grössen  —  qy^^i^^i   vollständig    bestimmt  sind,    für  a^^i^i^   die  Grössen  by^^i^^, 

setzt,  wodurch  gleichzeitig  by^i^,,  in  ^^?a^./,,,  -]-  ^&;-.;../^  i^nd  jR  in  5"  =  m(>jR 
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übergehen,   so  werden  die  so  geänderten  Gleichungen  erfüllt,    wenn  man 

-~q.x,x,!.i   in  "^iQPz, 1,1^1  —  '^9.>c,x,i-i  verändert.     Dieses  beweist,  dass  durch  die 

Veränderung  von  ay^^i^^,  in  J^,^;,^^,,  7  ?^,^^  "^^l  m^Py^^i^^,  — nq.^^i^^,  übergeht. 

Es  bedeutet  -rr-  die    aus   den  Coefficienten    der    sechs  Potenzen   und 

Producte  der  Variabein  in  Gleichungen  (32*)  gebildete  Determinante.    Diese 

S 
geht  in  -^  über,  wenn  man  in  ihr  b^^x^^  für  a^^i^^,  mi^  ma^^i^^, -\- nb^^i^^ 

für    h^^i^i^,   setzt.     Aendert    man   daher    die  Coefficienten   in  (32*)  auf  die 

angegebene  Art,  und  bildet  hierauf  aus  den  geänderten  Coefficienten  die 

S 
Determinante,    so  erhält  man  ebenfalls  — ^.     Dieselbe  Grösse    erhält   man 

o 

aber  auch,  wenn  man  a^^i^^^  in  h^^i^^,  und  h^^i^^,  in  ma^^j^^^^  übergehen 
lässt   und  aus    den    so  geänderten  Coefficienten    die  Determinante    bildet. 

Diese  wird  aber  = —q—.      Mithin    ist    S=  —  m^  R'^    welcher    Werth, 

in  (44)  gesetzt, 

46.  (>  =  —  ^?r 

giebt.     Hieraus  folgt  nun,    mit  Rücksicht    auf   die  obigen  Bemerkungen: 

Wenn   a^^x^f^   in  by^x,/ii   übergeht,    so   geht  gleichzeitig  b^^i^^,   in  may^x,/it 

-\- nby^x^f^c,  f  in  %  f^  in  cp^,  cp  in  mf+ncp,  cp^  in  mf^  -\-n(py,  Vy^,hii  in 

q>c,x,^,,-qy.,l,fc  oder—^^qy,i,^,  in  —  m' p^^i^^^  —  nq^^L^  und  R  in  —  m'R  über, 

18. 

Wenn  man  eine  Function  F  aus  einer  gegebenen  homogenen  Func- 
tion f  vom  dritten  Grade  von  den  Variabein  x^,  Xo^  x..^  und  ihrer  Deter- 
minante (p  wie  folgt  zusammensetzt: 

47.  F=d,f-\-^.cp, 

wo  d  und  S  beliebige  Constanten  bedeuten,  und  nun  mit  F^^  Fo,  i^3  die 
partiellen  Differentialquotienten  der  Function  F  nach  den  Variabein  ge~ 
nommen  bezeichnet,  so  erhalten  die  Ausdrücke  F,  x^F^,  XoF,,  x^^F^^, 
wenn  man  sie  nach  Potenzen  und  Producten  der  Variabein  entwickelt 
und  ^y^i^^,  für  x^xix^  setzt,  die  Werthe  rT.E;  und  auf  gleiche  Weise 
erhalten  die  Ausdrücke  x,F^,  x,F^,  x^F,,  x^F,,  x^F.-^,  x.F^  die  Werthe  0. 
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Ebenso    gehen  die  Ausdrücke  F,   x^F^^  ^2^2?  ^^3?    wenn   man   sie   ent- 
wickelt und  -  c[y^^i^^   für  Xy^xix^,  setzt,   in  d ,U   über,    während    die  Aus- 
drücke x^ F^ ,  x^F^^  x^ Fe, ,  x^Fo^  ^1 F^ ,  ^2 i^g  verschwinden. 
Die  Determinante  der  Function  F  werde  durch 

48.  'f'  =  ^By,^x^^,XyXix^, 

bezeichnet;  in  welchem  Ausdruck  die  Grössen  By^^i^^j^  ganze  homogene 
Functionen  dritter  Ordnung  in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  in  F, 
also  ganze  homogene  Functionen  dritter  Ordnung  in  Rücksicht  auf  die 
Constanten  d  und  d  sein  werden.  Bezeichnet  man  ferner  mit  *i,  ^^^  *3 
die    partiellen    Differentialquotienten     der    Determinante     *,    nach    den 

Variabein  genommen,  und  setzt  der  Kürze  we2:en =  v^^'\  so  g-elten 

die  Gleichungen  (36)  und  (30),  wenn  man  in  den  letzteren  f  in  F, 
(p  in  <P  und  u  in  v  verändert.  Entwickelt  man  nun  die  auf  diese  Weise 
veränderten  Gleichungen  (30)  und  setzt  ^p,^;.^^,  für  x^x;,x-f,,  so  verschwinden, 
mit  Berücksichtigung  der  durch  Differentiation  aus  (36)  abgeleiteten 
neun  Gleichungen,  die  rechtseitigen  Theile  sämmtlicher  Gleichungen,  und 
man  erhält: 


49. 


0  :=  :^Py,L,By,iy,  ^       0  ^  ^^,^,.35,,,,,;       ^T  =  ^p^,^j^^,By,i,,', 

woraus    mit  Rücksicht    auf  Nr.   15    folgt,    dass    die  Determinante   *   von 
der  Form 

50.  <p  =  I)f-\-/l.cp 

ist,  wo  D  und  z/  zu  bestimmende  Constanten  bedeuten.     Bezeichnet  man 
mit  ^{p)   und    *  (— gj    die    Ausdrücke,    in    welche   *    übergeht,    wenn 

man  p^/^^^^   oder  ~  q^^i^i,   in   der  Entwicklung    von    *    für   x^xix^^,  setzt, 
so  hat  man 

51.  BI)  =  ^[^.q)-       EJ  =  ^P(py, 
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wobei  zu  bemerken   ist,    da  B  verschwindet,    wenn  d'   verschwindet,    dass 

D  den  Factor  (T  haben,  oder,  da  sowohl  ^  {p)  als  auch  *  (— •  g)  ganze 

homogene  Functionen    dritten  Grades    in    Rücksicht    auf    d    und    d   sind, 
dass  in  D  das  mit  d^  multiplicirte  Glied  fehlen  muss. 

Das  Vorhergehende  lässt  sich  nun  kurz  wie  folgt  ausdrücken: 

Lehrsatz  6. 

Wenn  man  eine  gegebene  homogene  Function  dreier  Variahein  vom 
dritten  Grade  und  ihre  Determinante^  die  erstere  mit  d,  die  andere  mit  S 
multiplicirt  und  addirt,  so  ist  die  Determinante  der  Summe  der  beiden 
Functionen  von  derselben  Form,  nämlich  gleich  der  Summe  der  gegebenen 
Function  und  ihrer  Determinante^  jede  mit  einem  andern  homogenen  Factor 
dritten  Grades  in  Rücksicht  auf  d  und  d  multiplicirt. 

Mit  Hülfe  dieses  Lehrsatzes  lässt  sich  leicht  folgende  Aufgabe  lösen: 

Aufgabe   1. 

Es  ist  eine  homogene  Function  dritten  Grades  von  drei  Variabein  ge- 
geben: man  soll  eine  andere  homogene  Function  dritten  Grades  von  den- 
selben  Variabein  bestimmen^    deren  Determinante  die  gegebene  Function  ist. 

Aus  dem  Lehrsatz  5  folgt,  dass,  wenn  f  die  gegebene  Function 
ist,  die  gesuchte  Function  df-\-d(f  sein  wird,  wo  d  und  d  aus  den 
Gleichungen 

D  ==  1     und     z/  =  0 

zu  bestimmen  sind.     Die  Aufgabe  führt  also  auf  eine  cubische  Gleichung 
und  bietet  neun   Auflösungen  dar. 

19. 

Wenn    man    mit    f    eine    beliebige    Function    der    n  Variabein    Xi^ 

rTg, x^  bezeichnet,  so  kann  man  unter  der  Annahme  folgender  linearen 

Gleichungen : 

a^^^x^  +  afx.,  -1 \-  a^l'^x,,  =  y^, 

<^^P  ^1  +  afx^^~\~ +  ^2'^  ^n  =  ?/2  J 

4'^  ^1   +  ^r  ^2  H 1-  4"^  ^n  =  Vn, 

Hesse's  Werke.  15 
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df 

sowohl  f  als  -;r —   als  Functionen  der  Variabein  Vn  y^^  -  --  -  Vn  betrachten. 

Die    Determinanten    der    Function  f  seien    cp   oder   q)\  je   nachdem    man 

x^^  x^j x^  oder  ^i,  ^2? Vn  ^^^  die  Variabein  betrachtet.     Bezeichnet 

man   nun    die   aus   den   Coefficienten   der  Variabein  x^^  X2^ x^^   in   den 

angegebenen  linearen  Gleichungen  gebildete  Determinante  mit  r,  so  ist 
52.  cp  ==  r^  cp. 

Denn  wenn  n^  Grössen  u^^-^  mit  n^  Grössen  a^^^^  und  n^  Grössen  w''^^\ 
WO  z,  l  die  Zahlen   1,   2,  ....  ^  bedeuten,  in  der  Verbindung 

^U)  =  a^i)  ^(k)  ^  a^)  ^(p.)  _| 1_  ^u)  ^(>c) 

stehen,  so  ist  bekanntlich  die  aus  den  Grössen  u^^^  ö:ebildete  Determinante 

^•:t:u[^^uf^ ul'^^  gleich  dem  Product  zweier  Determinanten,    von  denen 

die  eine  r   aus  den  Grössen  o^^\    die    andere  -Z zt  w^^^ wf^ w^^'^  aus    den 

Grössen  if/^^  zusammensresetzt  ist.  Diese  Relation  findet  man  in  der  Ab- 
handlung  des  Herrn  Professor  Jacobi,  „De  formatione  et  proprietatibus 
determinantium "   Band  22   dieses  Journals^)  S.   310  bewiesen.     Ist  ferner 

SO    lässt    sich    wiederum    die    Determinante    ^  ±  iv^P  ivf^ w^^^    als    das 

Product  von  r  und  der  aus  den  Grössen  v^'^  gebildeten  Determinante 
^±^i^^4'^-.-^Ir^  darstellen.     Mithin  ist 

Die  dieser  vorhergehenden  beiden  Gleichungen  finden  aber  statt, 
wenn  man  die  Variabein  x^^  x^-^  .  .  .  .  x^^  als  Functionen  der  Variabein 
^1?  ^27  •  •  •  •  ^n  betrachtet,  wie  sie  durch  die  obigen  n  linearen  Gleichungen 
gegeben  sind,  und  setzt: 

m  ^V  (,)       Ka^)  (;)  av 

Diese  Werthe  von  u''^^  und  v^^^  in  die  letzte  Gleichung  gesetzt,  welche 
aus  den  beiden  vorhergehenden  folgt,  lassen  dieselbe  in  (52)  übergehen. 
Dieser  Gleichung  wird  man  sich  bei  der  Lösung  der  folgenden  Aufgabe 
mit  Vortheil  bedienen. 


[1)  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik]. 
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20. 

Aufgabe  2. 

Eine  beliebige  gegebene  homogene  Function  f  =  ^ÜK^i^^^Xy^x^Xf,  dritten 
Grades   von   den  Variabein  x^^  x^^  %   durch   Substitutionen  von   der  Form 

53.-  I  ^2  =  ^fvi  +  ^fy^  +  ^fy^-^ 

in  eine  andere  zu  transformiren  von  der  Form: 

54.  f=y\-\-yl  +  yl-\-  ^^y^y^y^,- 

Diese  Aufgabe  verlangt  die  Bestimmung  von  zehn  Grössen:  der 
neun  Coefficienten  der  Substitutionen  und  der  Grösse  n.  Die  zehn 
Gleichungen,  aus  welchen  die  genannten  Unbekannten  zu  bestimmen  sind, 
erhält  man,  wenn  man  die  Function  f  der  Variabein  x^,  %,  x^  in  der 
Gleichung  (54)  vermittels  der  Substitutionen  (53)  als  eine  Function  der 
Variabein  y^,  y^-^  y^  darstellt,  nach  Potenzen  und  Producten  dieser 
Variabein  entwickelt  und  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  und  Pro- 
ducte  auf  beiden  Seiten  der  entwickelten  Gleichung  einander  gleich  setzt. 
Dadurch  bekommt  man  aber  Gleichungen  von  sehr  complicirter  Art. 
Dasselbe  gilt  von  den  Gleichungen,  die  sich  ergeben,  wenn  man  die 
Substitutionen  (53)  nach  y^,  2/2?  2/3  auflöst,  die  Werthe  von  y^,  y^^,  y^  in 
den  Theil  rechts  der  Gleichung  (53)  setzt  und  die  Coefficienten  gleicher 
Potenzen  und  Producte  der  Variabein  ^/u  ?/2?  ^3  auf  beiden  Seiten  der 
entwickelten  Gleichung  einander  gleich  setzt. 

Eine  dritte  Art  die  Aufgabe  zu  behandeln  ist  folgende.  Man  bilde 
die  Determinante  cp    des  Theils  rechts  der  Gleichung  (54) 

55.  cp'=-  &'n\y\  -\-yl-^  yt)  +  6^(1  +  'ln')yry,y,, 

bezeichne  mit  99,  wie  vorhin,  die  Determinante  von  /J  und  mit  r  die- 
jenige aus  den  Coefficienten  der  nach  ?/i,  2/2?  ^3  aufgelösten  Gleichungen  (53). 
Alsdann  gilt  für  den  vorliegenden  Fall  die  Gleichung  (52): 

2    '' 
(p  ==  r  (f  , 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  (54)  mit  G^tiV^  und  addirt  sie  zu 
dieser  Gleichung,  so  erhält  man 

15* 
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welche  Gleichung,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

«  ^  7  ^^  ^  1 

^^-  l  +  S/r^'  62r^(l+8^^) 

setzt,  in 

57.  d,f-\-  ^.cp  =  y,ij.,y^ 

übergeht.  Diese  Gleichung    lässt  sich    in  Worten    wie    folgt  ausdrücken: 

Lehrsatz   7. 

Eine  gegebene  homogene  Function  dritten  Grades  von  drei  Variabeln^ 
so  wie  ihre  Determinante^  lassen  sich  mit  solchen  constanten  Factoren  mul- 
tipliciren,  dass  die  Summe  in  drei  lineare  Factoren  zerlegbar  ist. 

Ferner  ist  zu  bemerken,  dass  die  vorliegende  Aufgabe  mit  folgender 
übereinkommt:  Eine  gegebene  homogene  Function  dritten  Grades  von  drei 
Variabein y  und  ihre  Determinante,  mit  solchen  Factoren  zu  multipliciren, 
dass  ihre  Summe  in  lineare  Factoren  zerlegbar  sei. 

Um  diese  constanten  Factoren  zu  finden,  bemerke  man,  dass  sowohl 
der  Theil  links  der  Gleichung  (57),  als  seine  nach  x^y  Xo,  x^  genommenen 
partiellen  Differentialquotienten  für  die  Werthe  x[^\  x^i^\  x^^^  der  Variabein 
^1,  ^2?  %?  wo  z  eine  der  Zahlen  1,  2,  3  bedeutet,  verschwinden,  weil  der 
Theil  rechts  der  Gleichung  und  seine  nach  x^^  x^^  x^  genommenen  partiellen 
Differentialquotienten  für  die  nach  (53)  entsprechenden  Werthe  y^  =  0, 
^3=0  oder  ^3=0,  ^i  =  0  oder  ^^  r=  0 ,  ^2=  ^  verschwenden.  Man 
hat  daher,  mit  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnungen,  für  die  W^erthe 

/y      /y\}c)       rp      rpy'/i)       rp      rpy'X.)  • 

58.  ri./;  +  8ap^  =  0;     d.f,^  -f  (^.(yD,  =  0;     d.f^  +  rT.^3  =  0; 
woraus  nach  Lehrsatz  3  folgt: 

59.  D./;  +  ^.^i  =  0;     D./;  +  z^.9n,=.0;     D .f^-\- J .if^  =  ^, 

Eliminirt  man  endlich  /i  oder  f^^  oder  /g,  so  erhält  man  zwischen 
d  und  8  die  Bedingungsgleichung 

60.  D,8  ~  J,d=  0. 

Diese  Gleichung  ist  homogen  in  Rücksicht  auf  d  und  8  und  vom 
vierten  Grade,    weil,   wie  sich  in  No.   18  zeigte,   D  und  z/  homogen  und 


6.   Ueber  die  Elimination  der  Variabein  etc.  117 

vom  dritten  Grade    sind.     Demnach    lässt  sich  der  Lehrsatz   7    wie  folgt 
vervollständigen. 

Lehrsatz  8. 

Eine  gegebene  homogene  Function  dritten  Grades  von  drei  Variahein 
und  ihre  Determinante  lassen  sich  auf  vier  verschiedene  Arten  mit  solchen 
Constanten  Factoren  multipliciren,  dass  die  Summe  jedesmal  in  lineare  Fac- 
toren  zerlegbar  ist. 

Wenn  man  die  Elimination  der  Variabein  x^^  x^^  %  aus  (58)  und 
(59)  auf  die  Weise  ausgeführt  hätte,  dass  man  in  der  Entwicklung  der- 
selben nach  Potenzen  und  Producten  der  Variabein  diese  Potenzen  und 
Producte  als  die  Unbekannten  eliminirte,  so  würde  man  eine  homogene 
Gleichung  vom  zwölften  Grade  in  Rücksicht  auf  d  und  cT  erhalten  haben; 
woraus  man  schliessen  könnte,  dass  es  nicht  vier,  sondern  zwölf  Arten 
der  Zerlegung  in  lineare  Factoren  gebe.  Von  diesen  zwölf  Arten  fallen 
aber  immer  je  drei  in  eine  zusammen,  weil  die  aus  der  genannten  Eli- 
mination hervorgehende  Endgleichung  von  der  Form  (D.rT  —  J.df=0 
ist;  was  aus  dem  Vorhergehenden  erhellt. 

Dividirt  man  die  Gleichung  (60)  durch  cT^,  so  wird  man  eine  Gleichung 

d 
vierten  Grades  in  Rücksicht  auf  die  Unbekannte  -^  erhalten,  deren  Wurzeln 


(f),  (I),  (1),  (4). 


sind.  Diese  vier  Wurzeln  sind  zu  bestimmen,  wenn  man  die  vorgelegte 
Aufgabe  vollständig  lösen  will.     Ist  es  geschehen  und  lässt  man  d  und  (T 

irgend   zwei  Grössen    bedeuten,    deren   Quotient  -^  einer   der   gefundenen 

Wurzeln  gleich  ist,  so  bleiben  noch  die  Gleichungen  (58)  aufzulösen,  aus 
denen  man  die  Verhältnisse  der  Unbekannten  rr^ :  0^2 :  x^  festzustellen  hat. 
Es  ist  aber  oben  angedeutet  worden,  dass  diese  Gleichungen  erfüllt 
werden,  wenn  man  für  x^,  x^,  x^  entweder  x^^\  X2\  x^^^  oder  x^^\  xf\  xf^ 
oder  xf\  X2\  oc^^  setzt.  Man  wird  daher  drei  verschiedene  Systeme  von 
Verhältnissen  der  Unbekannten  zu  einander  aus  den  Gleichungen  (58) 
ziehen  können,  welche  jenen  Gleichungen  genügen.  Löst  man  aber  zwei 
von  den  Gleichungen  (58)  auf,  so  ergeben  sich,  da  sie  vom  zweiten  Grade 
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sind,  vier  solcher  Systeme,  von  denen  eines,  welches  der  Gleichung  (58) 
nicht  genügt,  auszusondern  ist.  Wie  die  Unbequemlichkeit  der  Aus- 
sonderung des  vierten,  überflüssigen  Systems  durch  einen  eleganten 
Calcul  vermieden  werden  könne,  soll  in  dem  nächstfolgenden  Paragraphen 
auseinandergesetzt  werden.  Hat  man  nun  auf  irgend  eine  Weise  die 
drei  verschiedenen  Systeme  von  Verhältnissen  der  Unbekannten  gefunden, 
welche  sämmtlichen  Gleichungen  (58)  genügen;  so  wird  jedes  derselben 
einem  Systeme  der  Verhältnisse  der  unbekannten  Coefficienten  x^{^^ :  xi""^ :  x^""^ 
gleich  sein.  Damit  die  Unbekannten  aber  den  gesuchten  Coefficienten 
der  Substitutionen  selbst  gleich  werden,  hat  man  sie  so  zu  bestimmen, 
dass  sie  noch  der  Gleichung 

genügen.  Nachdem  auf  diese  Weise  die  gesuchten  Coefficienten  der  Sub- 
stitutionen bestimmt  worden  sind,  bleibt  noch  übrig,  den  Werth  der 
Grösse  ti  in  der  Gleichung  (54)  anzugeben.  Dieser  ergibt  sich  aus  der 
genannten  Gleichung,  wenn  man  den  Theil  links  derselben  durch  die 
gefundenen  Substitutionen  als  eine  Function  der  Variabein  y^  y^j  Vs  ^^'^- 
stellt,  den  Coefficienten  von  y^  y^  y.^  der  Entwicklung  heraushebt  und  ihn 
durch  die  Zahl   6   dividirt. 

Die  vorgelegte  Aufgabe  lässt  vier  wesentlich  von  einander  ver- 
schiedene Auflösungen  zu,  da  man  auf  die  angegebene  Art  jede  der  vier 
Wurzeln  der  Gleichung  (60)  verwenden  kann. 


21. 
Nachdem    man  die  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung  (60)   be- 
rechnet und  zwei  Grössen  d  und  S  bestimmt  hat,  deren  Quotient  -^  gleich 

einer  jener  Wurzeln  ist,  so  bleibt  noch  übrig,  die  drei  verschiedenen 
Verhältnisse  der  Unbekannten  x^'.x^'.x^^  zu  bestimmen,  welche  sämmt- 
lichen Gleichungen  (58)  genügen.  Dieses  kann  auf  folgende  Weise 
geschehen.  Man  setze  die  Werthe  von  99^,  99^,,  993  aus  (58)  in  die 
Gleichungen  (33*).  Diese  Gleichungen  lassen  sich,  wenn  man  a,  /3,  / 
für  Rx^^  Bxo,  Bx^  setzt,  wie  folgt  darstellen: 
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61, 


«^2=(-?l,2,l-ji^M,l)/"lHr(y?l,2,2-|?^I,2.2)/;+(~?,.2,3--|Ä,o,3)/;, 
«^3  =  {-QlAl-  jPl,3,l)fl  +  (-^^1,3,2  -  Jl\i,-^  n  4-  (y  ?,,:,.  -  |p,,3.3)  ^3  , 
ß^X  =  (jS-2.1,l-jP-2^,l)fl  +  {jQ2,l,2  --fi'2,M)/;+  (-^?2.1,3  -  JP>,l,3)fs, 
ßXo=-  (-^2,2,1  -^R^2,l)/'l+  (-?2,2,2- jA>,2,2)/2+  (-^3'2,2,S  — -f  Ä-^s)/;, 
^^^3  ==  (-9'2,3,1  —  ^^^2,3,1) /"l  +  (~  ^2, 3,2  — -^i?2, 3,2) /2  +  (~  9-2,3,3  -  |-i?2,3,3)/'3  , 
/^l==(-93,l.l--^Ti93,i,i)/l+(-?3,,,,-^P3,l,o)/;+(-^g3_13-|-^313y3, 


r  «^2  =  (-93,2,1  — ^^^3,2,l)/l  +  (-?3,2,2  — -^^532  2)/;+  (-332  3  ■ 


^-,.,.  ^  i'3,2,lj'l    r  y       <i3,2,2  ß  Z^3,2,2J  /2~r  y  ^  13,2,3        '  ^  ^3,2,3^/3) 

r^S={j  93,3,1  -  jlJ3,3,l)  /"l  +  (-  93,3,2  —  -^^,3,2)  f2  +  (-  93,3,3  —  7^,3,3)  fs  ■ 

Durch  Auflösung  des  ersten,   zweiten   und    letzten  Systems  von  drei 
Gleichungen  nach  /"j,  f^,  /J,  erhält  man: 

/i  =  c  («1,1  a^i  +  «1,2*2  +  «1,3*3) 

/o  =  a  (ö'2,l  *1      I      ^2,2  *2  ~1      %,3  *3J 

/;  =  c(  («31  a;i  +  «3_,  a-2  +  «3,3  Xg) 

/"l  =  /?(*1,1*1  +  &],2*2  +  ^1,3*3) 

62.  \    f^  =  ß  (b.^^  X^    +   &2,2  *2  +   ^2,3  «3) 

/'s  =  /?(^\l*l   +  ^3,2*2  +   ^3,3*3) 

/i  =  r  (^^l  *1  +  Ci,2  *2  +  C,,3  3-3) 

fo  =  y  (Co_i  a^i  +  ^2,2  *2  +  1^2,3  ^s) 

■  /  3  "^^^^  /  ('"3, 1  *1   n      '-'s,  2  *2  ~r  ^3,  3  *3J 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  a>t^x  = «;.,«  und  ebenso  &;<^;.  =  hi^.^  und 
c«,;.  =  Ci,Ä-  Zieht  man  nun  das  zweite  System  der  Gleichungen  (62)  von 
dem  ersten  ab,  so  erhält  man: 

[j  «1,1   —  *i,l)  *1   +  (^  «1,2  —  &1,2)  *2  +  (|-  «1,3   —   &I.3)  *3  =    0 , 

63-     ^[^  «2,1  —  &2,i)  *i  +  [j  «2,2  —  ^2,2)  ^2  +  (-^  «2,3  —  ^2,3)  *3  =  0 , 

(y  «S,1    —  ^S,l)  *1   +  (-7  «3,2    —  ^3,2)  *2  +  (f  «3,3   —    &3,3)  a?3  =   0  ; 
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woraus  sich  durch  Elimination  der  Unbekannten  x^^  x^,  x.^  eine  Gleichung 
dritten  Grades  in  Rücksicht  auf  — -  wie 

64.  TF=0 

ergiebt.     Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  seien: 

(^)"'  (?)"'  (f)"' 

Setzt  man  dieselben  nach  einander  in  (63)  und  bestimmt  für  jede 
die  entsprechenden  Verhältnisse  der  Unbekannten,  so  werden  solche  gleich 
den  Verhältnissen  der  Coefficienten  xf''^  x^^\  xf^  der  Substitutionen  sein, 
wenn  man  sie  aus  den  angegebenen  Gleichungen  (63)  und  der  Gleichung 
f=l   bestimmt. 

Es  ist  im  Vorhergehenden  angedeutet  worden,  dass  die  vorgelegte 
Aufgabe  4  wesentlich  von  einander  verschiedene  Lösungen  zulässt.  Man 
erhält  zwar  aus  den  gefundenen  Auflösungen  andere,  wenn  man  für  die 
Variabein  ^i,  1^2?  ^s  dieselben  Variabein  mit  den  dritten  Wurzeln  der 
Einheit  multiplicirt  setzt.  Diese  werden  aber  nicht  als  wesentlich  ver- 
schieden zu  betrachten  sein.  Jede  der  vier  verschiedenen  Auflösungen 
verlangt  die  Kenntniss  einer  Wurzel  der  biquadratischen  Gleichung  (60) 
und  der  vollständigen  Auflösung  der  dieser  Wurzel  entsprechenden 
cubischen  Gleichung  (64).  Die  vollständige  Lösung  der  Aufgabe  verlangt 
also  die  Auflösung  einer  biquadratischen  Gleichung  und  vier  von  den 
Wurzeln  derselben  abhängigen  cubischen  Gleichungen.  In  der  folgenden 
Nummer  soll  aber  dargethan  werden,  wie  aus  der  einen  Auflösung  der 
Aufgabe  die  übrigen  abgeleitet  werden  können,  ohne  die  Auflösung  einer 
höheren  Gleichung.  Die  Ausziehung  der  dritten  Wurzel  aus  der  Einheit 
wird  hiebei  nicht  für  eine  Auflösung  einer  cubischen  Gleichung  gerechnet. 
Dieses  vorausgesetzt,  so  erhellt,  dass  die  vollständige  Lösung  der  Auf- 
gabe in  der  That  nur  die  Kenntniss  einer  Wurzel  der  biquadratischen 
Gleichung  (60)  und  die  vollständige  Auflösung  der  von  dieser  Wurzel 
abhängigen  cubischen  Gleichung  (64)  verlangt. 
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22. 
Aufgabe  3. 
Die  gegebene  Function 

f=yl  +  yl  +  yl^  ^^^yxy^yz 

durch  Substitutionen  von  der  Form 


y^ 


.,a) 


y'^^^x  +  yTh  +  yT^z, 


„(1) 


yrh  +  yf^i  +  yfh, 
y^  ^\  +  2/3  ^2  ~h  y%  ^3) 


in  andere  von  derselben  Form 

f=  «?  +  4  +  ^3  +  6  n.z^z^s^ 

SU  transformiren. 

Wenn  man  diese  Aufgabe  auf  dem  in  No.  20  angegebenen  Wege 
zu  lösen  unternimmt,  so  wird  man  finden,  dass  die  Bestimmung 
der  Verhältnisse  der  Coefficienten  p^^\  yf\  yf'  auf  die  Lösung  der 
Gleichungen 


58.=' 


yl 


>''«/2«/3  =  0;    «/|  — ^^3^/1  =  0;    yl  —  f^yiy^ 


führt,  welche  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  den  Gleichungen  (58)  ent- 
sprechen. Durch  Elimination  der  Variabein  y-^,  y^,  yz  erhält  man  die 
der  Gleichung  (60)  entsprechende  Gleichung 


60.* 


1^=1. 


Bezeichnet  man  nun  durch  //  und  k"  die  beiden  imaginären  dritten 
Wurzeln  der  Einheit,  so  giebt  (58*): 

für  l 


1, 

yi-y2-ys'=  i:i  =1) 

^1 :  «/2 :  ^3  =  1 :  ^'  :  k", 

yi-y2'ys  =  i--J^'"--k', 


für 

1:= 

k" 

J 

Vi 

■y2- 

2/3  = 

1 

k" 

:k" 

2/i 

■  y2- 

«/3  = 

1 

:1 

:k', 

«/i 

:«/2 

«/3  = 

1 

■.k' 

:i; 

für   X  =  k\ 

^i-2/2-?/3=  1-1  'f^'\ 
yi'y2'y^  =  i:ä'':1, 

woraus  folgende  drei  Substitutionen  hervorgehen,  durch  welche  die  ge- 
gebene Function  f  der  Variabein  y^^  y^-^  y^  in  andere  von  derselben 
Form  transformirt  wird: 

Hesse's  Werke.  16 
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Erste  Substitution. 

^1  yi=    ^1+    ^2-\-    h  ^1  ===  i  ^1  {vi  +    ^2  +    Vz), 

^1  y2=      ^1  +  1^'^2  +  ^''^3  oder    z^  =  ^Ti,  {y^  -\-  k''y^  -\-  k'y^, 

Zweite  Substitution. 

^2  2/i  =      ^1  +     ^2  +     ^3  ^1  =  i  ^2  {//i  +  ^' V2  +  /t' V3} . 

^^22/2  =  '^^'^i  +     ^2  +  ^''^3  oder    ^2  =  ^n^{yi  +      .«/g  +  ^V3}j 

'^22/3  =  ^^'^1  +  ^%  -\-     H  h  =  1^2(2/1  +  ^^2  +      ^3}- 

Dritte  Substitution. 

^^3  ^1  =          ^1   +         ^2  +         ^3  ^1  ^  i  ^3  {^1   +    /^  V2  +    ^  V3}  J 

^3  ^2  =  ^''^1  +     ^2  +  ^'^3  oder    ^2  =  -1  TTg  {^j  +      y.^-\-  k''y^, 

^3  .?/3  =  ^''^1   +  ^'  ^2  +         ^3  ^3  =  i  ^3  {Vl   +  /^' V2   +         .^73}  J 

3 


WO  TTi  =  \/3  (1  +  2  TT),      712  =:  1/3  (1  +  2  ^''n) ,      TTg  =  \/3  (1  +  2  Ä;'7^)    ist. 

Die  verschiedenen  Substitutionen,  durch  welche  eine  gegebene  Function 
f  =  :Ea^^^x^fj,x^XxXfj,  der  Variabein  x-^^  x^^  x^  in  andere  von  der  Form 

^?  +  ^2  +  ^3+   QfI^l^2^S 

transformirt  wird,  erhält  man  nun,  wenn  man  in  den  Substitutionen  (53), 
deren  Coefficienten  in  No.  20  und  21  bestimmt  worden  sind,  für  y^^  y^^,  y^ 
entweder  z^^  z^^  ^3  oder  "die  Werthe  von  ^1,  2/2?  V^  ^^^  den  vorhergehenden 
drei  Substitutionen  setzt.  Aus  diesen  Substitutionen  ergeben  sich  endlich 
noch  andere,  wenn  man  die  Variabein  ^\,  z^,  z^  einzeln  mit  den  dritten 
Wurzeln  der  Einheit  multiplicirt  und  diese  Producte  statt  der  Variabein 
^1,  -3^2?  h  setzt. 

Königsberg,  den   16.  Januar   1844. 
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Ueber  die  Wendepunkte  der  Curven  dritter  Ordnung. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.    Band  28,   Seite  97  — 107.] 
(Fortsetzung  der  Abhandlung  [No.  8  dieses  Bandes]:    „Ueber  die  Elimination  der  Variabein  etc.") 


23. 

Wenn  man  mit  x^ ,  X2  die  reclitwinl^ligen  Coordinaten  eines  PunJ^tes  p 
in  der  Ebene  bezeiclmet,  der  auf  einer  durcli  üire  Gleicliung  u  =  0  ge- 
gebenen Curve  beliebig  aber  fest  angenommen  ist:  ferner  mit  X^  X2  die 
Coordinaten  eines  variabeln  Punl^tes  der  in  dem  ersten  Punl^te  erricliteten 
Normale  der  Curve,  so  verhalten  sich  die  Differenzen  x^ — Xj,  X2  —  X2 
wie  die  Cosinus  der  Winl^el,  welche  die  Normale  mit  den  Coordinaten- 
Axen  bildet,  oder  wie  die  partiellen  Differentialquotienten  w^,  U2  der 
Function  u  der  Variabein  x^,  X2j  nach  diesen  Variabein  genommen. 
Bezeichnet  man  ferner  durch  l  einen  unbestimmten  variabeln  Factor, 
so  hat  man 
65.  {Xi  —  Xj)  l  =  Ui,       {X2  —  X2)  A  =  ^2  5 

woraus  durch  die  Elimination  von  l  die  Gleichung  der  Normale  selbst 
hervorgeht.  Diese  Elimination  l^ann  jedoch  unterbleiben,  da  es  vortheil- 
hafter  ist,  die  Gleichungen  der  Normale  unter  der  Form  (65)  zu  betrachten. 
Bezeichnet  man  mit  x^  -\-  dx^^  X2  -\-  dx2  die  Coordinaten  eines  dem 
Vunktep  unendlich  nahe  gelegenen  Punlites  der  Curve  u=  0,  und  mit  jli  einen 
unbestimmten  variabeln  Factor,  so  erhält  man  für  die  den  vorhergehenden 
entsprechenden  Gleichungen  der   in  diesem  Punkte   errichteten  Normale: 

(x^  -\-  dxi  —  Xj)  a  =  u^-\-  dui,       (^2  +  ^^2  —  -^2)  ,^^  =  %  +  ^^<2• 

16* 
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Für  den  Krümmungsmittelpunkt  der  Curve,  in  welchem  sich,  wie 
bekannt,  die  beiden  Normalen  schneiden,  gelten  die  angegebenen  vier 
Gleichungen.  Lässt  man  daher  Xj,  X.2  die  Coordinaten  des  Krümmungs- 
mittelpunktes bedeuten,  so  kann  man  dieselben  mit  Hilfe  der  angegebenen 
Gleichungen  und  der  folgenden  durch  die  Coordinaten  des  Punktes  p 
wie  folgt  ausdrücken: 

'^i  dx-j^  -\-  ii2dx2  ==  0. 

Die  Länge  (>  des  Krümmungshalbmessers  ergiebt  sich  aber  aus  der 
Formel  (>  =  V  {(x,  —  X,f  +  {x,  —  X^f)  oder 

66.  ^  =  -YV(^i  -r'^^t)' 

Es  bleibt  nun  noch  übrig,  den  Werth  von  l  anzugeben.  Denn  hat 
man  diesen  gefunden,  so  giebt  die  Gleichung  (66)  den  Werth  des  Krümmungs- 
radius, und  (65)  giebt  die  Relationen,  welche  zwischen  den  Coordinaten 
des  Punktes  p  und  den  Coordinaten  Xj,  Xg  des  Krümmungsradius  statt- 
finden. Zu  diesem  Zwecke  ziehe  man  die  Gleichungen  (65)  von  den 
darauf  folgenden  beiden  ab.     Dieses  giebt 

(Xi-\-dXi  —  Xi)(iLt  —  X)  =  dui ' — /^dXi,    (x2  ~\-dx2  —  X2){a  —  k)  =  du2  —  ldx2 

und,  wenn  man  die  Werthe  von  x^  —  X^  und  X2  —  X2  aus  (65)  setzt, 

(Ui  -\-ldx^  -^ —  =  dui  —  Idx^j     {u2-\-'^dxc^  — ^ —  z=du2  —  >-<^^2- 

Vernachlässigt  man  die  unendlich  kleinen  Grössen  Idxi^  ldx2  gegen 
die  endlichen  u^,  U2,  so  hat  man 

u^  — . —  =  du^  —  IdXij      U2  — ö —  ==  du2  —  ldx2' 

Fügt  man  hiezu  noch  die  Gleichung  u^dx^-^  U2dx2=  ^  und  be- 
zeichnet die  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  — — - —  der  Func- 
tion u  der  Kürze  wegen  mit  u^^^  i ,  so  stellen  sich  diese  Gleichungen  wie 
folgt   dar : 

%  — . =  (Wj^i  A)  dX^   -]-  ^^l  2^^2?  %  ~ \ =  '^2,1  ^^1   "4"  (^2,2  ^)  t^^25 

u^dx^  -^  U2dx2=  0. 
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Wenn   man   die   beiden   ersten   Gleichungen   nach  dXi  und  dx2   auf- 
löst, so  erhält  man 

NdXi  =  (W'2,2  '^)%  ^1,2^2?         NdX2  =   ^2,1^1   +  (^1,1  ^0^2? 

N=        _       {{U^^^  l)  {U.2^2 ^)  ^1,2  ^^2,1}  5 

und  wenn  man  diese  Werthe  von  dxi  und  dx2  in  die  letzte  Gleichung  setzt, 

Itl  (Z^2,2  ^0 2  ^1  ^2  ^1,2  +  ^^2  (^1,1 X)  =   0, 

Daraus  ergiebt  sich  für  den  gesuchten  Werth  von  l: 


67 


til  +  ul 


24. 
Es  seien  x^,  X2,  x^  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  p 
einer  durch  die  Gleichung  u=0  gegebenen  Oberfläche,  X^,  Xg,  X^  die 
Coordinaten  eines  variabeln  Punktes  der  in  p  errichteten  Normale  der 
Oberfläche.  Unter  dieser  Voraussetzung  verhalten  sich  die  Differenzen 
x-^ — Xj,  X2 — X2,  x^ — X3  wie  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die 
Normale  mit  den  Coordinaten- Axen  bildet,  oder  wie  die  partiellen 
Differentialquotienten  %,  U2,  %  der  Function  u,  nach  den  Variabein 
^1?  ^2?  ^3  genommen.  Es  sind  daher,  wenn  man  mit  l  einen  unbe- 
stimmten variabeln  Factor  bezeichnet,  die  Gleichungen  der  im  Punkte  p 
errichteten  Normale  der  Oberfläche  folgende: 
68.  (x^  —  X^)l  =  u^,      {X2  —  X2)1  =  U2,      {x^  —  X.yi  =  u^, 

Ebenso  wird  die  in  einem  dem  Punkte  p  auf  der  Oberfläche  unend- 
lich nahe  gelegenen  Punkte  q  errichtete  Normale,  wenn  man  mit  Xi-\~  dx^, 
Xo-^  dx2j  Xs  -\-  dx^  die  Coordinaten  dieses  Punktes  und  mit  a  einen  unbe- 
stimmten variabeln  Factor  bezeichnet,    durch  die  Gleichungen   bestimmt: 

(Xi  +  dxi  —  Xi)  ,a  =u^  -\-  du-^^ 

{X2  -{-  dx2  —  X2)  ^a  =  U2^  du2^ 

(x^  -\-  dx^  —  X3)  jj.  =  u^-^  du^. 

Diese  beiden  Normalen  werden  sich  im  Allgemeinen  nicht  schneiden. 
Sie  schneiden  sich  aber,  wenn  der  Punkt  q  auf  der  durch  p  gehenden 
Krümmungslinie  der  Oberfläche  angenommen  wird,  in  welchem  Falle  der 
Schnittpunkt  r  der  Normalen  zu  dem  Krümmungsmittelpunkt  des  durch 
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p  und  q  gelegten  Hauptschnittes  wird.  Lässt  man  daher  Xj,  Xg,  X3 
die  Coordinaten  dieses  Krümmungsmittelpunktes  bedeuten,  so  ergeben 
sich  die  Werthe  derselben  aus  den  angegebenen,  zu  gleicher  Zeit  statt- 
findenden beiden  Systemen  von  Gleichungen,  und  der  Krümmungsradius  ist 

^==\\{x^  —  X;f-^{x.^  —  X^f-^{x^  —  X^f),   oder,  mit  Rücksicht  auf  (68): 

69.  ^  =  T  ^*^^'  +  ^2  +  ^3)). 

Um  den  Werth  von  l   in  dieser  Formel   zu   bestimmen,    ziehe    man 
die  Gleichungen  der  Normalen  von  einander  ab.     Dies  giebt 

{Xi  -\-  dXi  —  Xi)  {li  —  l)  ==:  duy  —  l dxi , 
{X2  -\-  dx.2  —  X2)  {lui  —  l)  =  du2  —  kdx2, 
(x^  -\-  dx^  —  X3)  (.a  —  X)  =  du^  —  l  dx^. 

Diese  Gleichungen  gehen,    wenn  man  die  unendlich   kleinen  Grössen 
dxi^  dx^i  dx^  im  Verhältniss  zu  den  endlichen  Differenzen  0:^1  —  Xi,  x^  —  X2, 
■  x^  —  X3  vernachlässigt  und  für  die  Differenzen  die  Werthe  aus  (68)  setzt, 
in  folgende  über: 

u.  —. —  =dui  —  Idxi^     U2  — ^  =  du2  —  ldx2,     ^3  ~ — ^ —  =du^  —  Idx^, 

A  A  A 

Fügt  man   noch  die  Differentialgleichung  der  Oberfläche   hinzu   und 

bezeichnet   die  Differentialquotienten  ^r — - —  der  Kürze  wegen   mit  u^,  ;,, 

so  lassen  sich  die  Gleichungen  wie  folgt  darstellen: 
f.1  —  X 


l 


(%,i  —  ^)  ^^1  ~h  u-^^2^^2  +  ^i,3<^%7 


U2  — n =  ^^2,1  dx^   -]-  (2^2,2  ^^)  dX2  -\-  %,3^^3, 

%    ^l =  ^3,1  ^^1   +  ^3,2  d^2  +  (^h,S  —   ^)  ^%? 

u^dXi  -\-  U2dX2  -\-  u^dXg  =  0. 
Aus    den    drei    ersten    Gleichungen    ergeben    sich    die    Werthe    von 
dXi,    dX2,    dx^    durch    Auflösung.      Setzt    man    dieselben    in    die    letzte 
Gleichung,  so  wird  man  finden: 

'W?{(^2,2-^)  (%,3->0-<3}  +  ^2{K3-^)  (^l,l-^)-<i}  +  «*3{K,1-'^)  K2-^)-<2} 
+  2  W2  ^3  {^2,1  «^3,1  —  (^1,1  —  ^)  ^2,3}  +  2  U.^  U^  (^3  2  ^1,2  —  (^2,2  —  ^^)  %,l} 

-\-2u^U2  {^1,3  ^2,3  ~  (^3,3  —  '^)  ^1,2}- 


0  = 


9.   lieber  die  Wendepunkte  der  Curven  dritter  Ordnung. 


127 


Bezeichnet  man  endlich  mit  l^  und  Zg  die  beiden  Wurzeln  der  vor- 
liegenden quadratischen  Gleichung,  so  erhält  man: 

70.  ^1  +  ^2  = 


"h  ^1,2 


^1  +  n\  +  u\ 
ul  Vi, I  +  ^^2 1^2, 2  +  ul  F3, 3  +  2  u,  Us  F2, 3  +  2  Us  Ui  Fs^  1  +  2  u^  u^  V,^^ 


71. 


1   2  — 


wo  die  Grössen  V^^x  die  Bedeutung 


ul-\-  ul-\-  ul 


'  \  \  —  ^2  2  ^3, ; 


F, 


2,2 


^3,3^1,1  ■ 


'''^  2, 3  ^^^^  ^2, 1  %,  1  ^1, 1  ^2,  3  ? 

Kg^  1  =  ^3,  2  ^1, 2  ^2, 2  ^3, 1 J 

3,3  %, 1^2,2  ^1,2?  M,2  ==^  ^1,3^2,3  ^3,3^1,2 

haben.  Wenn  man  diese  Wurzeln  nach  einander  in  (69)  statt  l  setzt,  so 
erhält  man  die  Krümmungsradien  der  Hauptschnitte  im  Punkte  p  der 
Oberfläche.  Setzt  man  sie  in  (68),  so  bestimmen  jene  Gleichungen  die 
Coordinaten  X^,  X2,  Xg  der  Krümmungsmittelpunkte  der  Hauptschnitte. 
Die  Zähler  der  Ausdrücke  (67)  und  (71)  kann  man  auf  eine  elegante 
Art  transformiren,  wenn  u  eine  ganze  algebraische  Function  vom  Grade  n 
ist.     Diese  Transformation  soll    in  Folgendem  auseinandergesetzt  werden. 

25. 

Durch    Auflösung    eines    linearen   Systems    von   Gleichungen    mit   m 
Unbekannten  x^^  x^^  ....  ^„^  von  der  Form 


72. 


U, 


•^1  ^2, 1        i      ^^2  ^2, 2       1"   ' 


lj\^  =  Xi  U^^i  4-  X2U^^2  +  •  • 

erhält  man  Gleichungen  von  der  Form: 

J.x,  =  U,U,^i  +Ü,U,^,  + 

J,X2   =    f/i  f7i,2     +    ^2  C^2,2    + 


73. 


-j-  X^  2^2,  m  ? 

■    *       1       ^m  ^wi,  1  ? 
1       ^m  ^m,  2  ? 


wo  z/  die  aus  den  Coefficienten   der  Gleichungen  (72)   zusammengesetzte 
Determinante,   also  eine  ganze  Function   vom  Grade  m   und   die  Grössen 
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ü^^  X  ganze  Functionen  vom  Grade  m  —  1  in  Rücksicht  auf  die  genannten 
Coefficienten  bedeuten. 

Ein  zweites  gegebenes  System   linearer  Gleichungen   mit  den  m  —  1 
Unbekannten  Xi^  x^-,  ....  x^^-i 


74.. 


^1  ^2, 1  "!"■  ^2  ^2, 2  -|-   •    .   .   .   -|-  X.^^_-i  ^2,  w-1  ? 


^     Vm-1  ^l^m-1,1   "T"  ^2^m-l,2  -j-   •   •   •   •   -1-  OO^-i  ^m-1,  m-1 

gebe,   nach  den  Unbekannten  aufgelöst, 

^.^1  =  r,  F,,    +v,r,^,    +....  +  F_,  F_,,, 

^.x,  =  V,  F,,      +  F,  F,,      +••••  +  F_,  F_,,, 


75 


.  o  .x^_i  —  Vi  ^1  ,^^_i  -f-  V 2^2^^71-1  "T"  •  '  '  *  ~r  F,^_i  V^_i,^_i. 

In  diesen  Gleichungen  bedeutet  S  die  aus  den  Coefficienten  der 
Gleichungen  (74)  zusammengesetzte  Determinante,  welche  mit  der  Deter- 
minante J  in  der  Verbindung 


76. 


=    ()' 


steht.     Zieht  man  die  Gleichungen  (72)  von  (74)  ab,  so  erhält  man 

Setzt  man  diese  Werthe  von  F^  Fo,  ....  V,,,_i  in  (75),  so  findet  sich: 

^•^1  =  £^1  1^1,1  +  t^2  ^2,1 +  •••  f^.»-l ^..-1,1  — ^mK^'f^^ 

O  'X2=  (JiVi^2'T  '^2^2,2'!  ^m-l^  m-1,2        ^m\^l,m  ^1,2  "T  ^2,m  '''^2,2~1"  '  '  *  ^m-l,m '''^m-1,2}? 

(J  •  00^— l  =  ^1  ^l,m-l  +  ^2  V2,m-1  +  *  *  *  (^m-1   ^ ni-l,m—\ 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  z/,  setzt  darauf  für  Jx^ 
Jx2j  . . .  ^x,^  die  Werthe  aus  (73)  und  vergleicht  die  Coefficienten  von  fZ,,, 
auf  beiden  Seiten  der  Gleichungen,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (76): 


?7. 


w,2 


V^l,m  ^1,2  1      ^2,w  '''^2,2  -|-   .  •  •  .    -j-  U^^_^^^^  ^^^^-1,2/5 


^num—l  \^l,m  '''^l,?»-!       1      ^2,w  ^2,m-l   -f-  *  *  *  *    "T"  '^m-l,w   ^w-l,m-l/' 
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Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  stellt  sich  das  vorhergehende  System 
so  dar: 

^  .  ^2         =U^V,^2         -|-  C^2  ^2,2        ■-] h  ^m-1  ^m-1,  2  +  ^.^  ^4^,2, 

rV   7J        —  't;    TT 

yj  .  .^jjj  .^^  «-/  ^^  ,^j  . 

Nimmt  man  nun  an.  dass  u^^x  ==  ux^^^  woraus  bekanntlich  folgt,  dass 
auch  U^^  X  =  Ux,  K  U5^(i  ^x,  i  =  ^x,  >t ;  so  erhält  man,  wenn  man  respective 
mit  f/i,  C/g, C/"„,  multiplicirt  und  alle  Gleichungen  addirt,  mit  Rück- 
sicht auf  die  letzte  Gleichung  (73): 

77.  (5^.(^1  C/i  -^x^lJ^  A, \-x,,U,)  —  x,,x,,J:= 

ü\  F,,  +  ül  F,,, . .  +  ül_,  F_,,_,  +  2  ?7,  C/,F,, . . . .  +  2  Cr_,  f7_,  F;._,_, . 

Es  sei  nun  u  eine  gegebene  Function  nten  Grades  der  m  —  1  Variabein 
^Ti,  ^2j  •  •  •  •  ^m-i-    Diese  Function  ist  homogen  und  von  m  Variabein,  bleibt 

aber  vom  ^iten  Grade,  wenn  man  -^,  ^^  , "'~^    statt  der  Variabein 

setzt  und  die  Function  mit  x"^,,  multiplicirt.  In  dem  Folgenden  soll  unter  u 
die  auf  die  angegebene  Weise  homogen  gemachte  Function  u  verstanden 
werden,  mit  der  Bestimmung,  dass  der  Werth  der  letzten  Variabein  x„^ 
gleich  1  sei,  wodurch  die  gegebene  und  die  homogen  gemachte  Function 
gleich  werden.  Bezeichnet  man  ferner  mit  ic^^  U2,  ,  . .  .  u^,  die  Differential- 
quotienten der  homogenen  Function  u  nach  den  m  Variabein  genommen, 
so  hat  man  bekanntlich: 

78.  n.ic  =  Xj^u^-\-  X2U2-{- x.„,u^,,. 

Bezeichnet  man  endlich  die  zweiten  Differentialquotienten  der 
Function  w,  nämlich  — — - — ,  mit  ii^  x  oder  ux,^,  so  hat  man  auf 
gleiche  Weise: 

{n—  1).U,    =0^1^1,1    +iZ^2^1,2    H [-00^^'^h,m, 

(n  l).U2   =   Xi  i(2  1    — p  X2  ^2^  2    ~T~   •  •  *  •    — p  ^„i  ^^2,  m  ? 


79 


l  («  —  ]  )  .  U,„  =  X^  M„,i  4-  X^  W,„,2  H 1-  X,,  M,„_„, . 

Hesse's  Werke.  17 
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Aus  diesen  Gleichungen  erhellt,  wenn  man  sie  mit  (72)  vergleicht,  dass 
gesetzt  werden  kann;  wodurch  die  Gleichung  (77)  mit  Rücksicht  auf  (78)  in 

80.  7rrr^-^-ö^:=:iF^  = 

^!  1^1,1  +  ^2  ^2,2  M h  ^m-l^m-1,  m-1  +  2  ^i  UoV,^^  H h  ^  ^^.n-2  ^^.»-1  K.-2,,.-l 

übergeht.  Diese  Formel  dient  zur  Transformation  der  Zähler  der  Aus- 
drücke (67)  und  (71);  was  sogleich  erhellt,  wenn  man  m=3  oder 
m  =  4:  setzt. 

26. 

Wenn  man  die  Gleichungen  (74)  unter  der  Annahme  m  =  3  auf- 
löst, wodurch  man  die  Gleichungen  (75)  erhält,  so  ergiebt  sich 

Kj^l  =  '<!^2,2  7  ^^2,2  ^'^  '^1,  1  ?  ^1,2"^^  ^^1,2? 

und  die  Determinante  der  Coefficienten  in  den  Gleichungen  (72)  wird: 

Z/  =  ^J,1^2,2%,3      1      "^  ^^1,2  ^^1,3%, 3  '^1,1^^2,3  ^2,2^^1,3  ^3,3^1,2* 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (80),  so  geht  der  Theil 
rechts  derselben  in  den  Zähler  des  Ausdrucks  (67)  über.  Bemerkt  man 
nun,  dass  die  Coordinaten  des  Punktes  2^  der  Curve  u  =  0  die  Function  ii 
verschwinden  machen  und  dass  :ro  =  1   ist,  so  hat  man: 

Für  m  =  4:  wird 

'   \  1   ———  Hc)  o  iv^  g  IA/.2  g  ,  ^  '^  ^  ~~~~  ^'2  1  '3  1  ^1  1      '^  3  j 

'^2,2  ^^^^  ^3,3  ^1,1       ~  ^3,1  J  ^3,1  ^^^^^  ^^3,2  ^^1,2  ^2,2  ^3,1  7 

K3^3  =  ^1,1^^2,2  '^1,2?  '''^1,2  ^^^  ^^1,3^^2,3  %,3^^1,2' 

Setzt  man  diese  Werthe  in  den  Theil  rechts  der  Gleichung  (80),  so  geht 
derselbe  in  den  Zähler  des  Ausdrucks  (71)  über,  und  da  x^=\  und  für 
die  Coordinaten  des  Punktes  p  der  Oberfläche  w  =  0  die  Function  it 
verschwindet,  so  hat  man: 


71 


{n-\y{u\  +  ii\-\-iti) 
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Diese  Transformation  ist  vorzüglich  desshalb  von  Wichtigkeit,  weil 
sie  die  Grade  der  Zähler  der  Ausdrücke  (67)  und  (71)  um  zwei  Ein- 
heiten erniedrigt.  Denn  während  der  Zähler  des  Ausdrucks  (67)  in 
Rücksicht  auf  die  Variabein  vom  Grade  3n  —  4  war,  so  ist  der  Zähler 
des  Ausdrucks  (67"^)  nur  vom  Grade  3{n — 2).  Ebenso  ist  der  Zähler 
des  Ausdrucks  (71)  vom  Grade  An — 6,  der  Zähler  des  Ausdrucks  (71*) 
aber  nur  vom  4(n  —  2)ten  Grade. 

Man  pflegt  mit  dem  Namen  Wendepunkte  solche  Punkte  einer  Curve 
zu  bezeichnen,  in  denen  der  Krümmungshalbmesser  unendlich  gross  ist. 
Ist  nun  w  =  0  die  Gleichung  einer  Curve  ^^ter  Ordnung,  so  werden  die 
Coordinaten  dieser  Punkte  durch  die  Gleichungen 

II  =z  O  und  Z  =  0 
bestimmt.  Nimmt  man  den  Werth  von  l  aus  (67),  so  werden  diese 
Gleichungen  auf  die  Zahl  der  Wendepunkte  gleich  n  (3  n  —  4)  hindeuten. 
Setzt  man  aber  für  l  den  Werth  aus  (67*),  so  geht  die  letzte  Gleichung 
in  z/=  0  über  und  die  Zahl  der  Wendepunkte  reducirt  sich  auf  3n(?^  —  2). 
Man  hat  daher  folgenden  von  dem  Herrn  Professor  Plücker  in  dem 
„System  der  analytischen  Geometrie"   p.  264  aufgestellten  Lehrsatz: 

Lehrsatz  9. 
Eine  Curve  nter  Ordnung  hat  im  Allgemeinen  3n{n  —  2)  Wendepunkte. 
Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  folgende  Regel  zur  Bestimmung 
der  Wendepunkte: 

Wenn  u  eine  homogene  Function  von  drei  Variahein  Xi,  x^^  x^  nten 
Grades,  J  die  aus  den  ziveiten  partiellen  Differentialquotienten  zusammen- 
gesetzte   Determinante   der    Function    u   ist,    und    wenn    — ^,  -^    die    recht- 

x^      x^ 

winkligen   (oder  schiefwinkligen)  Coordinaten   eines   variabeln  Punktes  sind, 
so  bestimmen  die  Gleichungen 

u  =  0     und     J  ==  0 

die  Coordinaten  der   Wendepunkte  der  Curve  u  ==  0. 

Nennt  man  auf  gleiche  Weise  Wendepunkte  einer  Oherfläche  u  =  0 
diejenigen  Punkte,  in  denen  einer  der  beiden  Hauptschnitte  der  Oberfläche 
einen  unendlich  grossen  Krümmungsradius  hat,  so  beweist  der  Ausdruck 
(71'''),    der  für  diese  Punkte  verschwinden  muss,    nachstehenden  Lehrsatz: 

17* 
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Lehrsatz   10. 

Die  Wendepunkte  einer  Oberfläche  nter  Ordnung  liegen  auf  einer  Ober- 
fläche 4(n — 2)ter  Ordnung. 

Zur   Bestimmung    dieser  Art  Wendepunkte    dient   folgende   Angabe: 

Wenn    u    eine    homogene   Function    nien    Grades    der    vier    Variabein 

^1?  ^2J  %?  ^4?   wenn  J  die  aus  den   zweiten  partiellen  Differentialquotienten 

/y^  /V»  /V» 

zusammengesetzte   Determinante   der   Function  u   ist,    und   ~^,  -^,  —^  die 

^4  ^4  *^4 

Goordinaten  eines  variabeln  Punktes  sind,  so  bestimmen  die  Gleichungen 

u  =  Q     und     J  =  0 
die  Goordinaten  der  Wendepunkte  der  Oberfläche  u  ==  0. 

27. 

In  No.  8  bis  14  sind  mit  f,  f^^  f^  beliebige  homogene  Fanctionen 
zweiten  Grades  von  den  Variabein  x^^  x^j  x^  bezeichnet  worden  und  mit 
cp   die  Determinante   dieser  Functionen.     Betrachtet   man   die   Quotienten 

-^-7  — ^  als  die  rechtwinkligen  Goordinaten  eines  Punktes  der  Ebene j    so 

stellen  die  Gleichungen 

n  =  0,     /;  -=  0,     /;  =  0 

drei    beliebige  Kegelschnitte   dar ,    und    die  Gleichung  cp  =  0    eine  Curve 
dritter  Ordnung,    die  mit  diesen  Kegelschnitten   in    einem  merkwürdigen 

Verhältnisse   steht.      Denn   bezeichnet   man   mit   — ^,  — ^   die    Goordinaten 

x^      x^ 

eines    Punktes    der    Ebene    und    mit   ^,  —   die    Goordinaten    des    zusre- 

^3  ^3  ^ 

ordneten  harmonischen  Poles  in  Rücksicht  auf  jeden  der  erwähnten  Kegel- 

schnitte,  so  hat  man,  mit  Beibehaltung  der  in  den  angegebenen  Nummern 

gewählten  Bezeichnungen,  folgende  Bedingungsgleichungen: 


Vi 

w<i) 

+ 

2/2 

■«f) 

+ 

«/s 

uf 

= 

0, 

Vi 

M<') 

+ 

Vi 

uf^ 

+ 

y% 

uf 

= 

0, 

Vx 

<) 

+ 

Vi 

uf 

+ 

Vz 

uf 

— • 

0. 

Das  Resultat  der  Elimination  von  y^,  y^^  y^  aus  diesen  Gleichungen 
giebt  dann  99=0;  woraus  folgender  Lehrsatz  hervorgeht: 
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Lehrsatz   11. 

^yJDer  geometrische  Ort  der  dreien  gegelenen  Kegelschnitten  gemeinschaft- 
lich  zugeordneten  harmonischen  Polenpaare  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung/^ 

Nimmt  man  an,  dass  die  drei  gegebenen  Kegelschnitte  sich  in  einem 
und  demselben  Punkte  schneiden,  so  wird  in  diesem  ein  Polenpaar 
zusammenfallen  und  desshalb  die  Curve  dritter  Ordnung  durch  diesen 
Punkt  hindurchgehen.  Wenn  man  dies  analytisch  ausdrückt,  so  hat 
man  den  Lehrsatz  2. 

Wenn  man,  anstatt  von  den  Gleichungen  f==0,  /"^  =  0,  f^=  0^ 
von  folgenden  drei  Gleichungen  ausgegangen  wäre: 

so  würde  man  dieselbe  Endgleichung  99  =  0  gefunden  haben.  Es  stellt 
mithin  die  Gleichung  ^1/1  +  ^2/2  +  ^3/3=0  ein  System  Kegelschnitte 
von  der  Eigenschaft  dar,  dass  sich,  wenn  man  die  gemeinsamen  har- 
monischen Polenpaare  von  irgend  dreien  construirt,  welche  zugleich 
harmonische  Polenpaare  aller  übrigen  sind,  immer  dieselbe  Curve  dritter 
Ordnung  als  geometrischer  Ort  dieser  Polenpaare  ergiebt.  Diese  Curve 
dritter  Ordnung  lässt  sich  auf  folgende  Art  construiren.  Man  lege  einen 
beliebigen  Kegelschnitt  durch  die  vier  Schnittpunkte  der  beiden  ersten 
Kegelschnitte.  Derselbe  schneidet  den  dritten  Kegelschnitt  in  vier  Punkten. 
Legt  man  alsdann  durch  die  vier  letzten  Schnittpunkte  ein  Linienpaar, 
so  laufen  die  beiden  Linien  in  einem  Punkte  der  Curve  dritter  Ordnunof 
zusammen.  Dieser  Punkt  beschreibt  die  Curve  dritter  Ordnung,  wenn 
man  den  beliebigen  Kegelschnitt  variiren  lässt. 

Umgekehrt  lässt  sich  nach  den  drei  Kegelschnitten  fragen,  deren 
gemeinschaftliche  harmonische  Polenpaare  in  einer  gegebenen  Curve 
dritter  Ordnung  liegen.  Diese  Aufgabe  kommt  mit  der  Aufgabe  1  überein. 
Denn  wenn  ^  =  0  die  Gleichung  der  gegebenen  Curve  dritter  Ordnung 
ist,  so  hat  man  die  Function  f  dritter  Ordnung  zu  suchen,  deren  Deter- 
minante die  gegebene  Function  <f  ist.  Hat  man  dieselbe  bestimmt  und 
bezeichnet  nun  mit  f^  f^^  f\  ihre  partiellen  Differentialquotienten,  so 
sind  /i  =  0,  /'g  =  0,  /'s  =  0  die  Gleichungen  der  gesuchten  Kegelschnitte, 
und  die  Gleichung  Kf\-\-\f^-\-^'2.U  =  ^  stellt  das  ganze  System  von 
Kegelschnitten  dar,    deren   gemeinschaftliche   harmonische  Polenpaare   in 
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der  gegebenen  Curve  dritter  Ordnung  liegen.  Da  aber  einer  gegebenen 
Function  cp  drei  Functionen  f  entsprechen,  so  giebt  es  auch  drei  Systeme 
solcher  Kegelschnitte.  Jedem  Punkte  der  Curve  entspricht  ein  zuge- 
ordneter Pol  des  Systems.  Da  aber  drei  Systeme  vorhanden  sind,  so 
entsprechen  jedem  Punkte  der  Curve  drei  andere  bestimmte  Punkte 
derselben  Curve. 

28. 

In  No.  15  bis  22  ist  mit  f  eine  beliebige  homogene  Function  dritter 
Ordnung  von  den  Variabein  x^,  x^^  x^^  und  mit  cp  ihre  Determinante  be- 
zeichnet worden.    Aus  dem  Vorhergehenden  erhellt,  dass  die  Gleichungen 

f  ==  0     und     cp  =  0 

die  Wendepunkte  der  durch  die  Gleichung  f=0  dargestellten  Curve 
dritter  Ordnung  bestimmen.  Bemerkt  man  nun,  dass,  wenn  mit  d  und  S 
zwei  behebige  constante  Grössen  bezeichnet  werden,  die  Gleichung 
df-\-^(p=0  alle  Curven  dritter  Ordnung  darstellt,  welche  durch  die 
Wendepunkte  der  ersten  Curve  hindurchgehen,  so  lassen  sich  die  Lehr- 
sätze 8  und  6  wie  folgt  geometrisch   ausdrücken: 

Lehrsatz   12. 

Durch  die  neun  Wendepunkte  einer  beliebigen  Curve  dritter  Ordnung 
lassen  sich  vier  Systeme  dreier  gerader  Linien  hindurchlegen. 

Auf  diesen  schönen  Lehrsatz  hat  zuerst  Herr  Professor  Plücker  in 
der  oben  citirten  Schrift  S.  284  aufmerksam  gemacht.  Die  Schnittpunkte 
eines  beliebigen  dieser  Systeme  mit  einem  der  drei  andern  werden  dem- 
nach die  Wendepunkte  der  Curve  dritter  Ordnung  sein. 

Lehrsatz   13. 

Alle  Curven  dritter  Ordnung,  welche  durch  die  neun  Wendepunkte 
einer  beliebigen  Curve  dritter  Ordnung  hindurchgehen^  schneiden  sich  gegen- 
seitig in  den  Wendepunkten. 

Hieran  schliesst  sich  endlich  noch  folgender  Lehrsatz,  der  ebenfalls 
durch  das  Vorhergehende  bewiesen  wird: 
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Lehrsatz   14. 

Wenn  die  Wendepunkte  zweier  Curven  dritter  Ordnung  auf  denselben 
drei  geraden  Limiten  liegen,  so  liegen  auch  die  Wendepunkte  aller  Curven 
dritter  Ordnung,  welche  durch  sämmtliche  Schnittpunkte  der  beiden  Curven 
hindurchgehen,  auf  denselben  drei  geraden  Linien, 

Die  Gleichungen  des  einen  Systems  von  drei  geraden  Linien,  welche 
durch  die  neun  Wendepunkte  der  Curve  f==0  hindurchgehen,  sind,  wie 
aus  der  Gleichung  (57)  erhellt: 

Vi  =  0,       ^2  =  0,       y,  =  0. 
Die  eines  zweiten  Systems  sind 

wo  die  Werthe  von  0^,  -^2?  ^s  ^^s  einer  der  drei  Substitutionen  von  No.  22 
und  die  Werthe  von  ^1,  ^2^  Vs  ^^s  den  Substitutionen  (53)  zu  nehmen 
sind.  Jede  von  den  drei  Linien  des  ersten  Systems  schneidet  jede  Linie 
des  andern  Systems  in  einem  Wendepunkte  der  Curve /*=  0.  Berechnet 
man  daher  die  Werthe  der  Verhältnisse  der  Variabein  o^i,  X2^  x^  aus 
irgend  einem  Paare  folgender  Gleichungen: 


yi==o,  ^^2+    ^3  =  0 

^1  =  0,  zj^-\-k''y^=0 


^3===0,  2/1+  2/2=0; 
2/3=0,  2/1+  k'y2=0; 
^3=0,  ^i  +  Ä;'V2  =  0; 


2/2=0,  2/3+  2/1  =  0; 
2/2=0,  y^-\-  Uy,  =  0; 
2/2=0,  ^3  +  Z;'Vi  =  0; 

so  werden  diese  Werthe  der  Verhältnisse  der  Variabein  auch  den  Gleichungen 

f=0     und     cf  =  0 

genügen,  und  die  Quotienten  -^,  -^  die  Coordinaten  eines  Wendepunktes 

x^      x^ 

der  durch  f=0  dargestellten  Curve  dritter  Ordnung  sein. 
Königsberg,  den  22.  April   1844. 


10. 

Algebraische  Auflösung  derjenigen  Gleichungen  neunten  Grades, 

deren  Wurzeln  die  Eigenschaft  haben,  dass  eine  gegebene 

rationale  und  symmetrische  Function  6{xx,  x^  je  zweier  Wurzeln 

rK;,  ic^  eine  dritte  Wurzel  x,.  giebt,  so  dass  gleichzeitig: 

Xy^  =  u  [Xx  j  X^) ,       Xi  =  o  (X^ ,  Xy)  j       Xfj^  =  o  (Xy^ ,  XXj' 
[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.     Band  34,   Seite   193  —  208.] 


Zu  den  algebraisch  auflösbaren  Gleichungen  gehört  nach  Abel's 
Ausspruch  (S.  Crelle's  Journal  Band  5,  Seite  343)  auch  jede  irreductible 
Gleichung,  von  welcher  drei  Wurzeln  in  einer  solchen  Verbindung  stehen, 
dass  jede  derselben  eine  gegebene  rationale  Function  der  beiden  andern 
ist;  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Zahl,  welche  den  Grad  der  Gleichung 
angiebt,  eine  Primzahl  sei.  An  diesen  noch  nicht  bewiesenen  Satz  will  ich 
einige  Bemerkungen  anschliessen,  indem  ich  die  Bestimmung  aufhebe,  dass 
die  Zahl,  welche  den  Grad  der  Gleichung  angiebt,  eine  Primzahl  sein  müsse. 
Es  seien 
I.  X(x)  =  0 

eine    gegebene   irreductible   Gleichung   und  x^  x^^  x^    drei  Wurzeln   der- 
selben, welche  mit  einander  so  verbunden  sind,  dass 

II.  x^  =  6  {xi ,  x^ 

ist,    wo  6  {Xi^  x.^    eine    gegebene   rationale  Function    der  beiden  W^urzeln 
x^  und  X2  bezeichnet.     Alsdann  hat  man 

III.  X  {6  {x, ,  x^))  =  0,      X  (^,)  =  0,      X  {x,)  =  0. 

Hesse's  Werke.  -^^ 
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Betrachten  wir  nun  die  beiden  ersten  Gleichungen  (III)  und  in  ihnen 
X.2  als  die  Unbekannte,  so  kann  erstens  der  Fall  eintreten,  dass  den  beiden 
Gleichungen  nur  durch  die  einzige  Wurzel  X2  der  Gleichung  (I)  zu  gleicher 
Zeit  genügt  wird,  oder  zweitens  können  mehrere  Wurzeln,  für  x^  ge- 
setzt, den  beiden  Gleichungen  zu  gleicher  Zeit  genügen;  oder  mit  andern 
Worten:  unter  den  Werthen,  die  der  Ausdruck  6  {xi^  x.^  annimmt,  indem 
man  für  x^  nach  einander  alle  W^urzeln  der  Gleichung  (I)  setzt,  kommen 
erstlich  nur  eine  einzige  Wurzel  der  Gleichung  (I),  oder  zweitens  mehrere 
Wurzeln  vor. 

Im  ersten  Falle  gehört,  wie  ich  nachweisen  werde,  die  Gleichung  (I) 
zu  der  Classe  von  Gleichungen,  von  welchen  eine  Wurzel  eine  gegebene 
rationale  Function  einer  andern  ist;  welche  Gleichungen  Abel  in  dem 
4.  Bande  des  Grell e'schen  Journals,  S.   131   untersucht  hat. 

Es  seien 
IV.  99  {x)  =  0,      X  (x)  =  0 

die  beiden  ersten  Gleichungen  (III),  nachdem  man  in  denselben  x  statt  % 
gesetzt  und  sie  nach  Potenzen  dieser  Variabein  geordnet  hat.  Diese 
Gleichungen  seien  respective  vom  mi^n  und  vom  ^ten  Grade.  Die  Coef- 
ficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  x  in  der  ersten  Gleichung  werden 
bekannte  rationale  Functionen  der  W^urzel  Xi  sein.  Bezeichnen  wir  nun 
durch  F  {x)  eine  beliebige  ganze  Function  von  x  vom  {m^n — 2)ten 
Grade,  welche  für  x^  nicht  verschwindet,  so  kann  man  immer  folgende 
identische  Gleichungen  aufstellen: 

A  F{x)  +  B,  cp  (x)  +  Co  X(x)  =  1, 
A,  F{x)  +  B,  cp(x)  +  C,  X{x)  =  X, 
A,  F{x)  +  B2  cp  {x)  +  a,X{x)  =  x\ 


V. 


A.+.-2^(^)  +  B,,^^_,(p{x)  +  C,,+_2  X{x)  =  ^-+^-^ 

in  welchen  die  verschiedenen  Grössen  A^  B,  C  ganze,  zu  bestimmende 
Functionen,  respective  vom  0,  {n  —  2),  {m  —  2)ten  Grade  der  Variabein  x 
und  rationale  Functionen  der  Grösse  x^  sind,  welche  in  den  Coefficienten 
der  Function  cp{x)  rational  vorkommt.  Denn  setzt  man,  nachdem  man 
eine  der  aufgestellten  Gleichungen  nach  Potenzen  von  x  geordnet  hat, 
die    Coefficienten    gleicher   Potenzen    auf   beiden    Seiten    des    Gleichheits- 
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Zeichens  einander  gleich,  so  erhält  man  m-\-n  —  1  lineare  Gleichungen 
in  Rücksicht  auf  die  zu  bestimmenden  Coefficienten  in  Ä,  B,  C,  deren 
Zahl  auch  gleich  der  der  Gleichungen  ist.  Löst  man  diese  linearen 
Gleichungen  auf,  so  erhält  man  die  Werthe  der  Coefficienten  in  Ä^  B,  C 
als  rationale  Functionen  von  x^  und  kann  die  gesuchten  Functionen  A,  B,  C 
selbst  mit  Hülfe  derselben  zusammensetzen.  Dividiren  wir  die  (Ä:-4-l)te 
Gleichung  durch  die  nächst  vorhergehende,  so  erhalten  wir: 

ÄuF(x)  +  Bucp{x)-\-CuX(x) 

Au-iF(x)  +  ^,_i  (f  (x)  +  Cu-iXix)  ' 

Setzen  wir  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  x.2  statt  x,  so  wird, 
da  cp  (X2)  =  0  und  X  {X2)  =  0  ist: 

^I.  X.2  =  --—' 

Der  Theil  rechts  dieser  Gleichung  ist  aber  eine  rationale  Function 
der  Wurzel  x^:  mithin  haben  wir  eine  Wurzel  0(^2  ^^r  Gleichung  (I)  als 
rationale  Function  einer  andern  Wurzel  x^  dargestellt.  Da  k  eine  be- 
liebige unter  den  Zahlen  1,  2  .  . , ,  m-{-n  —  2  bedeutet,  so  ist  noch  zu 
bemerken,  dass  wir  m-{-n — 2  verschiedene  rationale  Functionen  der 
Wurzel  x^  gefunden  haben,  welche  gleich  der  Wurzel  X2  sind. 

Die  Untersuchung  des  zweiten  Falles,  wenn  unter  den  Werthen,  die 
der  Ausdruck  6  (x^,  X2)  annimmt,  indem  man  für  X2  nach  einander  alle 
Wurzeln  (I)  mit  Ausschluss  von  x^  setzt,  mehrere  Wurzeln  dieser  Gleichung 
vorkommen  (wenn  nämlich  6  (xi,  x^)  eine  Wurzel  der  Gleichung  (I)  ist, 
so  hat  man  eine  gegeberfe  rationale  Function  einer  Wurzel,  welche  gleich 
einer  andern  Wurzel  derselben  Gleichung  ist),  scheint  ungleich  schwieriger 
zu  sein.  Ich  werde  mich  vorläufig  damit  begnügen,  als  Beispiel  zu 
diesem  Falle  die  algebraische  Auflösung  einer  Gleichung  vom  neunten 
Grade  durchzuführen,  auf  welche  die  Untersuchung  der  W^endepunkte 
einer  Curve  vom  dritten  Grade  führt. 

1. 
Es  sei 

1.  X(x)  =  0 

eine  gegebene  Gleichung  vom  neunten  Grade,  deren  Wurzeln  die  Eigen- 
schaft haben,    dass    eine   gegebene   rationale  und   symmetrische  Function 

18* 
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ö  {oox^  x^  je  zweier  Wurzeln  xx^  x^    eine    dritte  Wurzel  x^^  giebt,    in   der 

Art,  dass  gleichzeitig 

2.  Xy^  =  6  {xu  ^^),     ^i  =^6{x^,  x^\     x^,  ^e{x^,  X))  ist. 

Die  neun  Wurzeln  x^^  x^-^  • . .  *  x^  der  gegebenen  Gleichung  (1)  bilden, 
wenn  man  je  drei  derselben  zusammenstellt,  84  Combinationen,  von 
welchen  die  einen  conjugirte  Wurzeln  enthalten,  das  heisst  solche,  die  in 
der  durch  die  Gleichungen  (2)  angedeuteten  Verbindung  stehen,  die 
andern  aber  nicht  conjugirte  Wurzeln  oder  solche,  welche  nicht  auf  die 
genannte  Weise  mit  einander  verbunden  sind.  Die  Zahl  der  ersten  Art 
Combinationen  beträgt  12,  die  der  letzten  Art  72. 

Um  dieses  nachzuweisen  und  die  12  Combinationen  erster  Art  zu 
bilden,  bemerken  wir,  dass  sich  sämmtliche  Wurzeln  der  Gleichung  (1) 
durch  irgend  drei  nicht  conjugirte  Wurzeln  rational  ausdrücken  lassen. 
Denn  angenommen,  es  seien  Xi^  x^^  Xr^  drei  nicht  conjugirte  Wurzeln,  so 
müssen  0  {x^^  x^)^  ^(^i?^?)?  6{Xi^x^)  drei  neue,  ebenfalls  nicht  conjugirte 
Wurzeln  sein,  welche  wir  durch 

D .  X2  ^^^^  ^  \X^ ,  Xrjjj        X^  =  tf  [Xi ,  ^7),        ^8  — '■  "  [Xi ,  X^j 

bezeichnen  wollen.  Wären  diese  neuen  Wurzeln  conjugirte,  so  hätte  man 
folgende  vier  Combinationen  conjugirter  Wurzeln: 

Die  zu  Xr^  und  Xq  conjugirte  Wurzel  kann  nur  eine  von  den  drei 
letzten  Wurzeln  x^^  Xq^  x^  sein,  weil  ebensowohl  x^^  als  x^  mit  jeder  der 
übrigen  Wurzeln  schon  combinirt  ist.  Die  zu  x^  und  x<^  conjugirte  Wurzel 
sei  nun  x<^^  also  x^^  x^^  x<^  eine  neue  Combination  conjugirter  Wurzeln. 
Ebenso  kann  die  zu  x^  und  x^  conjugirte  Wurzel  nur  x^  sein.  Mithin  ist 
^8  5  ^z')  ^6  wieder  eine  Combination  conjugirter  Wurzeln.  Endlich  kann  die 
zu  x^  und  ^3  conjugirte  Wurzel  nur  x^  sein.  Man  hat  also  die  Combination 
^7?  ^3?  ^6  conjugirter  Wurzeln.  Diese  und  die  vorhergehende  Combination 
können  aber  nicht  neben  einander  bestehen,  weil  nicht  gleichzeitig 

x-i  =  0  (^Tg,  Xq)      und      x^  =  6  (^3,  Xq) 

sein  kann.  Die  Annahme,  dass  X2,  ^5,  Xg  conjugirte  Wurzeln  seien,  was 
auf  die  aufgestellten  widersprechenden  Gleichungen  führt,  ist  also  un- 
statthaft.     Im    Allgemeinen    geben    die    Ausdrücke    6  (.x;,,  x^)^    6  (o;^^,  X;^), 
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Q  ipK  ?  ^x)  entweder  die  Wurzeln  x^^ ,  xx ,  x^^^ ,  oder  neue ,  von  diesen  ver- 
schiedene, nicht  conjugirte  Wurzehi,  je  nachdem  x^^  xx^  x^  conjugirte 
oder  nicht  conjugirte  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  sind. 

Demnach  sind  auch  die  Ausdrücke  0  {x^^  x^^  ß  (^sj  ^2)^  ^  (%>?%)  von 
^2  5  ^55  ^8  verschiedene  und  nicht  conjugirte  Wurzeln.  Sie  können  aber 
auch  nicht  die  Wurzeln  x^  x^^  Xrj  sein,  von  welchen  wir  ausgingen. 
Denn  wäre  z.  B.  Xi  =  6(x^^  Xq)^  so  wären  x^,  %,  Xg  conjugirte  Wurzeln. 
Es  sind  aber  nach  (3)  schon  Xi^  x^,  x^  conjugirte  Wurzeln.  Mithin  hätte 
man  x^==  6  {x^  x^)  und  zugleich  X4^  =  6  (x^,  Xg),  Eben  so  wenig  kann 
x^=--  6  (%,  Xg)  oder  x^  =  6  (.^5,  x^  sein;  denn  aus  diesen  Annahmen  würde 
man  die  Folgerung  ziehen  können,  dass  0^5  =  ö  (^r^,  ^g)  sei,  während  die 
Gleichungen  (3)  x^  =  6  (0:4,  Xg)  geben,  oder  dass  Xg  =  0  (^5,  Xr^)  sei,  während 
man  aus  (3)  x^  ==:  6  {x^,  Xr^)  erhält. 

Die  obigen  Ausdrücke  geben  also  die  drei  letzten  Wurzeln  ^3,  Xq,  x^ 
in  der  Art,  dass 

4.  Xs==0  (x^ ,  Xg),       x^  =  e  {xg,  ^2))       Xc,  =  e  {xo,  %). 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  man  wieder  auf  die  drei  ersten  Wurzeln 
(Ti,  (^4,  Xr^  zurückkommt,  wenn  man  aus  den  letzten  Wurzeln  auf  die 
angegebene  Weise  neue  Wurzeln  bildet.     Man  erhält  nämlich: 

5.  x^^e  {x^,  x^\       x^  =  6  {Xg,  0^3),       Xri  =  e  (^3,  Xq). 

Denn  vertauscht  man  die  Wurzeln  x^^  und  x^  mit  einander,  lässt 
aber  die  Wurzel  x^  ungeändert,  so  hat  man  nach  (3)  die  Wurzeln  x^ 
und  Xg  mit  einander  zu  vertauschen  und  x.2  ungeändert  zu  lassen,  und 
nach  (4)  Xq  und  x^  zu  vertauschen  und  x^  ungeändert  zu  lassen.  Da 
nun  Xq  und  Xg  mit  einander  vertauscht  werden  können,  ohne  dass  sich 
x^  und  %  ändern ,  so  muss  6  {Xq  ,  Xc^)  gerade  gleich  x^  und  nicht  gleich 
x^  oder  x^  sein,  etc. 

Die  zwölf  Combinationen  der  conjugirten  Wurzeln  der  Gleichung  (1) 
kann  man  nun  in  folgende  vier  Gruppen  vertheilen,  deren  jede  sämmt- 
liche  Wurzeln  enthält: 

X-^  X2  Xq       .    .    .       X^  X^  Xq       .    .    .       Xrj  Xg  Xc) 

6. 


Xo    X^    Xrj 

XgXx^Xg 

Xi  X(^  Xq 

%  ^7  ^1 

.    .    Xß  Xg  tX'2 

X^  Xg   1^3 

Xq  Jyi  X±          . 

Xg  X2  x^ 

X-^Xq  Xq 
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Die  neun  letzten  Combinationen  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen 
(3,  4,  5).  Zu  den  drei  ersten  gelangt  man  durch  folgende  Betrachtung: 
Je  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  haben  eine  ihnen  zugehörige  con- 
jugirte  dritte.  In  den  drei  letzten  Gruppen  ist  die  Wurzel  x^  combinirt 
mit  jeder  andern  Wurzel;  mit  Ausnahme  von  X2  und  0^3.  Desshalb  kann 
die  zu  ^,  und  X2  conjugirte  Wurzel  nur  x^  sein.  Ebenso  ist  in  den  drei 
letzten  Gruppen  die  Wurzel  x^^  mit  jeder  andern  combinirt,  mit  Aus- 
nahme von  %  und  x^^  und  die  Wurzel  Xrj  ist  mit  jeder  andern  combinirt, 
mit  Ausnahme  von  x^  und  ^9.  Es  müssen  daher  x^^^  x^^  Xq,  und  ebenso 
^77  ^8?  ^9  conjugirte  Wurzeln  sein. 

Es  ist  für  die  folgende  Betrachtung  von  Wichtigkeit,  zu  bemerken, 
dass  die  angegebene  Vertheilung  der  zwölf  Combinationen  der  conjugirten 
Wurzeln  in  solche  Gruppen,  welche  zugleich  alle  Wurzeln  enthalten,  die 
einzig  mögliche  ist.  Von  welchen  drei  nicht  conjugirten  Wurzeln  der 
Gleichung  (1)  wir  also  auch  ausgehen:  der  angegebene  Algorithmus  führt 
immer  auf  die  vier  Gruppen  (6). 

Die  72  Combinationen  der  nicht  conjugirten  Wurzeln  bleiben  übrig, 
wenn  man  von  sämmtlichen  Combinationen  der  neun  Wurzeln  zur 
dritten  Classe  die  zwölf  angeführten  Combinationen  der  conjugirten 
Wurzeln  weglässt. 

Unsere  Gleichung  (1)  vom  neunten  Grade  hat  die  Eigenschaft,  dass 
sich  alle  Wurzeln  derselben  durch  drei  nicht  conjugirte  Wurzeln  aus- 
drücken lassen.  In  der  That:  setzt  man  die  Werthe  von  (3)  in  (4)  und 
nimmt  die  Gleichungen  (3)  hinzu,  so  hat  man  folgende  Ausdrücke  der 
neun  Wurzeln: 

X-^  X-^'^  X2  iJyX^j   ^^7/ ?  *^3  U  yu  iXr-^  ^   '^1))      "  \p^l^   •^4/ 7  J 

X^  —  X^  ^  Xk^  —  t7  ( ^7  5  '^ij  \  ^Q  —  u  iu  [Xi ,  X^jj     "  \X_^ ,  X~)] , 

Xrj      Xr^   ^  Xq       O    {Xl   J       '^4)   j  ^Q      "    \"    \'^4:  ?       •^7/J  V         7    ?  1/j* 

Setzt  man  für  die  Wurzeln  x^,  ^4,  x^^  irgend  drei  andere  Xy^^  Xyj,  x^" 
nicht  conjugirte  Wurzeln,  so  wird  jede  Wurzel  in  eine  andere  übergehen. 
Nehmen  wir  an,  dass  durch  diese  Aenderung  die  Wurzeln  x^,  X2,  x.^;  x^^ 
^^5,  x^\  x^^  x^^  x^  respective  in  x^^  xi^  x^\  Xyj,  ^;/,  x^']  Xy",  xi".  x^^:^  über- 
gehen, so  stellen  sich  sämmtliche  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  als  Func- 
tionen der  drei  nicht  conjugirten  Wurzeln  x^^  Xyj^  Xy"  dar,   wie  folgt: 
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^^     =X^^,      Xl     =ö{x^^,XyJ'\       X^a     =O(^{0C^"j    OO^a),     0{x^^,     Xyj)\ 

7.  <!  X;,'  =x^',    X)j  =e{x^",  x^^),     V  =^0(e(X;,,    x^'\    6  i^Xy' ,  Xyj')), 

X^"=X^",         Xl"     =     6{X.^,  Xyj),  X^"     -=e{e{XyJ,Xy"\         0{Xy-,        X  y)) , 

und  die  erste  Gruppe  (6)  geht  über  in: 

8.  XyXxX^       ....       Xy'Xx'X^'       ....       X^"Xl"Xf^>', 

welches  wir  als  einen  allgemeinen  Ausdruck  für  die  vier  Gruppen  (6) 
betrachten  können.  Denn  er  geht,  indem  wir  auf  die  Reihenfolge  der 
drei  Combinationen  keine  Rücksicht  nehmen,  in  die  eine  oder  die  andere 
der  vier  Gruppen  (6)  über,  je  nachdem  man  in  (7)  statt  x^^  x^>^  x^"  diese 
oder  jene  nicht  conjugirten  Wurzeln  setzt.  Wenn  man  demnach  statt 
XyXyjXy"  uach  einander  die  72  Combinationen  der  nicht  conjugirten 
Wurzeln  setzt,  so  wird  der  allgemeine  Ausdruck  (8)  18  mal  in  jede  der 
vier  Gruppen  (6)  übergehen. 

Es  bleibt  noch  übrig,  diejenigen  Combinationen  der  nicht  conjugirten 
Wurzeln  anzugeben,  welche  für  XyXy'Xy"  zu  setzen  sind,  damit  der  allge- 
meine x\usdruck  (8)  in  eine  und  dieselbe  Gruppe  (6),  zum  Beispiel  in  die 
erste  übergehe.  Diese  Combinationen  erhält  man,  wenn  man  auf  jede 
mögliche  Art  aus  jeder  Combination  der  ersten  Gruppe  eine  Wurzel 
heraushebt  und  diese  drei  Wurzeln  zu  einer  neuen  Combination  zusammen- 
stellt, wobei  zu  sorgen  ist,  dass  die  neun  Combinationen  conjugirter 
Wurzeln  der  drei  anderen  Grujjpen,  welche  auf  diese  Weise  mit  ent- 
stehen, weggelassen  werden.  Denn  setzt  man  z.  B.  x^^  =  x^',  Xy'  ==  x^, 
Xy"  ==  Xg,  welches  drei  nicht  conjugirte  Wurzeln  aus  der  ersten  Gruppe  (6) 
sind,  jede  aus  einer  andern  Combination  dieser  Gruppe  genommen,  so 
geht  der  allgemeine  Ausdruck  (8)  über  in: 

X2X;^Xf^,       ....       X4^X2,'Xf^'       ....       Xc^X^J'X^", 

und  man  überzeugt  sich  leicht  durch  die  Ansicht  der  Tafel  (6),  dass 
von  dieser  Form  nur  die  erste  Gruppe  sein  kann,  weil  in  den  übrigen 
Gruppen  von  den  Wurzeln  X2,  x^^  Xg  nicht  jede  in  einer  andern  Com- 
bination vorkommt,  etc. 

Wir  bemerken  noch,  dass  der  allgemeine  Ausdruck  (8)  der  Gruppen  (6)  in 

Xy   Xy   X y  ....  X y*   X yj  X y'  ....  X y"  X y"   X y"  , 

übergeht,  wenn  für  Xy^  Xy'^  Xy"  conjugirte  Wurzeln  gesetzt  werden;  was 
12  mal  geschehen  kann. 
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2. 

Die  Auflösung  der  Gleichung  (1)  vom  neunten  Grade  lässt  sich  auf 
die  Auflösung  einer  Gleichung  vom  vierten  und  mehrerer  Gleichungen 
vom  dritten  Grade  zurückführen,  also  durch  Wurzelgrössen  ausdrücken. 
Um  diese  Gleichungen  zu  bilden,  nehmen  wir  von  den  zwölf  Combinationen 
(6)  der  conjugirten  Wurzeln  eine  beliebige  heraus:  z.  B. 

x^  xx  x^^ 

zwischen  welchen  Wurzeln  der  Annahme  nach  die  Gleichungen  (2)  stattfin- 
den, und  bilden  folgende  symmetrische  Function  der  genannten  drei  Wurzeln: 

9.  tJ>c,X,(Ä  =  {a  —  X^)  .  (a  —  xx)  .  (a  —  x^) 

vom  dritten  Grade,  in  Rücksicht  auf  die  unbestimmte  Constante  a. 
Diese  Function  nimmt,  wenn  man  statt  x^  xx  x^  nach  einander  die  zwölf 
Combinationen  (6)  setzt,  die  jenen  Combinationen  entsprechenden  AVerthe 
an,  nämlich: 

^1,2,3  •  •  •  ^4,5,6  •  •  •  ?/7,8,9 

2/2,4,7  •  •  •  2/3,5,8  •  •  •  2/1,6,9 

2/5,7,1  •  •  •  2^6,8,2  •  •  •  2/4,9,3 

2/8,1,4  •  •  •  2/9,2,5  •  •  •  2/7,3,6- 

Wir    bilden    ferner    folgende    symmetrische    Function    der    Elemente 

y^i,},,^')  yK',x',fA'')  y>c",x", ja" ' 

vom  dritten  Grade  in  Rücksicht  auf  die  unbestimmte  Constante  ß.  Diese 
Function  nehme,  indem  man  für  die  Elemente  yx^x,[Ä^  yx',i',f.i'')  yyj',i",[.i" 
nach  einander  die  vier  Reihen  Werthe  (10)  setzt,  selbst  die  vier  Werthe 

•^1?    -^2?     ^3?     -^4 

an.     Bilden  wir  endlich  die  Gleichung 

12.  z^  +  A^z^  +  A^z^  +  ^1^  +  A  =  0 

vierten  Grades,  deren  Wurzeln  die  genannten  Werthe  der  Function  z 
sind,  so  lassen  sich  die  Coefficienten  A  dieser  Gleichung  mit  Hülfe  der 
symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  der  in  Rede  stehenden  Gleichungen 
aus  den  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  (1)  und  den  in  der  Func- 
tion ö((r^,  Xx)  steckenden,  ebenfalls  gegebenen  Constanten  zusammensetzen. 


10. 
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Denn  setzen  wir  in  dem  Theile  rechts  der  Gleichung  (11)  für  die 
Elemente  ihre  Werthe: 

Vk, l,iji       =  (cf  —  x^   .  {a  —  X))   .  {a  —  x^\ 
13.  \   yyj, ;/,  i^i'    ={a  —  Xyj)  .  {a  —  xi)  .  {a  —  x^), 

. .  yyJ',  l",[.i"  =  (cf  —  OOyj') .  {a  —  xi") .  {a  —  x^"), 

und  drücken  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (7)  die  neun  Wurzeln  x^^xi x^^^ 

der  Gleichung  (1)  durch  die  drei  nicht  conjugirten  AVurzeln  x^,  Xyj  ^  Xyj' 
aus,  so  erhalten  wir 

14.  Z     =      Ip  (Xy    ,     XyJ  ,      Xy")^ 

wenn  durch  ^{Xy^  Xy'^  Xy")  diejenige  rationale  und  symmetrische  Function 
der  drei  nicht  conjugirten  Wurzeln  bezeichnet  wird,  in  welche  der  Theil 
rechts  der  Gleichung  (11)  dadurch  übergeht.  Erheben  wir  den  Theil 
rechts  dieser  Gleichung  zu  einer  beliebigen  ganzen,  z.  B.  zur  mten  Potenz 
und  bezeichnen  durch  S"  ^p^'^Xy^  Xy>^  Xy'^  die  Summe  der  Terme,  welche 
aus  dem  einen  \p'''(Xy^  Xy'^  Xyj')  hervorgehen,  wenn  man  in  demselben 
statt  XyXy'Xy"  uach  einander  die  72  Combinationen  der  nicht  conjugirten 
Wurzeln  setzt;  durch  :^' \ff\Xy^  Xy',  Xy")  die  Summe  der  Terme,  welche 
man  aus  dem  genannten  erhält,  wenn  man  statt  Xy  Xyj  Xy"  nach  einander 
die  zwölf  Combinationen  der  conjugirten  Wurzeln  setzt;  endlich  durch 
:Ziij'"'{Xy^  Xy'^  Xy")  AiQ  Summc  aller  Terme,  welche  aus  dem  genannten 
Term  hervorgehen,  indem  man  statt  Xy  Xyj  Xy"  sämmtliche  Combinationen 
der  neun  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  zur  dritten  Classe  setzt,  so  erhält  man: 

15.  ^'\f'{Xy,     Xyj,     Xy")     +    ^'  ijf  {X  y  ,     Xy',     Xy")    =    ^  W'''  (Xy  ,     Xy'  ,     Xy"). 

Der  Theil  rechts  dieser  Gleichung  ist  eine  rationale  und  symmetrische 
Function  sämmtlicher  Wurzeln  der  Gleichung  (1).  Man  kann  ihn  dem- 
nach durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  (1)  ausdrücken. 
Auch  die  Summe  ^''ip'''{Xy,  Xy',  Xy")  lässt  sich  als  eine  symmetrische 
Function  sämmtlicher  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  darstellen.  Denn  da 
Xy,  Xy',  Xy"  lu  dlcscr  Summe  conjugirte  Wurzeln  bedeuten,  zwischen 
welchen  die  Gleichungen  (2)  stattfinden,  so  ist 

\ll'''{Xy,     Xy',     Xy")    =     1^'"   (X  y  ,     X  y' ,      6(Xy,     X  y'))     =    ^'''  {X  y' ,     Xy",     0{Xy',     Xy")) 

=    U)'''{XyJ>,       Xy,      6{Xy",       Xy)). 

Hesse's  Werke.  19 
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Bezeichnen  wir  nun  die  Summe  der  36  Terme,  welche  aus  dem 
einen  ^"^(x^j  x^^',  ö{x^,  x^^')),  der  eine  symmetrische  Function  der  beiden 
Wurzeln  x^,  x^'  ist,  entstehen,  indem  wir  für  oj^,  x^'  nach  einander  die 
Combinationen  der  neun  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  zur  zweiten  Classe 
setzen,  durch  2:f'''(^x^,  x^',  0{Xy^,  ^>i'))^  so  haben  wir 

16.  :z'ifj"'{Xy^,  x^',  x,,")  =  ^:EY'{x^^,  x^',  0{x^,  Xyj)). 

Der  rechte  Theil  dieser  Gleichung  ist  aber  eine  rationale  symmetrische 
Function  sämmtlicher  Wurzeln  der  Gleichung  (1).  Ziehen  wir  die 
Gleichung  (16)  von  (15)  ab,  so  erhalten  wir: 

Die  Summe  J^''  iif'''(Xy,  x^^,  x^")  stellt  sich  auf  diese  Weise  als  die 
Differenz  zweier  rationaler  und  symmetrischer  Functionen  der  Wurzeln 
der  Gleichung  (1)  dar.  Erwägt  man  nun,  dass  für  die  72  Combinationen 
der  nicht  conjugirten  Wurzeln  die  Function  z'''  =  ip'"'{x^^  Xyj^  Xyj^  nur  die 
vier  Werthe  z^^  z^^  4''?  -^^  annimmt,  und  zwar  jeden  Werth  18  mal,  so 
lässt  sich   folgende  Gleichung  aufstellen: 

1 8.  ^r  +  '^r  +  4'  +  ^:  =  tV  -^"  ^/^^  (p-  ^  ^-' .  ^-"). 

Den  Theil  rechts  dieser  Gleichung  haben  wir  aber  in  (17)  als  eine 
rationale  und  symmetrische  Function  der  neun  Wurzeln  der  Gleichung  (1) 
dargestellt;  wir  können  ihn  also  durch  die  Coefficienten  in  der  Gleichung  (1) 
und  durch  bekannte  Grössen  ausdrücken.  Setzt  man  statt  m  in  (18)  nach 
einander  die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  ...  .,  so  erhält  man  die  Potenzsummen 
der  Wurzeln  der  Gleichung  (12).  Da  sich  durch  diese  aber  die  Coeffi- 
cienten A  der  Gleichung  (12)  rational  ausdrücken  lassen,  so  kann  man 
auch  die  Coefficienten  in  der  Gleichung  (12)  durch  die  Coefficienten  in 
der  Gleichung  (1)  und  durch  bekannte  Grössen  ausdrücken. 

Die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  (1)  bestimmen  wir  nun  auf 
folgende  Art.  Wir  suchen  eine  beliebige  Wurzel  der  Gleichung  (12). 
Diese  wird,  wie  aus  dem  Vorhergehenden  erhellt,  eine  ganze  Function 
in  Rücksicht  auf  die  Constante  ß  sein.  Setzen  wir  diese  Wurzel  gleich  0, 
so  erhalten  wir  eine  Gleichung  dritten  Grades  in  Rücksicht  auf  /?.  Die 
drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  dritten  Grades  sind  drei  in  einer  Horizontal- 
reihe   stehende  Werthe  (10).     Setzen    wir    eine    dieser  Wurzeln    gleich   0, 
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SO  erhalten  wir  eine  zweite  Gleichung  dritten  Grades  in  Rücksicht  auf 
die  Constante  a.  Die  drei  AVurzeln  a  dieser  Gleichung  werden  dann 
drei  coDJugirte  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  sein. 

Um  alle  conjugirten  Wurzeln  der  Gleichung  (l)  zu  finden,  darf  man 
nur  mit  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  (12)  auf  die  angegebene 
Weise  verfahren. 

3. 

Das  Problem  der  Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung,  welches 
darin  besteht,  diejenigen  Werthe  der  Variabein  zu  bestimmen,  welche 
zweien  gegebenen,  von  einander  abhängigen  Gleichungen  dritten  Grades 
mit  zwei  Variabein  zu  gleicher  Zeit  genügen,  führt,  wenn  man  eine 
Variable  eliminirt,  auf  eine  Gleichung  neunten  Grades  mit  einer  Unbe- 
kannten, deren  Wurzeln  dieselbe  Eigenschaft  haben,  welche  ich  zwischen 
den  Wurzeln  der  im  Vorhergehenden  behandelten  Gleichung  (1)  annahm.^) 
Dieses  werde  ich  im  Folgenden  nachweisen,  indem  ich  mit  der  Ableitung 
der  Gleichungen  den  Anfang  mache,  welche  die  Wendepunkte  einer 
Curve  ^ter  Ordnung  bestimmen. 

Wenn  U  eine  beliebige  ganze  homogene  Function  zweier  Variabein  x^  y 
vom  nten  Grade  bedeutet,  so  ist  U=  0  eine  beliebige  Gleichung  wten  Grades 

in  Rücksicht  auf  die  Unbekannte  —-     Als  Bedingung,  dass  diese  Gleichung 

drei  gleiche  Wurzeln   habe,    pflegt  man  die  drei  Gleichungen  anzugeben: 

welche  für  die  gleiche  Wurzel  zugleich  erfüllt  werden  müssen.  Diese 
Gleichungen  sind  respective  vom  n,  (n — 1)  und  (n — 2)ten  Grade.     Man 


1)  Aus  einem  vom  Januar  1844  aus  Rom  datirten  Schreiben  des  Herrn  Professor  Jacobi, 
dem  ich  die  ersten  Resultate  meiner  Untersuchung  über  die  Wendepunkte  mitgetheilt  hatte,  hebe 
ich  folgende  Stelle  heraus.  „Sie  werden  wahrscheinlich  auch  das  allgemeine  Problem  lösen  können: 
„eine  Gleichung  neunten  Grades  aufzulösen,  wenn  eine  gegebene  rationale  symmetrische  Function 
„F  {x,  x')  je  zweier  Wurzeln  x,  x'  immer  wieder  eine  dritte  Wurzel  giebt,  in  der  Art,  dass  wenn 
^F(x,  x')  =  x'\  auch  F  {x' ,  x")  —  x,  F  (x" ,  x)  =^  x  ist.  Denn  dieses  ist  hier  bei  den  Gleichungen 
„der  Wendepunkte  der  Curven  dritter  Ordnung  der  Fall,  Es  würde  sich  so  eine  neue  Classe  von 
„auflösbaren  algebraischen  Gleichungen  eröffnen,  welche  von  denen,  auf  die  Abel  die  Gaus s'sche 
„Methode  ausgedehnt  hat,  total  verschieden  sind."  Auf  diese  Andeutung  hin  habe  ich  die  vor- 
liegende Untersuchung  der  Gleichung  neunten  Grades  unternommen. 

19* 
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kann  jedoch  an  ihrer  Stelle  drei  Gleichungen  vom  (n  —  2)ten  Grade 
substituiren ,  welche  ganz  dasselbe  leisten.  Denn  erwägt  man,  dass  die 
angegebenen  Gleichungen  sich  auch  so  darstellen  lassen: 


3^  U 
SO  folgt   aus  der   zweiten,    mit  Berücksichtigung  der   letzten, 

Die    erwähnten    Bedingungsgleichungen    vom    {n  —  2)ten    Grade    für    die 
Gleichheit  dreier  Wurzeln  der  Gleichung   U=  0  sind  demnach: 


und  mit  Berücksichtigung  dieser  und  der  letzten,  aus  der  ersten,  ^^-y-  =  0. 


Allgemein,  wenn  die  Gleichung  U  =  0  m  gleiche  Wurzeln  hat,  werden 
durch  die  gleiche  Wurzel  folgende  m  Gleichungen  vom  (n  —  m-|-l)ten 
Grade  erfüllt: 

Es  sei  nun  u  eine  beliebige  ganze  homogene  Function  vom  ^ten  Grade 

der  drei  Variabein  x^  y^  z.    Wenn  man  durch  —  und  —  die  rechtwinkligen 

oder  schiefwinkligen  Coordinaten  eines  variabeln  Punktes  bezeichnet,  so 
ist  u  =  ^  die  Gleichung  einer  beliebigen  Curve  ^ten  Grades.  Eine  be- 
liebige gerade  Linie,  deren  Gleichung 

z  z=  ax  A^hy 

ist,  schneidet  die  Curve  u  bekanntlich  in  n  Punkten.  Setzt  man  den 
Werth  von  z  aus  der  Gleichung  der  geraden  Linie  in  w,  wodurch  diese 
Function  in  eine  homogene  Function  IJ  von  demselben  Grade  der 
Variabein  x^  y  übergeht,  so  werden  die  ^Wurzeln  der  Gleichung  ?7=  0, 

X  ' 

in    welcher  man  —  als   die  Unbekannte    betrachtet,    die  Verhältnisse    der 

y 
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Coordinaten  — :  —  der  Schnittpunkte  der  Curve  u  mit  der  geraden  Linie 

sein.  Die  Gleichung  der  geraden  Linie  hat  aber  zwei  Constanten  a^  h^ 
welche  mit  in  die  Gleichung  U  =  0  eingehen.  Man  kann  nun  die  eine 
von  diesen  Constanten  als  Function  der  andern  so  bestimmen,  dass  zwei 
Wurzeln  der  Gleichung  U  ==  0  gleich  werden.  In  diesem  Fall  wird  die 
gerade  Linie  eine  Tangente  der  Curve.  Theilt  man  aber  den  beiden 
Constanten  solche  Werthe  zu,  dass  drei  Wurzeln  der  ü=  0  gleich  werden, 
so  wird  die  gerade  Linie  eine  Wendetangente,  und  für  den  Wendepunkt, 
in  welchem  die  Wendetangente  die  Curve  berührt,  hat  man  die  vorhin 
aufgestellten  Gleichungen : 

ilE—    0  -Ü^—    0  ^'^     _    Q 

Da  aber  U=  u^  wenn  z  =  ax-\-  bt/,  so  lassen  sich  die  drei  Gleichungen, 
wenn  man  der  Kürze  wegen 

d'^tt  d'^U  d'^U 

2  2  J 


dx'^    ~    ^'^'  dy^  ''^-''  3^^ 


9^9^  ''^^'        dzdx  ^'''        dxdy 

setzt,  auch  so  darstellen: 

^^1,1  +  2  a^^i  3  -f-  a^^^3,3  =  0, 

%,2  +  2  &  ^<2,3  +  y^  %,3  =  0. 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  a  und  &,  so  erhält  man  die 
Gleichung  einer  Curve,  welche  die  gegebene  Curve  u  in  den  Wende- 
punkten schneidet.  Um  diese  Elimination  auszuführen,  bestimmen  wir 
den  Werth  von  a  aus  der  zweiten  Gleichung 

^^ ^^l,2  +  bii^^^ 

und  setzen  diesen  AVerth   in   die  erste  Gleichung.     Dadurch  erhalten  wir 

^1,1  Ks  +  ^'^3,8^  —  2  ^^1,3  (^1,2  +^^1,3)  (%,3  +5^3,3)  +  ^3,3  (%,2  +  ^  ^1,  3)'  =  0, 

oder,  nach  Potenzen  von  h  geordnet: 

^^1,1  ^2,3 2  Wj^2  Wi^3  ^^2,3  +  ^3,3  ^1,2  +  (^1,1  ^3.3 ^^s)  (2  &  %,3  +  ^^  ^8,3)  =  0. 
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Ziehen  wir  diese  Gleichung  von  der  dritten,  mit  dem  Factor 
(^1,1  %,3  —  ^1,3)   niultiplicirten,   Gleichung  ab  und  setzen  der  Kürze  wegen 

c/   — — —   w|  -1  tvi)  2  '^3  3  — i       ^  ^1  2      1  3      2  3  J   1      '^  3  """"       "^  2      1  3   3  3      1  '^  ? 

SO  ist  das  Resultat  der  Elimination: 

welches  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  ist,  die  die  gegebene  Curve 
u  =  Q  in  den  Wendepunkten  schneidet.  Da  v  vom  Grade  ?>{n  —  2)  ist, 
so   hat  eine  Curve  nter  Ordnung   im   Allgemeinen    3n(>^ — 2)  Wendepunkte. 

Wir  werden  im  Folgenden  nur  Curven  dritter  Ordnung  betrachten. 
Setzen  wir  demnach  ^  =  3 ,  so  werden  die  neun  Wendepunkte  einer 
Curve  u  =  ()  dritter  Ordnung  die  neun  Schnittpunkte  der  beiden  Curven 
dritter  Ordnung 

^^  =  0     und     v  =  {^ 
sein,    deren    Coordinaten    wir    durch    ^,  — ^;  -%  ^;  ....  -^,  ~~^-    be- 

^1  ^1  ^2  ^2  1/9  ^9 

zeichnen  wollen.  Wie  diese  beiden  Gleichungen  auf  symmetrische  Weise 
algebrodsch  aufgelöst  werden  können,  habe  ich  in  der  Abhandlung  „lieber 
die  Elimination  der  Variabein  aus  drei  algebraischen  Gleichungen  zweiten 
Grades  mit  zwei  Variabein"  (Cr eile's  Journal  Bd.  28  S.  68  etc.)  ^)  aus- 
einandergesetzt. Eliminirt  man  aber  aus  den  beiden  Gleichungen  eine 
Variable  y,  so  erhält  man  eine  Gleichung 

w  =  0 

vom  neunten  Grade  in  Rücksicht  auf  — ,  von  welcher  ich  mit  Hülfe  des 

Satzes:  dass  jede  gerade  Linie^  tvelcJie  eine  Curve  dritter  Ordnung  in  zivei 
Wendepunkten  schneidet^  auch  durch  einen  dritten  Wendepunkt  derselben  Curve 
hindurchgeht,  den  Poncelet  in  dem  8.  Bande  des  Crelle'schen  Journals 

S.  130  beweist,  nachweisen  werde,  dass  ihre  Wurzeln  — ^,  -^,  ....  -^ 
die  Eigenschaft  der  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  haben. 


1)  [Seite  89  fF.  dieser  Ausgcabe.] 
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Zu    diesem    Ende    bezeichne    man    die    Coordinaten    eines    beliebigen 
Punktes  derjenigen  geraden  Linie,    welche   zwei  Wendepunkte   verbindet, 

z.  B.  die  beiden  ersten,  deren  Coordinaten  — i,  ^;  — ^-^  J^  sind,  mit  ^,  — . 

^l         ^1  ^2  ^2  Z  Z 

Alsdann  hat  man  zur  Bestimmung  der  letzteren  die  Gleichungen: 

Denn  theilt  man  der  Grösse  l  nach  einander  alle  möglichen  Werthe 

zu,    so  geben   diese  Gleichungen  die  Coordinaten  — ,  -—  aller  möglichen 

Punkte  auf  der  geraden  Linie,  von  der  Art,  dass  jedem  Werthe  von  l 
die  Coordinaten  eines  bestimmten  Punktes  der  geraden  Linie  entsprechen. 
Die  gerade  Linie  schneidet  aber,  wie  der  obige  Satz  lehrt,  die  Curve  u 
in  einem  dritten  Wendepunkte.  Den  diesem  Punkte  entsprechenden  Werth 
von  l  erhält  man,  wenn  man  die  Werthe  von  x^  y^  ^  aus  den  obigen 
drei  Gleichungen  in  die  Gleichung  u  =  Q  setzt  und  diese  Gleichung  nach 
l  auflöst.  Durch  die  angegebene  Substitution  geht  aber  die  Gleichung 
w  =  0,  wenn  man  nach  Potenzen  von  l  ordnet,   in 

über,  wo  die  Indices  1,  2  andeuten,  dass  in  den  Ausdrücken,  unter 
welchen  sie  stehen,  x^^  ^/n  ^i  oder  0^2,  S^2?  -^2  statt  x^  ?/,  z  zu  setzen  sind. 
Lässt  man  in  dieser  Gleichung  die  verschwindenden  Glieder  {u)i  und  l^  {ii).^ 
weg,  dividirt  durch  l  und  löst  die  Gleichung  auf,  so  erhält  man  den 
gesuchten  Werth: 


(du\    ,       (du\  [du\ 


welcher  dem  dritten  Wendepunkte  entspricht.    Wenn  man  die  Coordinaten 

dieses  Punktes  durch  -^,  -^  bezeichnet,   so  erhält   man  aus  den  obigen 

drei  Gleichungen   durch  Substitution  des  Werths   von  l   und   der  diesem 
Werthe  entsprechenden  Coordinaten  des   dritten  Wendepunktes: 


^3 


y% 
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^'  {^'  (£)  +  y^  (5).+ "'  &)]  -  'k^  ©  +  ^^  © + ^^  (1?)]' 
_  ^-  h  (5)  +  y^  ($)  +  ^^  (li)]  -^4^-  O .+ ^^  ©1+ ^^  (S)  j 

Diese  Gleichungen  bleiben  ungeändert,  wenn  man  x^^  y^  und  z^  mit 
iT'g,  ^2  uiid  -5^2  vertauscht.  Sie  ändern  sich  zwar,  wenn  man  x^^  y^  und  z^ 
mit  iTg,  2/3  ^^d  ^3  oder  i^g,  y^  und  -2^2  i^it  ii^g,  y^  und  -^3  vertauscht,  bleiben 
aber  doch  richtige  Gleichungen.  Denn  wenn  man  anstatt  von  dem  ersten 
und  zweiten,  von  dem  zweiten  und  dritten  oder  von  dem  ersten  und 
dritten  Wendepunkte  ausgegangen  wäre,  so  würde  man,  da  die  drei 
Wendepunkte  auf  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen,  auf  gleiche 
Weise  zu  den  durch  die  angegebene  Vertauschung  geänderten  Gleichungen 
gekommen  sein.  Bezeichnen  wir  nun  den  Theil  rechts  der  ersten 
Gleichung    (welcher    sich,    wenn    man    durch   z\.zl   Zähler    und    Nenner 

nß  Ol  fjß  7/ 

dividirt,    als    eine    rationale    Function    der    Coordinaten  — ^,  -^\  — ^,  -^ 

^i       ^1      ^2      ^2 

der  beiden  ersten  Wendepunkte  darstellt,    die,    wie    bemerkt,    ungeändert 
bleibt,  wenn  man  ^,  —  mit  -^,  —  vertauscht)  der  Kürze  wegen  durch 


^1 


^/_L^  — ;  ^j  ~^)j  so  hat  man  mit  Rücksicht  auf  die  obigen  Bemerkungen 

V  z^       z^       ^2       ^2 ' 

folgende  drei  Relationen: 


^3  ___  f(^\ 

^  =  f( 

z^  \ 


Vi  .  ^2 
^1  ^2 
^2 


"^2  ^^2 

^3         J/3_ 

Zq  Zn 


X, 


3  '^S 

z,  '    z. 


^2  ^ 


Den  Theilen  rechts  dieser  Gleichungen  kann  man  noch  eine  andere 
Gestalt  geben,  indem  man  mit  Hülfe  der  Gleichungen  ee=0,  ^  =  0, 
welche     für     die    Wendepunkte    zugleich     erfüllt     werden,     die    Grössen 

J/i_^  J/2_^  J/3_  eliminirt.     Die  homogenen  Functionen  it  und  v  vom  dritten 
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Grade  gehen,  wenn  man  sie  durch  z^  dividirt,  in  Functionen  der  Grössen 
— ,   —  von  demselben  Grade  über.     Stellt  man  sich  letztere  nach  Potenzen 

von    -  geordnet   vor   und   bezeichnet   durch  P\—)  eine   beliebige    ganze 

Function  vierter  Ordnung  von  — ,   welche   weder  für  ^  =  -^,   noch  für 

—  =  ^ ,  noch  für  ^  =  ^  verschwindet,  so  kann  man,  wie  am  Anfange 
unserer  Untersuchung,  folgende  identische  Gleichungen  aufstellen: 

in  welchen  die  zu  bestimmenden  Grössen  A  unabhängig  von  —  sind,  die 
Grössen  B  und  C  aber  zu  bestimmende  Functionen  ersten  Grades  in 
Rücksicht  auf  —  bedeuten.     Denn  setzt  man,  nachdem  man  die  Gleichungen 

nach  Potenzen  von  —  entwickelt  hat,  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen 

auf  beiden  Seiten  der  Gleichungen  einander  gleich,  so  erhält  man  ge- 
rade so  viele  lineare  Gleichungen,  als  unbekannte  Grössen  zu  bestimmen 
sind.     Bei    dieser   Bestimmung    werden    die    genannten   Grössen    rationale 

Functionen  von  — .      Dividirt    man    nun    die    (Ä;-j-l)te   Gleichung    durch 

die  nächst  vorhergehende,  so  erhält  man 


i^_ 


a,fQl)  +  b,^^  +  Cu 


Bezeichnet   man    den  Quotienten     ,  ^    ,    welcher    eine    von  —    unab- 

Äk-i  z 

hängige    rationale    Function    von    —    ist,    durch    d^  { —  \    und    setzt    für 

Hesse's  Werke.  20 
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,  —  in    der    Gleichung   nach    einander   die    Coordinaten    der    drei   be- 


X 

trachteten  Wendepunkte,  so  erhält  man 


^1 


'^^=d^{^         l2_^^/M         l3_^^/M. 

Setzt    man    diese    Werthe    in    die    obigen    drei    umzugestaltenden 

Gleichungen  und  bezeichnet  die  Function /"l—^,  &y-^y^  ^,19^(^)1,  in 

welche    der    Theil    rechts    der    ersten    Gleichung    durch    die    Substitution 
übergeht,    und  welche    eine  symmetrische  Function   der  beiden  Elemente 

IT  IT  ^  IT  'Y*     \ 

-^,  --  ist,  der  Kürze  wegen  durch  ö(— ^,  — ^),    so    nehmen   die  obigen 
Gleichungen  die  Gestalt 

^1  ^   ^2    '       -^3  /' 

^2    ß  (^         ^1  \ 

an.     Diese  Gleichungen  beweisen  aber,  dass,    wenn  — ^,  -^  zwei  Wurzeln 

^1  ^2 

der  Gleichung  w  =  0  neunten  Grades  sind,  welche  durch  Elimination  von 
y  aus    den   beiden  Gleichungen  u  =  Q  und  ^;  =  0   hervorgeht,    die   sym- 

(OC  Oß    \ 

— ^,  — ^1    der    beiden  Wurzeln    eine    dritte  Wurzel 

^\  ^2  ' 

giebt,    in  der  Art,  dass,    wenn  -^  =  ö(^,  -^),   auch  ^  =  öf^,  ^) 

H  ^^^1  ^2^  ^1  ^^2  ^3^ 

und  ^  =  ö(-^,  ^)  ist. 

Königsberg,  im  October   1846. 


11. 

Ueber  Curven  dritter  Ordnung  und  die  Kegelschnitte,  welche 
diese  Curven  in  drei  verschiedenen  Punkten  berühren. 

(Fortsetzung  der  Abhandlungen  No.  10  und  11,   28.  Bandes  des  Journals  für  die  reine  und  ange- 
wandte Mathematik    [No.  8  und  9  dieser  Ausgabe]). 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.    Band  36,   Seite   143  — 176.] 


1. 

Wenn  man  durch  f  eine  homogene  Function  dritter  Ordnung  von 
den  Variabein  Xi^  x^,  x^  bezeichnet,  so  wird  die  Determinante  %  gebildet 
aus  den  zweiten  partiellen  Differentialquotienten 

ay  ay  ay 

ay  ay  ay 


dX^dX^  dxi  dX^dX^ 

ay  ay  ay 

dX^dX^  '  dX^dX^  '  dx\       ' 

wieder  eine  homogene  Function  der  dritten  Ordnung,  welche  ich  in  meiner 
Abhandlung  „Ueber  die  Elimination  der  Variabein  aus  drei  algebraischen 
Gleichungen  vom  zweiten  Grade  mit  zwei  Variabein"  (Cr eile's  Journal 
Bd.  28,  S.  68)  ^)  mit  dem  Namen  Determinante  der  Function  f  bezeichnet  habe. 
Dieser  Bezeichnung  werde  ich  mich  auch  bei  der  vorliegenden  Untersuchung 
bedienen,  welche  als  eine  geometrische  Interpretation  und  Erweiterung 
der  in  der  citirten  Schrift  gewonnenen  analytischen  Resultate  anzusehen  ist. 


1)  [No.  8,  Seite  89  dieser  Ausgabe.] 

20* 
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Während  nun  die  Bestimmung  der  Determinante  einer  gegebenen 
homogenen  Function  dritten  Grades  von  drei  Variabein  nur  die  ein- 
fachsten analytischen  Operationen  erfordert,  führt  die  umgekehrte  Auf- 
gabe: „Diejenige  Function  F  zu  bestimmen,  deren  Determinante  eine 
gegebene  homogene  Function  dritter  Ordnung  von  drei  Variabein  ist", 
auf  eine  Gleichung  dritten  Grades.  Denn  ich  habe  in  der  citirten  Ab- 
handlung S.   89  ^)  bewiesen,   dass  die  gesuchte  Function  von  der  Form 

F=df-^dcp 

sein  muss,  und  dass  die  Determinante  <P  einer  Function  von  dieser  Form 
wieder  dieselbe  Form 

<P  =  I)f-^/lq) 
hat;    wo  D  und  z/   homogene    Functionen    der   Constanten  d  und  (5"    von 
der    dritten    Ordnung    sind.     Auch    die    Bildung    dieser    Functionen    habe 
ich  angegeben.^) 

Wenn  <P  gleich  f  werden  soll,  so  muss 

D  =  1;        z/  =  0 
sein.     Dieses  sind  zwei  Gleichungen  dritten  Grades  in  Rücksicht  auf  die 
zu   bestimmenden   Grössen  d  und  (T,    welche    neun  Auflösungen   zulassen. 


1)  [Seite  113  dieser  Ausgabe.] 

2)  Die  Bildung  der  Functionen  D  und  A  ist  S.  88  [112  d.  Ausg.]  durch  die  Formeln  (51) 

ED=  ^(— -g);  BA  =  ^{p) 

angedeutet.  Die  Grösse  B  zu  bestimmen,  dienen  die  Gleichungen  (32*  S.  83  [106  d.  Ausg.]),  in  welchen 
die  Grössen  a  und  h  die  Coefficienten  der  Potenzen  und  Producte  der  Variabein  in  den  Functionen  / 
und  (p,  also  bekannte  Grössen  bedeuten.  Löst  man  diese,  in  Rücksicht  auf  die  sechs  Producte 
x^Xi,  ^2^2?  ^3^3»  ^2 -'^3?  ^3^1»  ^1^2  Hueären  Gleichungen  auf,  so,  als  ob  die  sechs  Producte  die 
Unbekannten  wären:  so  erhält  man,  wie  ich  nachgewiesen  habe,  Gleichungen  von  der  Form  (33*), 
in  welchen  B  den  gemeinsamen  Nenner   der  Unbekannten  bedeutet.     Sowohl   dieser  Nenner,    als 

die    Coefficienten    der   sechs    Grössen  /i,  f2,   /s,   9^1,  9^2  >   9^3  5   welche   mit q   und  p   bezeichnet 

worden  sind,    werden  durch  die  Auflösung  bekannt.     Bildet  man  endlich  die  Determinante  ^  der 

Function  F  und  setzt  in  derselben  für  alle  Producte  x^  xi  x^  entweder q^^  x,  ^  oder  p^^  i^  ^ ,  so 

erhält  man  im  ersten  Falle  den  mit  ^i — q\  bezeichneten  Ausdruck,  im  zweiten  Fall  den  Aus- 
druck ^  [p).  Diese  Bestimmung  der  Functionen  D  und  A  lässt  in  der  That  nichts  weiter  als  etwa 
grössere  Einfachheit  zu  wünschen  übrig.  Da  gleichwohl  Herr  Cayley(Crelle's  Journal  Bd.  29,  S.  55) 
behauptet,  dass  ich  die  Form  der  Functionen  D  und  A  nicht  angegeben  habe,  so  sehe  ich,  dass  meine 
Darstellung  einen  Zweifel  hat  aufkommen  lassen,  den  ich  jetzt  beseitigt  zu  haben  glaube. 
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Da  aber  sowohl  I)  als  z/   homogene  Functionen   dritten  Grades  sind,   in 
Rücksicht  auf  d  und  Sj  so  werden  -^y  und  --  Functionen  dritten  Grades 

der  einen  Variablen  —  sein.     Führt  man  diese  statt  (T  als  Unbekannte  ein, 

so  finden  sich  die  beiden  Unbekannten  d  und  -^  aus  den  beiden  Gleichungen 

d^  =  — ^^    und    -r^  =  0. 
jD  d^ 


d^ 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  giebt  drei  Werthe  der  zweiten  Unbe- 
kannten. Setzt  man  diese  Werthe  in  den  Theil  rechts  der  ersten  Gleichung, 
so  erhält  man  für  jeden  Werth  der  zweiten  Unbekannten  drei  Werthe 
der  ersten,  welche  sich  nur  durch  einen  Factor,  gleich  der  dritten  Wurzel 
der  Einheit,  von  einander  unterscheiden.  Man  findet  also  neun  Func- 
tionen jP,  deren  Determinanten  die  gegebene  Function  f  sind,  wenn  man 
die  neun  Werthenpaare  der  Unbekannten  in  die  Gleichung 

setzt. 

Von  diesen  neun  Functionen  F  sind  aber  nur  die  drei,    welche  den 

drei  Wurzeln    der   cubischen   Gleichung  -— -  =  0    entsprechen,    wesentlich 

von  einander  verschieden.  Denn  es  ergeben  sich  aus  ihnen  die  sechs 
andern  durch  Multiplication  mit  den  dritten  Wurzeln  der  Einheit.  Wenn 
im  Folgenden  von  den  drei  verschiedenen  Functionen  F  die  Rede  sein 
wird,  so  sollen  darunter  nur  die  drei  ersten  verstanden  werden. 


Wenn  f  eine  der  drei  Functionen  bedeutet,  deren  Determinante 
gleich  einer  beliebigen  gegebenen  homogenen  Function  cp  dritter  Ordnung 
von  den  drei  Variabein  x^^  x.2^  x^  ist,    und    man  der  Kürze  wegen  setzt: 

■ t^-I    9    'i^l   1    <s 


dx\ 

=  Wi,i; 

0X2 

'^2,2? 

dx^dx^ 

-— -^  t^2  3         '  ^^3  2  ? 

aV 

^^^  ^3,1  ^^^^  ^1,3*? 

dX^dX, 
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SO  erhält  man  die  Gleichung  ^==0,  wenn  man  Xj,  Xg,  X3  zwischen 
folgenden  drei  Gleichungen  eliminirt: 

1.  l    ZiW2,l   +  ■X2%,2  +  ^3^2,3  =   0, 

Diese   Gleichung  cp  ==  0   ist   unter   der  Voraussetzung,   dass  — ^,  -^^ 

^3      ^3 
oder,  wie  ich  mich  kürzer  ausdrücken   werde,  cTi,  0^2,  i^t^s  die  Coordinaten 

eines  variabeln  Punktes  p  bezeichnen,  der  analytische  Ausdruck  einer 
beliebigen  Curve  dritter  Ordnung.  Diese  Curve  wird  der  Gegenstand  der 
folgenden  Untersuchung  sein.  Den  Coordinaten  Xi,  X2,  x^  jedes  Punktes 
dieser  Curve  entspricht  ein  System  Werthe  X^,  X2,  X3,  welches  den 
Gleichungen  (1)  genügt.  Betrachtet  man  diese  Werthe,  in  demselben 
Coordinatensystem,  als  die  Coordinaten  eines  zweiten  Punktes  P,  so  ent- 
spricht unter  der  Vermittelung  der  Gleichungen  (1)  einem  jeden  Punkte  p 
der  Curve  cp  =  0  ein  anderer  Punkt  P  derselben  Curve;  und  umgekehrt 
dem  Punkte  P  der  Punkt  p.  Denn  man  kann  in  den  Gleichungen  (1) 
Xi,  X2,  %  mit  Xi,  X2,  X3  vertauschen,  ohne  die  Gleichungen  selbst  zu 
ändern;  wesshalb  auch  das  Resultat  der  Elimination  von  x^^  X2,  x^, 
welches  den  geometrischen  Ort  des  Punktes  P  giebt,  aus  der  Gleichung 
(p  =  0  hervorgeht,  wenn  man  X^,  X2,   X3  statt  x^^  ^^2,  x^  setzt. 

Die  Gleichungen  (1)  lassen  eine  leichte  geometrische  Deutung  zu. 
Sie  sind  die  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Coordinaten  der  beiden 
Punkte  P  und  p,  welche  erfüllt  werden  müssen,  wenn  die  genannten 
beiden  Punkte  harmonische  Pole  der  drei  Kegelschnitte 

dX^  dX^  dX^ 

sind;  oder,  was  dasselbe  ist,  eines  jeden  Kegelschnitts  aus  dem  durch 
die  Gleichung 

A-i —4—  An — r~  Aq =  ü 

^  a^j  *  ^  dx^  '  ^  a^3 
dargestellten  Systeme  von  Kegelschnitten.  Die  Curve  dritter  Ordnung 
^  =  0  ist  der  geometrische  Ort  dieser  Pole.  (Harmonische  Pole  eines 
Kegelschnitts  nennt  man  bekanntlich  jedes  Punktenpaar,  von  der  Eigen- 
schaft, dass  die  durch  sie  gelegte  gerade  Linie  den  Kegelschnitt  in  einem 
zweiten  Punktenpaar  schneidet,    welches   zu  dem  ersten   harmonisch  ist.) 
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Construirt  man  also  ein  Paar  Punkte,  welche  harmonische  Pole  sind, 
zugleich  für  alle  drei  Kegelschnitte,  oder  für  das  ganze  System  von 
Kegelschnitten:  so  sind  dieselben  zwei  unter  der  Vermittelung  der 
Gleichungen  (1)  einander  entsprechende  Punkte  P  und  p  und  liegen  beide 
in  der  betrachteten  Curve  dritter  Ordnung  cp  =  0. 

Wenn  zwei  solcher  Punktenpaare  gegeben  sind,  so  findet  man  ein 
drittes  Paar  durch  Anwendung  des  folgenden  Lehrsatzes,  dessen  Beweis 
ich  in  Bd.  20,  S.  301  des  Crelle'schen  Journals^)  gegeben  habe,  nämlich: 
Wenn  die  Endpunkte  zweier  Diagonalen  eines  vollständigen  Vierseits  zwei 
Paare  harmonischer  Pole  eines  Kegelschnitts  sind,  so  sind  auch  die  End- 
punkte der  dritten  Diagonale  harmonische  Pole  desselben  Kegelschnitts. 

Der  analytische  Beweis  dieses  Satzes  ergiebt  sich  aus  den  Bedingungs- 
gleichungen zwischen  den  Coordinaten  der  sechs  Punkte,  welche  die 
Diagonalen  eines  vollständigen  Vierseits  begrenzen.  Wenn  man  nämlich 
durch  Xi,  X2,  x^  und  Zj,  Zg,  X3  die  Coordinaten  der  Endpunkte  p,  P 
der  ersten,  durch  x^\  x^,  x^\  X/,  X/,  X/  die  Endpunkte  p,  P'  der 
zweiten  Diagonale,  endlich  durch  Xi\  xl\  x^'  und  X/',  X^\  X/'  die 
Endpunkte  p\  P''  der  dritten  Diagonale  bezeichnet,  so  sind  die  er- 
wähnten Bedingungsgleichungen: 

Ax^X^^  Äx^X^ Ar  Ä' x^' X^' ^=^  0, 
^.^^2X2  +  Äx^Xl -\-  Ä' X2' X.y'  =  0, 
Äx^X^-{-  A!  xi  X3'  +  Ä'  xi'  Xi'  =  0 ; 

Ä  (X,  X3  +  X,  X2)  +  Ä'  (x;  xi  +  xi  X2O  +  Ä'  (xi'  x;'  +  xi'  Xi')  ==  0 , 

A  {X,  X,  +  X,  X3)  +  Ä  «  X/  +  x;  Xi)  +  Ä'  (xi^  x;'  +  x;'  Xi')  =  O , 
Ä  {X,  X2  +  X,  X,)  +  Ä'  {x/  X;  +  x^  X/)  -f  Ä'  {x;'  X2"  +  X.;'  X;0  =  0 , 

in  welchen  die  Grössen  A,  A\  Ä'  unbestimmte  Constanten  bedeuten. 
Stellt  man  nun  die  Bedingungsgleichungen 

^1,1    ^1  ^1  +  «2,2^2  ^2  4-  ^3,3  ^3  ^3  +  ^2,3  (^2  ^3  +  ^3     ^2)  +  ^3,1    (%  ^1  +   ^1    ^3) 

+  Cfi^2  (^1  ^2    +  ^2    ^1)  =  0  , 

«11  a;/X/  +  Cf2,2^2'^2'+^3,3^3'^3'+^2,3(^2'^3'+%'  ^2')   +  (^3,l(^S    ^1    +  ^Oi    X^') 

+  «3  2  (i^/  X2'  +   X2    X/)  =  0  , 

"  ^Vr  n     .  'f  -ST  'f     \  f  -ST  ff     X  /        ff  -sr  "     \  ff-X7-ff\>  /         ff  -t7-   //     .  //  -r:r  /A 

«1,1«!    -^1    +«2,2^2    ^2    +«3,3^3    ^3    +«2,3(^2    -^3    +3^3    ^2   )  +  «3,l(a'3    ^1    +^1    ^Z   ) 

+o;,_2(a;i"X2"+it;2"Zi")  =  0 

1)  [Seite  41  dieser  Ausgabe.] 
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auf,  welche  erfüllt  werden  müssen,  wenn  die  drei  Punktenpaare  har- 
monische Pole  eines  Kegelschnitts 

sein  sollen,  so  wird  man  wahrnehmen,  dass  sich  die  letzte  Bedingungs- 
gleichung mit  Hülfe  der  beiden  ersten  und  der  vorhergehenden  Systeme 
von  sechs  Gleichungen  findet,  wenn  man  die  Gleichungen  der  Reihe  nach 
mit  c^ii,  «2  2,  cfgs,  «2  3,  «3  1,  «12  multlpHcirt  und  die  Producte  addirt. 

Vermöge  des  eben  bewiesenen  Satzes  erhält  man  nun  aus  zwei 
Punktenpaaren  P,  p]  P\  p\  deren  Coordinaten  den  Gleichungen  (1)  ge- 
nügen, ein  drittes  Paar,  wenn  man  der  Curve  dritter  Ordnung  ein  Viereck 
einschreibt,  dessen  Diagonalen  Pp  und  P' p  sind,  dieses  Viereck  ver- 
vollständigt und  die  Endpunkte  der  dritten  Diagonale  nimmt.  Dieses 
lässt  sich  auch  als  Lehrsatz  wie  folgt  aussprechen:  Wenn  drei  Punkte 
P,  P',  P'^  der  Curve  dritter  Ordnung  cp  =  0  auf  einer  geraden  Linie  liegen^ 
so  bilden  die  ihnen  unter  der  Vermittelung  der  Gleichungen  (1)  entsprechen- 
den Punkte  p,  p y  p'  die  locken  eines  Dreiecks,  dessen  Seiten  p  p'\  p' p, 
pp    respective  durch  die  Punkte  P,  P\  P"  gehen. 

Es  ergiebt  sich  hieraus  zugleich  eine  leichte  Construction  des,  einem 
beliebigen  Punkte  P  der  Curve  entsprechenden  Punktes  p\  wenn  ein 
solches  Punktenpaar  P\  p  gegeben  ist.  Denn  verbindet  man  die  Punkte 
P,  P'  durch  eine  gerade  Linie,  so  schneidet  dieselbe  die  Curve  in  einem 
Punkte  P^'.  Verbindet  man  diesen  mit  dem  Punkte  j)'  durch  eine  zweite 
gerade  Linie,  so  schneidet  letztere  die  Curve  in  dem  gesuchten  Punkte  p. 
Man  erhält  aber  auch  denselben  Punkt  p^  wenn  man  den  Schnittpunkt  p^ 
der  geraden  Linie  Pp  und  der  Curve  mit  dem  Punkte  P'  durch  eine 
gerade  Linie    verbindet.     Denn  diese  geht  ebenfalls    durch  den  Punkt  p. 

Um  zu  jedem  Punkte  P  den  unter  Vermittelung  der  Gleichungen  (1) 
entsprechenden  Punkt  p  construiren  zu  können,  wenn  nichts  weiter  als 
die  Curve  (/)  ==  0  selbst  gegeben  ist,  bleibt  noch  übrig,  die  Construction 
eines  Punktenpaares  P\  p  zu  finden.  Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir  uns 
den  Punkt  P  dem  Punkte  P'  so  nahe  gerückt  vor,  dass  beide  zusammen- 
fallen. Die  gerade  Linie  P  P'  wird  in  diesem  Falle  zur  Tangente  der  Curve. 
Die  ihnen  entsprechenden  Punkte  p^  p  fallen  ebenfalls  zusammen.  Zieht 
man  nun  von  dem  Schnittpunkte  P''  der  Tangente   PP'  und  der  Curve 
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die  gerade  Linie  P" p\  welche,  wie  wir  gesehen  haben,  durch  p  geht, 
so  wird,  weil  p  und  p  zusammenfallen,  die  gerade  Linie  P'^ p  eine 
Tangente  im  Punkte  p  werden.  Demnach  kann  der  einem  beliebigen 
Punkte  P^  unter  Vermittelung  der  Gleichungen  (1)  entsprechende  Punkt  p 
auf  folgende  Weise  construirt  werden.  Man  ziehe  die  Tangente  in  dem 
Punkte  P\  Von  dem  Schnittpunkte  P'  derselben  mit  der  Curve  ziehe 
man  eine  andere  Tangente.  Der  Berührungspunkt  dieser  zweiten  Tangente 
wird  der  gesuchte  Punkt  p  sein.  Nun  lassen  sich  aber  von  einem 
Punkte  P"  der  Curve,  wenn  man  die  Tangente  in  diesem  Punkte  aus- 
nimmt, vier  Tangenten  an  die  Curve  ziehen,  von  denen  die  eine  die 
Tangente  im  Punkte  P'  ist.  Von  den  Berührungspunkten  der  drei  andern 
wird  demnach  jeder  dem  Punkte  P'  entsprechen.  Und  in  der  That  giebt 
es  auch  drei,  einem  gegebenen  Punkte  P'  der  Curve  unter  Vermittelung  der 
Gleichungen  (1)  entsprechende  Punkte  p  ,  Denn  da  in  die  Gleichungen  (1) 
die  Coefficienten  aus  der  Function  f  eingehen,  aber,  wie  man  gesehen 
hat,  drei  verschiedene  Functionen  f  existiren:  so  vereinigt  auch  das 
System  der  Gleichungen  (1)  drei  verschiedene,  den  drei  Functionen  f  ent- 
sprechende Systeme  von  Gleichungen,  und  in  jedem  derselben  entspricht 
ein  und  demselben  Punkte  P  ein  anderer  Punkt  p.  Die  eben  angegebene 
Construction  lässt  sich  in  Form  eines  Lehrsatzes  wie  folgt  ausdrücken: 
Wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Curve  dritter  Ordnung  q)  ==  0 
die  vier  Tangenten  an  die  Curve  zieht  (die  Tangente  in  dem  beliebigen 
Punkte  nicht  mitgerechnet):  so  entsprechen  einem  jeden  Tangirungspunkte 
die  drei  übrigen  in  den  drei  verschiedenen^  durch  die  Gleichungen  (1) 
analytisch  ausgedrückten  Systemen.  Um  diese  drei  Systeme  sich  ent- 
sprechender Punkte  auch  geometrisch  zu  sondern,  ohne  dazu  der  drei 
in  (1)  enthaltenen  Systeme  von  Gleichungen  zu  bedürfen,  dient  die  voran- 
geschickte Construction  des  dem  Punkte  P  entsprechenden  Punktes  p^ 
wenn  ein  solches  Punktenpaar  P\  p  gegeben  ist.  Denn  diese  Construction 
giebt,  wenn  man  den  Punkt  P  die  ganze  Curve  durchlaufen  lässt,  alle 
möglichen  Punktenpaare  in  demselben  Systeme,  wie  das  gegebene,  während 
der  zuletzt  angeführte  Satz  drei,  den  drei  verschiedenen  Systemen  zuge- 
hörende Punktenpaare  construiren  lehrt. 

Um  den  zuletzt  angeführten  Lehrsatz  zu  vervollständigen,  betrachten 
wir    die    vier  Tangirungspunkte  p^  p\  p\  p"  der    von    einem    beliebigen 

Hesse's  Werke.  ^^ 
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Punkte  0  an  die  Curve  dritter  Ordnung  gezogenen  Tangenten.  Von 
diesen  vier  Punkten  werden,  wie  wir  bemerkt  haben,  die  Punktenpaare  ;^,  p^; 
p,  p'\  p,  pl"  den  drei  verschiedenen  Systemen  angehören,  weil  in  einem 
jeden  Systeme  einem  und  demselben  Punkte  nur  ein  einziger  entspricht. 
Das  Punktenpaar  y,  p\  welches  nach  dem  oben  ausgesprochenen  Lehr- 
satze einem  von  den  drei  Systemen  angehört,  kann  nicht  demjenigen 
Systeme  eigen  sein,  welchem  das  erste  Punktenpaar  p^  p  angehört.  Denn 
wäre  dieses  der  Fall,  so  müsste,  wie  aus  dem  Vorhergehenden  erhellt, 
die  Tangente  im  Punkte  iß  die  gerade  Linie  pp'  in  einem  Punkte  der 
Curve  treffen,  und  dieser  könnte  nur  der  Punkt  0  sein;  was  nicht  mög- 
lich ist.  Eben  so  wenig  können  die  Punktenpaare  p  ^  p'  und  p,  p'  einem 
und  demselben  Systeme  angehören.  Also  müssen  es  die  Punktenpaare  p\ 
pl'  und  p^  p"  sein.  Einem  andern  Systeme  gehören  nur  die  Punkten- 
paare p,  p  und  y,  p'\  und  dem  letzten  Systeme  gehören  die  Punkten- 
paare ^,  p"  und  y,  p"  an.  Diese  Bemerkungen  fassen  wir  in  folgenden 
Satz  zusammen:  Wenn  man  von  einem  heliehigen  Punkte  der  Curve  dritter 
Ordnung  q)  =  0  die  vier  Tangenten  an  die  Curve  deht,  so  lassen  sich  die 
vier  Tangirungspunkte  als  die  Ecken  von  drei  verschiedenen  Vierecken  be- 
trachten. Die  gegenüber  liegenden  Ecken  eines  heliehigen  dieser  Vierecke  sind 
zwei,  demselben  Systeme  zugehörige  Punktenpaare^  und  die  Systeme,  welche  auf 
diese  Weise  den  drei  verschiedenen  Vierecken  entsprechen^  sind  verschieden. 
Man  hat  im  Vorhergehenden  gesehen,  wie  zwei  Punktenpaare  P,  jö; 
P\  p  desselben  Systems  ein  durch  dieselben  gegebenes  drittes  Paar  P'\  p' 
bestimmen,  welches  eben  demselben  Systeme  angehört.  Nunmehr  will 
ich  nachweisen,  wie  zwei  Punktenpaare  P,  p\  Q,  q,  aus  zwei  verschiedenen 
Systemen,  ein  drittes  Punktenpaar  B,  r  des  letzten  Systems  bestimmen. 
Zu  diesem  Ende  lege  ich  durch  die  Curve  dritter  Ordnung  zwei  be- 
liebige gerade  Linien,  von  denen  die  eine  die  Curve  in  den  Punkten 
P,  Q,  B,  die  andere  in  den  Punkten  P\  Q\  B'  treffen  möge.  Wenn  nun 
die  drei  geraden  Linien  PP\  QQ\  BB'  die  Curve  respective  in  den 
Punkten  P'\  Q'' ,  B'  schneiden,  so  liegen  diese  drei  Punkte  P'\  Q'\  B'^ 
(was  sich  in  den  Elementen  der  Geometrie  bewiesen  findet)  in  einer  ge- 
raden Linie.  Dies  lässt  sich  auch,  wenn  man  drei  gerade  Linien  als 
eine  Curve  dritter  Ordnung,  und  zwei  gerade  Linien  als  einen  Kegel- 
schnitt   betrachtet  (was   bekanntlich    erlaubt    ist),    wie    folgt    ausdrücken: 
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Wenn  von  den  neun  Schnittpunkten  zweier  Curven  dritter  Ordnung  sechs 
Schnittpunkte  auf  einem  Kegelschnitt  liegen ,  so  liegen  die  drei  andern  auf 
einer  geraden  Linie.  Lässt  man  die  gerade  Linie  P' Q' R'  der  geraden 
Linie  FQR  so  nahe  rücken,  dass  beide  zusammenfallen,  so  erhält  man 
den,  eben  wie  der  vorhergehende,  bekannten  Lehrsatz:  Die  Tangenten 
der  Curve  dritter  Ordnung  in  drei  Punkten^  welche  in  einer  und  derselben 
geraden  Linie  liegen y  schneiden  die  Ourve  in  drei  Punkten,  welche  wieder 
in  einer  geraden  Linie  liegen.  Man  vergleiche  „Analyse  de  transversales 
par  Poncelet"  im  Crelle'schen  Journal  Bd.  8,  S.  129  — 136,  wo  man 
die  beiden  letzten  und  andere  aus  ihnen  gefolgerte,  mit  der  vorliegenden 
Untersuchung  im  Zusammenhange  stehende  Sätze  findet. 

Wenn  nun  P,  p  und  Q,  q  zwei  Punktenpaare  in  verschiedenen 
Systemen  sind,  so  trifft,  wie  oben  bewiesen  worden,  das  Tangentenpaar 
der  Curve  in  den  Punkten  P,  p  in  einem  und  demselben  Punkte  P"  der 
Curve  zusammen,  und  das  Tangentenpaar  der  Curve  in  den  Punkten  Q,  q 
schneidet  die  Curve  in  einem  und  demselben  Punkte  Q'\  Lässt  man  die 
geraden  Linien  PQ  und  pq  die  Curve  respective  in  den  Punkten  JR  und  r 
schneiden,  so  wird  die  Tangente  in  B,  nach  dem  zuletzt  genannten  Lehr- 
satze, die  Curve  in  einem  Punkte  R'  schneiden,  welcher  mit  den  beiden 
Punkten  P''  und  Q''  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegt.  Aus 
demselben  Grunde  muss  aber  auch  die  Tangente  in  r  die  Curve  in  B" 
treffen.  Es  ist  mithin  B,  r  ein  Punktenpaar  aus  einem  der  drei  Systeme, 
und  zwar  aus  dem  dritten.  Denn  wenn  dieses  System  dasselbe  wäre, 
welchem  das  Punktenpaar  P,  p  und  Q,  q  zugehört,  so  müssten  die  ge- 
raden Linien  PQ  und  pq  m  einem  und  demselben  Punkte  der  Curve 
zusammenstossen;  in  welchem  Falle  die  Punktenpaare  P,  Q  und  p,  q  einem 
und  demselben  Systeme  angehören  würden;  was  gegen  die  Voraus- 
setzung ist.  Wir  haben  also  folgenden  Lehrsatz  bewiesen:  Wenn  man 
ein  Punktenpaar  aus  einem  der  drei  Systeme  mit  einem  zweiten  Punktenpaar 
aus  einem  anderen  Systeme  durch  zwei  gerade  Linien  verbindet,  so  schneiden 
diese  die  Curve  dritter  Ordnung  in  einem  Punktenpaar,  welches  dem  dritten 
Systeme  angehört. 

Die  bis  hierher  gemachten  Bemerkungen  werde  ich  nun,  geordnet, 
mit  verwandten  Sätzen  zusammenstellen,  deren  Beweise  sich  leicht  aus 
den  entwickelten  Principien  ergeben. 

21* 
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3. 

1,  Der  geometrische  Ort  eines,  dreien  beliebig  gegebenen  Kegelschnitten 
gemeinschaftlichen  harmonischen  Polenpaares  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung, 

2,  Jede  gegebene  Curve  dritter  Ordnung  lässt  sich  als  der  geometrische 
Ort  eines ,  einem  Systeme  Kegelschnitte  gemeinschaftlichen  harmonischen 
Polenpaares  betrachten, 

3,  Solcher  Systeme  Kegelschnitte  giebt  es  für  jede  beliebige  Gurve 
dritter  Ordnung  im  Allgemeinen  drei;  also  auch  drei  verschiedene  Systeme 
Polenpaare  auf  einer  und  derselben  Curve  dritter  Ordnung, 

4,  Das  Tangentenpaar  in  einem  Polenpaar  an  die  Curve  dritter  Ordnung 
schneidet  die  Curve  in  einem  und  demselben  Punkte,     Und   umgekehrt: 

5,  Jedes  Tangentenpaar ^  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Curve  dritter 
Ordnung  an  die  Curve  gezogen,  berührt  die  Curve  in  einem  Polenpaare, 

Die  Sätze  4  und  5  sind  unmittelbare  Folgen  aus  den  beiden  folgenden 
allgemeinen  Sätzen: 

6,  In  jedem  der  Curve  dritter  Ordnung  einbeschriebenen  Viereck,  dessen 
Diagonalen  von  zwei  Polenpaaren  desselben  Systems  begrenzt  werden, 
schneiden  die  gegenüber  liegenden  Seiten  des  Vierecks  die  Curve  in  einem 
und  demselben  Punkte;  und  die  beiden  Punkte,  in  welchen  zwei  aufeinander 
folgende  Seiten  des  Vierecks  die  Curve  schneiden,  bilden  ein  Polenpaar 
desselben  Systems.     Und  umgekehrt: 

7,  Die  Diagonalen  eines  jeden,  einer  Curve  dritter  Ordnung  ein- 
beschriebenen  vollständigen  Vierseits  werden  von  Polenpaaren  begrenzt,  welche 
einem  und  demselben  Systeme  angehören. 

Aus  den  vorhergehenden  Sätzen  ergiebt  sich  eine  allgemeine  Con- 
struction  der  einer  Curve  dritter  Ordnung  einbeschriebenen  vollständigen 
Vierseite,  welche  in  Form  eines  Lehrsatzes  also  lautet: 

8,  Wenn  man  irgend  ein  Polenpaar  P' ,  p  einer  Curve  dritter  Ordnung 
durch  zwei  gerade  Linien  mit  einem  beliebigen  Punkte  P"  der  Curve,  und 
die  Schnittpunkte  P,  p  dieser  beiden  geraden  Linien  und  der  Curve  durch 
zwei  neue  gerade  Linien  mit  dem  Polenpaare  P' ,  p  verbindet,  so  bilden  die 
beiden  Linienpaare  ein  der  Curve  einbeschriebenes  vollständiges    Vierseit, 

9,  Man  kann  alle,  einer  Curve  dritter  Ordnung  einbeschriebenen  voll- 
ständigen   Vierseite   in  drei  verschiedene  Systeme  vertheilen.     Ein  beliebiges 
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vollständiges^  der  Curve  einbeschriehenes  Vierseit  gehört  dem  einen  oder 
dem  andern  Systeme  an,  je  nachdem  die,  eine  beliebige  Diagonale  des- 
selben begrenzenden  Punkte  ein  Polenpaar  des  einen  oder  des  andern 
Systems  sind, 

10.  Alle  einer  Curve  dritter  Ordnung  einbeschriebenen  Dreiecke^  deren 
Seiten  die  Curve  in  drei  Punkten  schneiden,  welche  in  einer  geraden  Linie 
liegen^  ordnen  sich  dreien  Systemen  solcher  Dreiecke  unter.  Ein  solches 
Dreieck  gehört  dem  einen  oder  dem  andern  Systeme  an,  je  nachdem  eine 
Ecke  und  der  Schnittpunkt  der  gegenüber  liegenden  Seite  des  Dreiecks  und 
der  Curve  ein  Polenpaar  aus  dem  einen  oder  dem  andern  Systeme  sind. 

11.  Es  lassen  sich  einer  Curve  dritter  Ordnung  nur  drei  Dreiecke  ein- 
beschreiben,  deren  Seiten  durch  drei,  auf  der  Curve  gegebene,  in  einer 
geraden  Linie  liegende  Punkte  hindurchgehen;  und  diese  Dreiecke  gehören 
verschiedenen  Systemen  an. 

12.  Wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung 
die  vier  Tangenten  an  die  Curve  zieht,  so  ist  ein  beliebiger  von  den  vier 
Berührungspunkten  der  Pol  zu  den  drei  andern,  aus  verschiedenen  Systemen 
genommen;  und  wenn  man  drei  von  den  Berührungspunkten  als  die  Ecken 
eines  Dreiecks  betrachtet,  so  werden  die  Seiten  dieses  Dreiecks  von  Polen- 
paaren  aus  verschiedenen  Systemen  begrenzt. 

13.  Wenn  von  drei  Punkten  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  ein  Punkt 
der  Pol  ist  zu  den  beiden  andern,  in  zwei  verschiedenen  Systemen,  so  bilden 
die  beiden  letzten  ein  Polenpaar  aus  dem  dritten  Systeme. 

14.  Wenn  man  ein  Polenpaar  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  mit 
einem  zweiten  Polenpaare  derselben  Curve  aus  einem  andern  Systeme  durch 
zwei  gerade  Linien  verbindet,  so  schneiden  diese  Linien  die  Curve  in  einem 
Polenpaare  des  dritten  Systems. 

15.  Wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  p  einer  Curve  dritter 
Ordnung  die  vier  Tangenten  an  die  Curve  zieht,  so  trifft  jedes  durch  die 
vier  Berührungspunkte  gelegte  Linienpaar  die  Curve  in  je  einem  und  dem- 
selben Punkte,  und  von  den  drei  Punkten,  in  welchen  die  drei  Linienpaare, 
welche  durch  die  vier  Punkte  gelegt  iverden  können,  die  Curve  schneiden, 
bilden  je  zwei  Polenpaare,  welche  verschiedenen  Systemen  angehören.  Diese 
drei  Punkte  und  der  Punkt  p  sind  die  Berührungspunkte  der  vier  von  einem 
und  demselben  Punkte  der  Curve  an  die  Curve  gezogenen  Tangenten. 
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16.  Wenn  man  aus  den  drei  Schnittpunkten  einer  beliebigen  geraden 
Linie  und  einer  Curve  dritter  Ordnung  die  zwölf  Tangenten  an  die  Curve 
zieht,  so  liegen  von  den  zwölf  Berührungspunkten  sechzehnmal  drei  Punkte 
in  einer  geraden  Linie, 

Um  die  Combinationen  derjenigen  Berührungspunkte  aufzustellen, 
welche  in  einer  geraden  Linie  liegen,  bezeichne  ich  irgend  drei  von  den 
zwölf  Berührungspunkten,  die  in  einer  geraden  Linie  liegen,  durch  «,  /?,  y\ 
die  diesen  entsprechenden  Pole  in  dem  ersten  Systeme  durch  a^,  /?i,  y^^ 
in  dem  zweiten  Systeme  durch  a^^  /?2j  Y2  ^^^^  in  dem  letzten  Systeme 
durch  c^3,  /^g,  p/g.  Alsdann  giebt  es  folgende  Combinationen  der  neun 
letzten  Punkte,  welche  in  einer  geraden  Linie  liegen: 

^iß^r^^      (^^ß^ru      (^^ßi72^ 
(^ißsr2:      (^2ßirs^      «3/52n; 

was  durch  den  Lehrsatz  14  bewiesen  wird.  Ueberdies  giebt  es  noch 
folgende  Combinationen  der  zwölf  Berührungspunkte,  welche  in  gerader 
Linie  liegen: 

^/^i^n  ßri^'i^  r^ißi^ 
f^ß272,  ßr2^2^  r^2ß2i 
^ßsTs^      ßr^^s^      r^3Ä? 

a  ß  y. 

Dies  folgt  aus  dem  Lehrsatze  6.  Demnach  sind  die  in  dem  Lehr- 
satze 11  erwähnten,  der  Curve  einbeschriebenen  Dreiecke,  deren  Seiten 
durch  die  drei  in  gerader  Linie  und  zugleich  auf  der  Curve  gelegenen 
Punkte  cf,  /?,  y  hindurchgehen,  folgende  drei: 

^l/^l/n  ^2/92/2?  «3/^3^3- 

Die  aufgestellten  Combinationen  zeigen,  dass  es  acht  Systeme  von 
je  vier  geraden  Linien  giebt,  welche  durch  sämmtliche  zwölf  Berührungs- 
punkte hindurchgehen.  Die  vier  geraden  Linien  gehen  nämlich  durch 
die  Punkte: 


1. 

aßy, 

(^ißiTai 

«2/^3/1, 

«3Är2, 

2. 

aß,y„ 

«1/53/2, 

«2  ß-2  r, 

«3    ß   73, 

3. 

«/?2r25 

«1  ß  Yu 

«2/5l/3, 

«3  ßz  r^ 

4. 

«  ßs  73, 

«1  ßi  r, 

«2    ß   ^2, 

«3/^2/1, 
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5.       (^ßr,        «i/?3;k2,       cc^ßiTs^       ^^ß^Yi, 

6.  CtßlYl,  C^l/?2r3?  (^2   ß    72^  ^3/^3^ 

7.      «/?2r2.      ^i/5i^       ('^2ßsri^      ^^  ß  n^ 

8.  Ciß^Yz,  CCl    ß   Tl^  ^2/?2^  (^sßir2' 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  die  zwölf  Berührungspunkte  auf  einer 
Curve  vierter  Ordnung  liegen.  Wie  die  Gleichung  dieser  Curve  gebildet 
werden  kann,  giebt  folgender  Lehrsatz  an: 

17.  Wenn  v  eine  gegebene  homogene  Function  dritten  Grades  der  drei 
Variabein  x^^  x^.,  ^3,  also 

L  v=^ 

die  Gleichung  einer  gegebenen  Curve  dritter  Ordnung  und 

IL  a^  Xi  -f-  ^2  ^2  +  ^3  %  =  0 

die  Gleichung  einer  gegebenen  geraden  Linie  ist,  und  wenn  man  durch 
w  die  Determinante  der  Function  v,  gebildet  aus  den  zweiten  partiellen 
Differentialquotienten  dieser  Function,  bezeichnet,  so  ist 


/  dV     dW  dV      ^U)\_,  /  dV      dw  dv     dw\ 

^\dX^    dX^  a^3    dx^)"^      '^\dX^    dX^  dX^    dX^J 

,  /  dv      dtV  dv      dw  \  ^ 

+       ^q      ( =        U 

*     "^ydx^  dx^        dx.^  dx^j 


die  Gleichung  der  Curve  vierter  Ordnung ,  welche  durch  die  Berührungs- 
punkte der  von  den  Schnittpunkten  der  gegebenen  geraden  Linie  und  der 
Curve  dritter  Ordnung  an  die  letztere  gezogenen  Tangenten  hindurchgeht. 

Hieraus  folgt,  wenn  man  den  Theil  links  der  Gleichung  (Hl)  der 
Kürze  wegen  durch  r,  und  durch  &i,  63?  ^3  unbestimmte  Coefficienten 
bezeichnet,  dass: 

IV.  V  (&i  X^  -[-  &2  ^^2  +   &3  ^3)   +  ^  =   0 

der  allgemeine  Ausdruck  für  die  Curven  vierter  Ordnung  sein  wird, 
welche  durch  die  erwähnten  zwölf  Berührungspunkte  hindurchgehen;  man 
wird  die  Coefficienten  J^,  &2?  ^3  i^  dieser  Gleichung  achtmal  so  bestimmen 
können,  dass  der  Theil  links  der  Gleichung  in  vier  lineare  Factoren  zerfällt. 
Ich  werde  nun  zeigen,  wie  der  zuletzt  aufgestellte  Lehrsatz  sich 
auf  Curven  >^ter  Ordnung  ausdehnen  lässt,  und  in  welchem  Zusammen- 
hange diese  Ausdehnung  des  Satzes  mit  dem  Problem  der  Doppeltang enten 
der  Curven  steht. 
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Es  sei  V  =  0  die  zwischen  den  Variabein  x^,  x^^  x^  homogene 
Gleichung  einer  beliebigen  gegebenen  Curve  ni^v  Ordnung;  v^^  v^^  v^ 
seien  die  partiellen  Differentialquotienten  der  Function  ^;,  nach  den  Variabein 
genommen,  und  X^,  Xg,  Xg  die  Coordinaten  eines  beliebig  gegebenen 
Punktes  P  ausserhalb  der  Curve.  Die  n{n — 1)  Berührungspunkte  der 
vom  Punkte  P  an  die  Curve  gezogenen  Tangenten  werden  bekanntlich 
durch  den  Schnitt  der  beiden  Curven 

IV  a.  V  =  Q     und     v^  X^  -^  ^2  ^2  +  ^3  -^3  =  0 

bestimmt.  Rückt  der  Punkt  P  in  die  Curve  t;  =  0,  so  fallen  mit  ihm 
zwei  Berührungspunkte  zusammen  und  es  lassen  sich  von  diesem  Punkte 
nur  noch  n{n — 1)  —  2  Tangenten  an  die  Curve  ziehen,  wenn  man  die 
Tangenten  in  dem  Punkte  P  selbst  ausschliesst.  Um  die  Curve  zu  finden, 
in  welcher  die  Berührungspunkte  sämmtlicher  n^{n — 1)  Tangenten  liegen, 
welche  von  den  Schnittpunkten  einer  durch  die  Gleichung: 

V.  ai Xi  -f-  ^h X2  -\-  a^x^  =  0 

gegebenen  geraden  Linie  und  der  gegebenen  Curve  ^  =  0  an  die  letztere 
gezogen  werden  können,  bezeichne  ich  die  Function,  in  welche  v  über- 
geht, wenn  man  X^,  Xg,  X3  statt  x^^  x^^  x^  setzt,  durch  F,  und  durch  (V) 
den  Ausdruck,  in  welchen  V  durch  die  Substitution  von 

VI.     Xi  =  v^  üs  —  Vs  02,      X2  =  Vsa^  —  v^  ag,      X3  =  v^  a^  —  v^  a^ 

übergeht.  Die  n^{n  —  1)  Berührungspunkte  stellen  sich  dann  als  die 
Schnittpunkte  der  beiden  Curven 

VII.  v={)     und     (V)  =  0 

dar,  von  denen  die  erstere  vom  ^ten,  die  andere  vom  n(n  —  l)ten  Grade  ist. 
Von  diesen  r^(n  —  1)  Schnittpunkten  fallen  aber  mit  jedem  Schnittpunkte 
der  geraden  Linie  (V)  und  der  Curve  t?  =  0  zwei  zusammen,  so  dass 
2  n  Schnittpunkte  als  auf  einer  Curve  zweiter  Ordnung  liegend ,  deren 
Gleichung  (a^ x^  -\-  a^_^X2-\-  a^ x^^  =  0  ist,  zu  betrachten  sind.  Nun  weiss 
man,  dass,  wenn  von  den  n(p  -\-  q)  Schnittpunkten  zweier  Curven  vom 
wten  und  {p  -\-  g)ten  Grade  nq  Punkte  auf  einer  Curve  gten  Grades  liegen, 
die  übrigen  np  Punkte  auf  einer  Curve  ^ten  Grades  liegen  müssen. 
In  dem  vorliegenden  Falle  werden  also  die  n^{n — 1)  —  2n  Schnittpunkte 
der  Curven  (VII),    welche    nicht    auf   der    geraden   Linie  (V)    liegen,    auf 
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einer  Curve  [n{n — 1)  —  2]ter  Ordnung  liegen;  woraus  der  Schiuss  zu 
ziehen  ist,  dass  (V)  von  der  Form 

e^y—  1.2....n 

sein  wird,  wo  I\  und  ^^  homogene  Functionen  der  Variabein,  respective 
von  den  Graden  n(n  —  2)  und  n(n — 1)  — 2,  bedeuten.  Hiernach  stellen 
sich  die  n^(n — 1)  —  2n  Berührungspunkte,  welche  nicht  in  der  geraden 
Linie  (V)  liegen,  als  die  SchmttpunJcte  der  beiden  Curven 

IX.  ^  =  0     und     Q,^  =  0 

dar. 

Die  Richtigkeit  dieses  geometrisch  abgeleiteten  Resultats  werde  ich 
auch  auf  rein  analytischem  Wege  nachweisen;  bei  welcher  Gelegenheit 
sich  zugleich  die  Bildungsweise  der  Functionen  P^  und  Q,,  herausstellen 
wird.     Zu  diesem  Ende  bezeichne  ich  durch  [v]  die  Function,  in  welche 

V   übergeht,    wenn   man  x^ -\- l  X^,   (Tg  +  ^Xg,    Xq-\-IX^   statt   x^,  x^^  % 

n                   '^                   0 
setzt.     Setzt  man  nun  X, \-  X, -4-  X, rz=  a    so  erhält  man 

1%  Qw— 1  In 

X.  M  =  (t;)  +  A(3t;)+^(3'^t;)  +  --+^_^  ___^^_^y(3»-'t;)  +  ^-^— (3"^). 

In  dieser  Gleichung  betrachte  ich  Xi,  Xg,  X3  als  Functionen  von 
^1?  ^2?  %?  welche  durch  die  Gleichungen  (VI)  gegeben  sind.  Unter  dieser 
Annahme  sind  die  Glieder  der  Reihe  rechts  von  dem  Gleichheitszeichen 
homogene  Functionen  von  den  Graden: 

0,  1,  2,  3,  n  in  Beziehung  auf  «i,  a^^  r/3, 

1,2,  3,  4,  >^  -f- 1      in  Beziehung  auf  die  Coefficienten  in  ^, 

>^,  2^—2,  3^  —  4,  4^—6, n(n~-l)  in  Beziehung  auf  x^,  x^^  x^. 

Man  sieht  leicht,  dass  das  letzte  Glied  der  Reihe  gleich  ist  r^ (V). 
Es  bleibt  also,  wenn  man  der  Kürze  wegen  a^ x^  -\-  a^x^-^-  a^x^  =  a  setzt, 
zu  beweisen  übrig,  dass  das  letzte  Glied  der  Reihe  von  der  Form 

{^''v)  =  P,,,v  —  Q^,a^ 

sei.  Von  derselben  Form  sind  aber  auch  alle  übrigen  Glieder  der  Reihe, 
so  dass 

Hesse's  Werke.  ^*^ 
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X[.  {d^v)  =  P^.v-Q^.a' 

ist,  wo  P^  und  ^^    homogene  Functionen   bedeuten,   respective   von   den 
Graden : 

(,i         und  u  —  2  in  Beziehung  auf  «i,  a^^  a^^ 

a         und  LI  -j-  1  in  Beziehung  auf  die  Coefficienten  in  v^ 

^u(n  —  2)  und  (^u-\-l)  (n  —  2)  in  Beziehung  auf  o^i,  a?2,  x^, 

Dass  die  beiden  ersten  Glieder  der  Reihe  diese  Form  haben,  ist 
einleuchtend.  Denn  setzt  man  (v)  =  P.v  —  Q ,a^  und  (dv)  =  P^,v  —  Qi»(i^, 
so  erhält  man,  weil  (dv)  identisch  =  0  ist, 

xii.  P  =  1,      Q  =  o,     Pi  =  0,      öl  =  0. 

Ich  werde  nun  zeigen,  wie  sich  jedes  Glied  der  Reihe  durch  die  beiden 
vorhergehenden  Glieder  ausdrücken  lässt.     Zu  diesem  Ende  setze  ich: 

V    -V"    ^Xj       ,       -^    dX^  ^    dX^  rr  V    ^Xj      ,      -TT-    dX^  T/    clX^ 

^2  —  -^1"^^:::^ — T  -^2^^^^ — 1   ^3^rr~^     -^2  =  ^1  oT,^ — r  J^2^;,Tr~r  -^3 


XIII. 


Ferner  gebe  ich  den  aus  den  zweiten  partiellen  Differentialquotienten 
^1,15  ^2,2?  ^3,3?  ^2,3?  ^3,15  ^1,2  ^cr  Fuuction  v  zusammengesetzten  Ausdrücken 
der  Kürze  wegen  folgende  Bezeichnungen: 


XIV. 


^=   1^1,1  (^l  +  T^2,2  4  +  ^3,3^^3  +  2  F2,3r/2«3  +  2  F3^i  %  %  +  2  71,2^1^2. 

Alsdann    stellen    sich    die    Grössen    F,    wenn    man    die    Werthe    von 

A.J,  X2,  X3    und  — ^-^,  ^,  ....  einsetzt,  nach  den  nöthigen  Reductionen 

dx^  d  X^ 

wie  folgt  dar: 


M,l  ''^='^2,2^3,3           '^2,3? 

''^2,3  "^^  '^1,2^1,3           '^1,1  ^2,3  5 

^^^2,2  '^3,3^1,1           ^3,15 

^2,1  "^^  '^2,3  '^2,1           '^2,2  '^3,1  ? 

'^^3,3 ^1,1 '^2,2           '^1,2? 

''^^1,  2  """^  "^3, 1  ^3, 2           '^3, 3  ^'1,2  ? 

^  =  ^1,1^2,2^3,3+2 

^1,2 

^1, 3  ^2, 3           ^1,1  ^2, 3           '^2, 2  ^3, 1 

~  ^3,3 '^1,2? 
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^         n  —  l   P 
woraus  sich,  wenn  man  erwägt,  dass 


dj 
dJ 


X2^( 


x^/l\ 


dX^    ""      da^        dX^ 


da. 


dJ    dX^       dJ 
da^      dx,     '    da^ 


3X, 


+ 
+ 
+ 


dJ     dX^ 

da^     dx^ 

dJ_    dX^ 


dx^ 

Mb. 


=  0, 
-0, 

=:    0 


dx,  ..2 

ist,     durch    Substitution     in    (XIII)     folgende    Werthe     der    Grössen    Z 
ergeben ; 


XVI. 


Z,  =  —  //X^, 


JX, 


z. 


^x. 


Jedes  Glied  der  Reihe  \y\  ist  eine  homogene  Function  der  Variabein 
^1?  ^2  5  %)  uiid  zugleich  eine  homogene  Function  der  Grössen  X^,  Xg,  Xg, 
welche  wiederum  homogene  Functionen  der  Variabein  x^^  5^2,  x^,  sind. 
Ich  werde  nun  die  Differentiation  nach  den  Variabein  x^^  x^^  x^  mit  d 
bezeichnen,  wenn  sowohl  die  Grössen  x^  als  die  Grössen  X,  als  variabel 
betrachtet  werden:  dagegen  mit  a,  wenn  nur  die  einen  als  variabel,  die 
anderen  als  constant  betrachtet  werden.     Mit  dieser  Bezeichnung  ist: 


|a(a-^^)    ax, 

\  aZj    *  dx^ 

^  __  d{2^v)  _  /a(a^^)    ax, 

x^  dx^  \   aXj        dx^ 


d{d^v)  d{d^v) 

a^i  dx^ 


+ 


a(a^v)    aXg    ,    a(a^^)    ax 


ax. 


dx^ 


a(a' 

dX^ 


d{df^v)    aXg 
~dX, 


d{d^v)        \d{d^v)     dX, 


dXo 


•3  ^.vuy^ 

Es  ist  aber 

a(a^-i^) 


\  ax, 


dXo 


a(a^^) 
aXj 


u 


dX. 


ax. 


+    ax, 


d(df'-^v) 


dx^ 

ax, 
dx^ 


+ 
+ 


dX, 


M 

dXo 


:!' 


]■ 


a^To 


"äxr 


a(a^-i^) 
a-To 


mit  Hülfe  welcher  Gleichungen  sich  das  vorige  System  also  darstellt: 


22=* 
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a(a^  ^  d^^^v)  _  ^  fa(a-^-i^)  ^  ^Zi_       a(9^-^^)    dX^        djdf'-^v)    dXA 
dx^  dx^  '    \     dx^         dx^  "'        dx^         dx^     '        dx^         ^^J' 

1     aa^i        a^2     '       dx^      '  dx^     '        dx^      '  dx^y 
djdf'v)  ^  d(d^v)  _  ^^  {d{d^-^v)  _  dX^       d(d'^-'v)    ax,        a(a^-iz;)    aZg 
a^3  (^^3         '    I     aa;^        a^3     '       dx^        dx^    '       a^g        dx^ 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  Xj,  Xg,  Xg, 
addirt  die  Producte  und  erwägt,  dass 

^        ^         a^i       ^    '      a^2  ^^3 

ist,  so  erhält  man,  mit  Rücksicht  auf  (XIII), 

et  X-t  (Jo  Xn  et  Xo 

-  a  l":^'-:^  Y,  +  «--^  7,  + 1^"-^  Tal- 

Setzt    man    in    diese    Gleichung    diejenigen    Werthe    von    — ^ ~, 

— .— ,  — ,   welche   sich   aus   dem    vorhergehenden   Systeme   von 

Gleichungen    ergeben,    wenn   man   in    demselben   u  —  1    statt  ^u   setzt,    so 
geht  dieselbe,  mit  Rücksicht  auf  (XIII)  und  (XVI),  in 

jdjdf'-^v)  d{dt^-H)  di^^v)  „I 

^  ^'  ^     \      dx^  ^^       dx^  ^~       dx^  ^j 

über.     Da  aber 

3 (3/^-1 1>)  __   ,  3(a.«-2t;)  3(3.«-'«)  ..3(3''-2v) 

3X,     -  ^'" ~  ^^  ~^— '      ~Tx;~  ~  ^'" ~  ^  ^a^^' 

d{di^-^v)  __  3(3/*-2») 

3X3       —  ^'"""•^^^3a;3      ' 
3(3^-^«)    ^     ,     3(3''-^»)    y     ,     3(3.«-!..)  iW0,«-i,A 

ist,  so  ergiebt  sich: 
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'    \      dx^  ^    '         dx^  ^    '         dx^  ^j 

—  u{,u—l)J(d^-'v); 

woraus  endlicli  folgt,  wenn  man  die  Werthe  von   Y  substituirt: 

VYJT  n — 1      ^     \      dXj^  aa,  "•         Sajg  S^a  «^ajg  aagj 

Dieses  ist  die  gesuchte  Gleichung,  welche  jedes  Glied  der  Reihe  [v] 
durch  die  beiden  vorhergehenden  ausdrückt.  Es  lässt  sich  aus  ihr  sogleich 
die  Form  des  Ausdrucks  (d^'^^v)  erkennen,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 

dj    ,  az/    ,  dj  2 

^      a^i     '      ^     da^     '      '^     aag  n  —  1 

ist.     Wenn   nämlich  die  Ausdrücke  (d^v)  und  (d^~'^v)  von   der  Form  (XI) 
sind,  so  muss  auch  (d^'^^v)  diese  Form  haben.     Denn  setzt  man 

(3^v)  =  P^v.-Q^a'     und     {3f^-^v)  =  P^_,v  —  Q^_,a% 

so  erhält  man  aus  (XVII) 

XVIII.  (d^+'v)  =  P^+i .  V  -  Q^^, .  a^ 

wo  die  Werthe  von  P^^j  und  ^^^1  folgende  sind: 

n — l      ^     V    dx^        3aj    ""     «iiCg         9^2  (^iCg         9a3/ 

^(w— ,u+l)      ^     p 

n — 1      ^      V    dxj^         3«!  (^aig         da^  ~^     dxg        da^/ 


XIX. 
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Setzt    man   in    diesen  Gleichungen  für  fi    nach    einander   die  Zahlen 
1,  2,   3,  so  erhält  man,  mit  Berücksichtigung  von  (XII), 


XX. 


1 


p  n      [dJ  Y  _L  <^^   T  _i_  Ä^  IT  \ 

^   1         /  dw    y.  _.     dw    ^     y^  dw    ^\ 

^^  —  ^^T  Ua;?  -^^  "^  dxl  -^2  "^  d^^  ^^ 

+  ^  ^^^  ^^^^  +  ^  "^^^^  ^^^^  +  ^  'd^x,  ^'^') 

72.  a      /  dJ    1^\Aj£.     ^^     I     dJ     dJ\ 
(n  —  iy  \dx^      da^     '     dx^     da^     '    dx^     a^g /' 


d^w 


2  -^-X,X3  +  2  -^?-X3X,  +  2  -/^-X,X,) 
'        dx^dx^      ^     ^    '         c^ojgd^i  '        dx^dx^  J 

a        f  dw      dJ         diu      dJ     .     dw      dJ\    ,    3(^  —  2) 

(n— 1)^  V  ^^1     aa^  ~^  dx^     da^  "*     t^ajg     da^/~^  (n  —  1)^ 

Die  angegebenen  Werthe  von  P2  und  Q2  sind  wichtig  bei  der  Be- 
stimmung der  Wendepunkte  einer  Curve  wter  Ordnung.  Denn  lässt  man 
Xij  X2J  Xq  die  Coordinaten  eines  Wendepunktes  der  Curve  ^  =  0  bedeuten, 
so  müssen  die  drei  ersten  Glieder  der  Reihe  [v]  für  alle  Werthe  von  a^^ 
0^2?  c(s  verschwinden.  Da  aber  das  zweite  Glied  von  selbst  verschwindet, 
so  bleiben  zur  Bestimmung  der  Wendepunkte  die  beiden  Gleichungen: 

{v)=  0,         {d'v)=  0 

übrig,  welche  für  alle  Werthe  von  a^ ,  ö^g ,  %  erfüllt  werden  sollen.    Da  nun 
(d^v)  =  P2V  —  ^2^^  ist,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Wendepunkte: 

^=0,  (n—lfQ2  =  w=  0; 

welche    Gleichungen   ich    in    Bd.    28    des    Crelle'schen    Journals    S.   104 
Lehrsatz  9  ^)  aufgestellt  habe. 

Auf  der  Zurückführung  des  Ausdrucks  (^^v),  in  dem  Falle  ^=3, 
auf  die  Form  (d^v)  =  P^v — Q^a^j  wo  P3  und  ^3  die  angegebenen  Werthe 


1)  [Seite  131  dieser  Ausorabe]. 
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haben,  beruht  der  Beweis  des  Lehrsatzes  17.  Denn  setzt  man  in  den 
Ausdruck  ^3  die  Werthe  von  Xj,  Xa,  X^  aus  (VI),  so  geht  derselbe  in 
den  Theil  links  der  Gleichung  (III)  über. 

Auf  eben  dieser  Zurückführ ung,  in  dem  Falle  /^  =  4,  beruht  der 
Beweis  des  folgenden  Lehrsatzes: 

Wenn  eine  Gurve  vierter  Ordnung  v  =  0  und  eine  gerade  Linie  a  =  0 
gegeben  sind,  so  giebt  es  32  Tangenten  der  Gurve,  welche  von  der  Gurve 
in  zwei  Punkten  geschnitten  werden,  die  harmonisch  sind  zu  dem  Berührungs- 
punkte und  dem  Schnittpunkte  der  Tangente  mit  der  gegebenen  geraden  Linie. 
Die  Berührungspunkte  der  32  Tangenten  werden  durch  die  beiden  Gleichungen 

da    (   dv        dw  dv        dw  \     ,       da    [  dv        dw  dv        dw  \ 


T       da    f   dv        dw  dv        dw  \     ,       da    (  dv 

^  =  0   und  -7z~\-^^'^ "^— •^^r~)  +  ^s^U— 

dx^    \dx^       dx^  dx^       dx^J      '      dx^   ^dx^ 

(dv        dw  dv        dw  \ 

dx^       dx^  dx^       dx^  / 


j        -^2        ""^S  *"^3        '"^2'  ^•*'2     "^3        ^"^1  ^1        ^^3 


bestimmt;  wo  w  die  Determinante  der  Function  v  bedeutet. 

Die  Reihe  [v']  ist  eine  homogene  Function  der  Grössen  x^  -\-  IX^, 
^^2  +  ^X2  und  x^  -\-  IX^.  Betrachtet  man  diese  drei  Grössen  als  die 
Coordinaten  eines  Punktes,  so  wird  dieser  Punkt  auf  einer  und  der- 
selben geraden  Linie  liegen,  wie  man  auch  die  Grösse  l  sich  verändern 
lasse.  Diese  gerade  Linie  wird  zur  Tangente  der  Gurve  ^  ==  0  in  dem 
Punkte  XiX2Xg,  wenn  dieser  Punkt  in  die  Gurve  selbst  hineinrückt,  also 
das  erste  Glied  der  Reihe  verschwindet.  Denn  das  zweite  Glied  ver- 
schwindet, wie  oben  bemerkt,  von  selbst,  da  X^,  Xg,  X3  die  Bedeutung 
(VI)  haben.  Unter  dieser  Voraussetzung  wird  nun  die  Tangente  eine 
Doppeltangente,  wenn  die  Gleichung  [v]  =  0  ausser  ihren  beiden  gleichen 
Wurzeln  X  =  0  noch  zwei  andere  gleiche  Wurzeln  hat;  und  die  Be- 
diiigungsgleichung,  w^elche  zu  erfüllen  ist,  damit  dieses  zutreffe,  wird  die 
Gurve  darstellen,  welche  die  gegebene  Gurve  v  =  0  in  solchen  Punkten 
schneidet,  in  w^elchen  die  Tangenten  zugleich  Doppeltangenten  der  ge- 
gebenen Gurve  sind.  Um  diese  Bedingungsgleichung  aufzustellen,  lasse 
ich  aus  der  Gleichung  [v]  =  0  die  beiden  ersten  verschwindenden  Glieder 
weg  und  dividire  mit  aI     Dies  giebt: 

{3'v)  (dH)  (d*v)  (d-v) 

-Y,Y  +  ^  ■  "riTF  +  ^  ■  t:2:3:t  + ^  ^    ■  ttitt:^  =  ^- 
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Da  aber  (d^v)  ==  Ff^^.v — ^^.a^  ist,  so  nimmt  diese  Gleichung,  wenn 
man  der  Kürze  wegen 

XXI.    [M]  =  ^  +  A.-^_  +  A^.^^_  +  ....  +  .-.-^«-- 

setzt,  wegen  ^  =  0,  die  einfachere  Gestalt: 

XXIL  [[v]]  =  0 

an.     Damit  die  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln   habe,    muss   man  durch 
denselben  Werth  von  l   folgenden   beiden  Gleichungen    genügen  können: 


Xn-2)Q^   ^  {n-3)Q^   .^ 2  .  Qn-2         y-4  |  Qn-i  y-^^O 


XXIII. 


1.2       '     1.2.3         '  1.2. ...(n-2)  '    1.2....(w-l) 


1.2.3     '    1.2.3.4        '  1.2. ...(n-1)  '         1.2. ...n 

Eliminirt  man  l  aus  diesen  beiden  Gleichungen,  so  erhält  man  die 
gesuchte  Bedingungsgleichung 

XXIV.  B=0, 

welche,  da  sie  die  unbestimmten  Grössen  aj,  0^2,  a^  enthält,  ein  ganzes 
System  von  Curven  von  der  (n-\-4:){n  —  2)  (n  —  3)ten  Ordnung  darstellt, 
welche  sämmtlich  durch  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten  hin- 
durchgehen.    Denn   man   sieht,   dass    die  Function  B   homogen  ist, 

vom  Grade  (n — 2)  (n  —  3)  in  Beziehung  auf  die  Grössen  %,  ^2,  ^3, 
vom  Grade  {n  +  4)  (w  —  3)  in  Beziehung  auf  die  Coefficienten  in  v  und 
vom  Grade  (n-{-4:)  (n  —  2)  (n — 3)  in  Beziehung  auf  die  Variabein  Xi,  Xo,  x^. 

Wenn  man  in  (XXIII)  {^'^v),  (3^^),  ....  statt  Q2,  ^3,  ....  setzt,  so 
ist  das  Resultat  der  Elimination  von  l  aus  den  beiden  Gleichungen  eine 
homogene  Gleichung  von  den  Graden  (n  -{-  2)  (n  —  3),  (n-\-  4)  (n  —  3), 
(n^-\-2n  —  A)  (n  —  3)  in  Beziehung  auf  die  Grössen  a^,  «2,  ^3,  die  Coef- 
ficienten in  V  und  die  Variabein  ^1,  ^^2,  x^;  und  diese  Gleichung  stellt, 
wie  die  vorhergehende,  eine  Curve  dar,  welche  durch  die  Berührungs- 
punkte der  Doppeltangenten  hindurchgeht.  Es  ist  dieses  dieselbe  Gleichung, 
welche  Herr  Cayley  (Bd.  34  des  Crelle'schen  Journals  S.  37)  durch 
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bezeichnet  hat.  Der  Grad  derselben  lässt  sich  mit  Hülfe  der  gegebenen 
Gleichung  v=  0  der  Curve  um  A{n  —  3)  Einheiten  verringern.  Denn  da, 
wie  aus  dem  Vorhergehenden  ersichtlich, 

ist,  wo  T  eine  homogene  Function  von  den  Graden 

(n  -f  2)  (^  —  3),     {n-\-4:){n  —  S)  —  l,     (^^  +  2  w—  4)  (w  —  3)  -  n 

in  Beziehung  auf  die  Grössen  a^,  ^2,  üs,  die  Coefficienten  in  v  und  die 
Variabein  Xi,  x^^  %  bezeichnet,  so  reducirt  sich  die  Gleichung,  mit  Zu- 
ziehung der  Gleichung  ^  =  0,  auf  die  Gleichung  (XXIV). 

Es  bleibt  noch  übrig,  auf  ähnliche  Weise  den  Grad  der  letztern 
Gleichung  jR  =  0  um  {n — 2)  (/^  —  3)  Einheiten  zu  verringern,  um  das 
Problem  der  Doppeltangenten  vollständig  zu  lösen;  was  mir  aber  nicht 
hat  gelingen  wollen;  selbst  nicht  in  dem  einfachsten  Falle,  wenn  die 
gegebene  Curve  vom  vierten  Grade  ist.  In  diesem  Falle  nimmt,  wenn 
man  in  (XX)  w  =  4  setzt,  die  Gleichung  (XXIV)  die  einfache  Gestalt 

XXV.  3.02.04  —  03.03=0 

an,  deren  Grad  mit  Hülfe  der  gegebenen  Gleichung  v  •=  ^  noch  um  zwei 
Einheiten  zu  verringern  bleibt. 

Nach  diesen  Bemerkungen  über  die  Doppeltangenten  der  Curven,  zu 
welchen  der  Lehrsatz  17  Veranlassung  gab,  kehre  ich  zu  dem  Systeme 
von  Gleichungen  (1)  zurück,  von  welchen  die  vorliegende  Untersuchung 
der  Curven  dritter  Ordnung  ausging. 


Aus  dem  Systeme  von  Gleichungen  (1)  in  No.  2    lassen   sich  andere 
Gleichungen  von  analytischem  Interesse  ableiten.    Setzt  man  zu  diesem  Ende 

^2,2  ^3,3  %,3  ^^^^  ^1,1  •) 

%,3'^1,1  %,1  ^^  ^2,2  7 

2      

^1,1  ^2,2  "^1,2  ^3,3? 

und  bestimmt  die  Verhältnisse  der  Coordinaten  Xi,  Xg,  Xg  des  Punktes  P 
aus  je  zwei  Gleichungen  (1),  so  erhält  man 

Ai :  Xg :  Xg  =  ö^j  1 :  dx^»  %^g  =  <^2,i  •  ^2,2  ^  ^2,3  ^^^  ^3,1  •  ^3,2  ^  %,3  j 

Hesse's  Werke.  23 


^1,2^1,3  ~ 

—  2^2  2  W2^g            ^2,3  ^3,2? 

^2,3  ^2,1  ~" 

—  ^2,2  ^3,1  "^^  ^3,1  "^^  ^i,37 

^3, 1  '"^3, 2  " 

-%3Wl,2  %,2  =  ^2,1  J 
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woraus  sich,  wenn  man  durch  q  einen  unbestimmten  Factor  bezeichnet, 
die  Gleichungen 

2  i     ^1  -^1  =  (^<^1,15  ^2-^2  =(>  0^2,2  5  ^3^3   =  (^^f3,S^ 

[     X2  Xg  =  p  «2^3,  X^Xi  ==  ()  (73  1  ,  Xj  X2  ==  (>  ^1  2 

ableiten  lassen.  Da  sich  in  den  Gleichungen  (1)  die  Coordinaten  Xi,  x^^  x^ 
des  Punktes  p  mit  den  Coordinaten  X^,  X2,  X^  des  Punktes  P  ver- 
tauschen lassen,  so  ist  dieses  auch  in  den  von  ihnen  abgeleiteten 
Gleichungen  (2)  gestattet.  Bezeichnet  man  nun  durch  Ä  die  Ausdrücke, 
in  welche  die  homogenen  Functionen  zweiten  Grades  a  in  dem  Theile 
rechts  der  Gleichungen  (2)  übergehen,  wenn  man  Xj,  X2,  X3  statt  x^,  x^^  x^ 
setzt,  und  lässt  (>'  einen  unbestimmten  Factor  bedeuten,  so  folgt  aus  den 
Gleichungen  (2)  durch  jene  Vertauschung: 

•^1*^1  ^^^  ^  -^1,1?       X2X2  =  (>  -^2,2?       %%  ^^^^  9  -^3,3? 

X2X'g=   ^    ^2,35  X^Xi  =  ()    ^3^15  X1X2  =^-   (>    ^1,2- 

Dieses  System  von  Gleichungen  steht  mit  dem  Systeme  von 
Gleichungen  (2)  in  einer  merkwürdigen  Verbindung.  Betrachtet  man 
nämlich  die  in  den  Theilen  rechts  der  Gleichungen  (2)  linear  vorkom- 
menden sechs  Producte  Xi  x^  x^  x^-,  x^  x^^  x^  x^,  x^  x^^  x^  x^  als  Unbekannte 
und  löst  das  System  von  Gleichungen  nach  diesen  Unbekannten  auf,  so 
erhält  man  das  System  von  Gleichungen  (3),  mit  denselben  Coefficienten 
der  Producte  X^  X^,  X2  X2,  X3  X3,  X2  X3,  X3  X^,  X^  X2,    mit   welchen   in 

(2)    die    Producte  x^x^^  ^2^2? ^1^2    multiplicirt    sind,    abgesehen 

von  einem  gemeinschaftlichen  Factor. 

Jeden  sechs  Punkten  P  der  Gurve  dritter  Ordnung  (p  =  0,  durch  welche 
sich  ein  Kegelschnitt  legen  lässt,  entsprechen  sechs  Punkte  p,  welche  auf  der 
Gurve  und  zugleich  auf  einem  andern  Kegelschnitt  liegen.  Denn  wenn  die 
Gleichung  des  ersten  Kegelschnitts 

A  ^1,1  ^1  -^1  +  ^2,2  -^2  ^2  +  ^3,3  ^3  ^3  +  2  ^2  3  X2  X3  -f-  2  Cfg  1  X3  Xi 

+  2ai^2-X:iX2  =  0 

ist,  so  erhellt  aus  den  Gleichungen  (2),  dass  die  Gleichung  des  zweiten 
Kegelschnitts 

5.  ^1,1<^1,1    +  ^2,2^^^2,2  +  ^8,3  %,3  +   ^  ^o  3  <^^2,3  +   2^3,1^,1   +   2.6^1,2^,2  =   0 
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sein  wird.  Geht  der  erste  Kegelschnitt  in  ein  Linienpaar  A,  B  über, 
dessen  Gleichung 

6.  {a,  X,  +  a,X,  +  a,X,)  {ß,  X,  +  ß,X,-{-  ß,X,)  =  0 

ist,  so  ist  die  Gleichung  des  zweiten  Kegelschnitts 

+  («l/?2  +  ^2/5l)^l,2=   0. 

Lässt  man  die  zweite  Linie  B  des  Linienpaares  sich  der  ersten  Ä  so 
lange  nähern,  bis  sie  mit  ihr  zusammenfällt,  so  geht  die  Gleichung  (6)  in 

8.  (^1X1  +  ^2X2  +  ^3X3)^=0 

über,  während  die  Gleichung  des  zweiten  Kegelschnitts  die  Form 

9.  «iCfi^i^i  +  cf2 0^2^2,2  +  «3«3%,3  +  2  cf2Cf3a2,3  +  2  a^a^ü^^i  +  2  «ia2<^i,2  ==  0 

annimmt.  Dieses  ist  aber  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  welcher  die 
Curve  dritter  Ordnung  in  drei  verschiedenen  Punkten  berührt.  Denn  da 
die  Schnittpunkte  P  der  Curve  dritter  Ordnung  und  des  Linienpaares  (8) 
paarweise  zusammenfallen,  so  werden  auch  die  ihnen  entsprechenden 
Schnittpunkte  p  des  Kegelschnitts  (9)  und  der  Curve  paarweise  zusammen- 
fallen, oder,  was  dasselbe  ist,  der  Kegelschnitt  wird  die  Curve  in  drei 
verschiedenen  Punkten  berühren. 

Betrachtet  man  in  der  Gleichung  (9)  die  Constanten  a,,  «2,  a^  als 
variabel,  so  drückt  die  genannte  Gleichung  ein  ganzes  System  von  Kegel- 
schnitten aus,  deren  jeder  die  Curve  in  drei  verschiedenen  Punkten  be- 
rührt. Es  entsprechen  also  jeden  drei  Punkten  P  der  Curve  dritter  Ordnung, 
welche  in  einer  geraden  Linie  liegen,  drei  Punkte  p,  in  welchen  ein  Kegel- 
schnitt die  Curve  berührt.  Dieses  sind  jedoch  nicht  alle  Kegelschnitte 
von  der  genannten  Eigenschaft.  Denn  da  in  die  Gleichung  (9)  die 
Coefficienten  aus  einer  der  drei  Functionen  f  eingehen,  so  wird  jeder 
dieser  Functionen  ein  System  solcher  Kegelschnitte  entsprechen.  Die 
Gleichung  (9)  umfasst  also  drei  verschiedene,  den  Functionen  f  ent- 
sprechende Gleichungen;  und  diese  letztern  sind  die  allgemeinen  analy- 
tischen Ausdrücke  für  die  drei  Systeme  von  Kegelschnitten,  welche  die 
Curve  in  drei  verschiedenen  Punkten  berühren.  Es  entsprechen  also  jeden 
drei  Punkten  P  der  Curve  dritter  Ordnung^    welche  in  einer  geraden  Linie 

23* 
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liegen^  drei  Systeme  von  drei  Punkten  p^  welche  die  Berührungspunkte  dreier 
Kegelschnitte  und  der  Gurve  sind.  Da  die  drei  Punkte  P  und  die  neun 
Punkte  p  als  die  Berührungspunkte  der  zwölf  Tangenten  angesehen 
werden  können,  welche  von  drei  leicht  zu  bestimmenden,  auf  der  Curve 
und  einer  geraden  Linie  gelegenen  Punkten  an  die  Curve  gezogen 
werden,  so  liegen  von  diesen  zwölf  Punkten  sechzehnmal  drei  Punkte  in 
einer  geraden  Linie,  und  von  den  neun  Punkten  p  sechsmal  drei  Punkte 
in  einer  geraden  Linie. 

Dass  die  erwähnten  drei  Systeme  von  Kegelschnitten  (9)  alle  Kegel- 
schnitte umfassen,  welche  die  gegebene  Curve  in  drei  verschiedenen 
Punkten  berühren,  lässt  sich  durch  folgende  Betrachtung  nachweisen. 
Es  seien  p^^  p^^  p^  die  Berührungspunkte  eines  Kegelschnitts  und  der 
Curve.  Die  drei  Tangenten  n^^  n^^  n^  in  diesen  Punkten  lassen  sich  als 
eine  Curve  dritter  Ordnung  betrachten.  Da  dieselben  aber  die  gegebene 
Curve  in  neun  Punkten  schneiden,  von  welchen  sechs  in  einem  Kegel- 
schnitte liegen,  so  müssen  die  drei  andern  in  einer  geraden  Linie  liegen. 
Demnach  erhält  man,  wenn  die  beiden  Berührungspunkte  p^  und  p^  auf 
der  Curve  beliebig  gegeben  sind,  den  dritten  ^3,  wenn  man  die  Tangenten 
Tii,  TTg  construirt  (welche  die  Curve  in  den  Punkten  q^  und  q^  schneiden 
mögen),  hierauf  die  gerade  Linie  q^  qo  zieht,  welche  der  Curve  in  dem 
Punkte  q^  begegnet  und  von  diesem  Punkte  q^  an  die  Curve  eine  Tangente 
zieht.  Der  Berührungspunkt  p^  wird  dann  der  gesuchte  Punkt  sein. 
Nun  lassen  sich  aber  von  dem  Punkte  q^  der  Curve  vier  Tangenten  an 
die  Curve  ziehen,  von  denen  eine  die  Curve  in  dem  Schnittpunkte  der 
geraden  Linie  p^^  po  und  der  Curve  berührt.  Dieser  Punkt  muss  aber 
verworfen  werden,  weil  unter  dem  Kegelschnitte,  welcher  die  Curve  in 
den  Punkten  berührt,  die  in  einer  geraden  Linie  liegen,  nur  ein  Linien- 
paar verstanden  werden  kann,  welches  mit  der  geraden  Linie  zusammen- 
fällt. Man  hat  also  in  der  That  nur  drei  Kegelschnitte,  welche  die  ge- 
gebene Curve  in  drei  verschiedenen  Punkten  berühren,  von  denen  zwei 
auf  der  Curve  beliebig  gegeben  sind.  Diese  drei  Kegelschnitte  finden 
sich  aber  auch  unter  den  Kegelschnitten  (9).  Denn  wenn  P^,  P2  die 
den  Punkten  p^^  p^  entsprechenden  Punkte  in  einem  der  drei  Systeme 
sind  und  man  bestimmt  den  dem  Schnittpunkte  P3  der  geraden  Linie 
Pi  P2  und  der  Curve  entsprechenden  Punkt  p^  in  demselben  Systeme,  so 
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hat  man  den  dritten  Berührungspunkt  des  Kegelschnitts,  welcher  die 
Curve  in  den  Punkten  p^^  p^  berührt.  Diese  Constrüction ,  für  die  drei 
Systeme  ausgeführt,  giebt  ebenfalls  drei  Kegelschnitte  von  der  genannten 
Eigenschaft,  und  welche  nur  jene  drei  vorhin  erwähnten  sein  können. 
Dieses  lässt  sich  kurz  wie  folgt  zusammenfassen. 

18.  Alle  Kegelschnitte,  welche  eine  gegebene  Curve  dritter  Ordnung  in 
drei  verschiedenen  Punkten  berühren,  ordnen  ^sich  dreien  Systemen  unter. 
JEin  gegebener  Kegelschnitt  dieser  Art  gehört  dem  einen  oder  dem  andern 
Systeme  an,  je  nachdem  ein  Berührungspunkt  und  der  Schnittpunkt  der 
geraden  Linie,  welche  die  beiden  andern  verbindet,  mit  der  Curve  ein 
Polenpaar  aus  dem  einen  oder  dem  andern  Systeme  bilden. 

Auf  dieselbe  Weise,  wie  den  drei  Schnittpunkten  P' ,  P'\  P''  der 
geraden  Linie  A  und  der  Curve  dritter  Ordnung  drei  Punkte  p ,  p\  p'' 
entsprechen,  in  welchen  der  Kegelschnitt  (9)  die  Curve  berührt,  ent- 
sprechen auch  den  drei  Schnittpunkten  P^^\  P^^\  P^^^  der  geraden  Linie  B 
und  der  Curve  drei  Punkte  p^'^\  p^^\  p^^\  in  welchen  der  Kegelschnitt 

10.    ß,ß,a,^,A-ß,ß,a,^,-^ß,ß,a,^,-\-2ß,ß,a,^,^2ß,ß,a,^,-^ 

die  Curve  berührt.  Da  aber  das  Linienpaar  A,  B,  welches  durch  die 
Gleichung  (6)  dargestellt  ist,  die  Curve  in  den  sechs  Punkten  P  schneidet, 
so  geht  der  Kegelschnitt  (7)  durch  die  diesen  entsprechenden  sechs  Punkte  p. 
Dieses  lässt  sich  umgekehrt  auch  so  ausdrücken: 

19.  Wenn  man  durch  die  drei  Tangirungspunkte  eines  Kegelschnitts 
und  einer  Curve  dritter  Ordnung  einen  beliebigen  Kegelschnitt  legt,  so 
schneidet  derselbe  die  Curve  in  drei  neuen  Punkten,  in  welchen  ein  anderer 
Kegelschnitt  die  Curve  berührt, 

Dass  dieser  berührende  Kegelschnitt  zu  demselben  System  wie  der 
erste  berührende  Kegelschnitt  gehört,  ist  einleuchtend.  Es  ist  auch  noch 
zu  bemerken,  dass,  wenn  man  den  beliebigen  Kegelschnitt,  welcher  durch 
die  drei  Berührungspunkte  eines  Kegelschnitts  und  der  Curve  gelegt  ist, 
um  die  drei  Berührungspunkte  auf  alle  mögliche  Art  variiren  lässt,  unter 
den  drei  Schnittpunkten  desselben  mit  der  Curve  auch  die  drei  Tangirungs- 
punkte eines  beliebigen  berührenden  Kegelschnitts  aus  demselben  Systeme 
sein  werden. 
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5. 

Um  auch  die  speciellen  Fälle  der  Curven  dritter  Ordnung  in  unsere 
Betrachtungen  zu  ziehen,  bemerken  wir,  dass,  während  sich  die  Gleichung 
der  Curve  dritter  Ordnung  ^=0,  wie  in  Band  28  des  Grell e'schen 
Journals  S.   90^)  gezeigt,  im  Allgemeinen  auf  die  Form 

zurückführen  lässt,  wo  y^  =  0,  ^g  =  0,  y^  =  {)  die  Gleichungen  dreier 
geraden  Linien  bedeuten,  welche  durch  die  neun  Wendepunkte  der  Curve 
hindurchgehen,  in  dem  besonderen  Falle,  wenn  die  Curve  einen  Doppel- 
punkt hat,  aus  jener  Gleichung  eines  der  drei  ersten  Glieder  wegfällt, 
so  dass  die  Gleichung  der  Curve  die  Gestalt 

12.  cp  =  y\-\-yl—27iy^y^y,,=  0 

annimmt.  Denn  es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  Gleichung  der  Curve 
diese  Form  annehmen  muss,  wenn  y^  =  {)^  y^  =  0  die  Gleichungen  der 
beiden  Tangenten  in  dem  Doppelpunkte  der  Curve  sind.  Stellt  man, 
um  die  Wendepunkte  der  Curve  zu  finden,  welche  einen  Doppelpunkt 
hat,  von  der  Function  (p  die  Determinante 

V^  =  —  2477^(2/?  +  yl  +  iny,y,y,} 
auf,  so  erhält  man  für  diese  Punkte: 

cp  =  0,  ip=0; 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  sechs  von  den  neun  Wendepunkten  in  den  Doppel- 
punkt fallen,  während  die  drei  andern  in  der  geraden  Linie  y^=  0  liegen. 
Von  den  vier  Tangenten,  welche  von  einem  beliebigen  Punkte  der 
Curve  an  die  Curve  gezogen  werden  können,  fallen  zwei  mit  derjenigen 
geraden  Linie  zusammen,  welche  den  beliebigen  Punkt  der  Curve  mit 
dem  Doppelpunkte  verbindet.  Da  diese  gerade  Linie  aber  nicht  als  eine 
wahre  Tangente  zu  betrachten  ist,  so  bleiben  in  der  That  hur  zwei 
Tangenten  übrig,  und  die  Tangirungspunkte  p  und  P  sind  zwei  ent- 
sprechende Pole  in  dem  einzigen  hier  stattfindenden  Systeme.  Die  Func- 
tion f  für  diesen  Fall  ist,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  auf 
welchen  es  nicht  ankommt: 

f=yl  +  yl  +  071^1^22/3. 

1)  [Seite  115  dieser  Ausgabe]. 
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Wenn  man  durch  Z^,  Fg,  Y^  dieselben  linearen  Functionen  der 
Variabein  X^^  Xg,  X^  bezeichnet,  welche  y^,  y<^^  y^  von  x-^^  x^^  x^  sind, 
so  ergiebt  sich  folgendes  System  von  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten 
Xij  X2^  ^3  und  Xu  X2,  X3  der  entsprechenden  Pole  p  und  P,  welches 
dann  in  dem  vorliegenden  Falle  das  System  von  Gleichungen  (1)  vertritt: 

^1^1  +  Y^ny^  -[-  Y^ny^  =  0, 
7x71^3+  Y^y^  4-  Y^ny^  =  0, 
Y.y,     +Y,y,     +0  =0. 

Aus  der  letzten  dieser  Gleichungen  ist  zu  sehen,  dass  die  Ver- 
bindungslinien der  beiden  entsprechenden  Pole  p  und  P  mit  dem  Doppel- 
punkte harmonisch  sind  zu  den  beiden  Tangenten  der  Curve  in  dem 
Doppelpunkte.  Man  erhält  also  den  einem  gegebenen  Punkte  P  der  Curve 
entsprechenden  Pol  p,  wenn  man  P  mit  dem  Poppelpunkte  der  Curve  durch 
eine  gerade  Linie  verbindet  und  zu  dieser  Verbindungslinie  und  dem  Tangenten- 
paare  in  dem  Doppelpunkte  die  vierte  harmonische  Linie  construirt.  Diese 
Linie  schneidet  die  Curve  in  dem  Punkte  p. 

Wenn  drei  Punkte  P  der  Curve  auf  einer  geraden  Linie  A  liegen, 
deren  Gleichung 

13.  aiZi  +  a^r, +  ^373=0 

ist,   so  berührt  der  Kegelschnitt 

^1  ^1  y\  +  ^2  ^2  y\  +  ^3  «3  y\  —  "^  ^^^^y^y?.  —  "^  ^z^^iV^yi  —  "^  ^\  ^2  2/1  y^ 

14. 


r2 


{«3^1  ^2—  2  a^^yl  —  2  a^ny^^  ^  0 


die  Curve  in  den  drei  den  Punkten  P  entsprechenden  Polen  p^  welche 
dem  Vorhergehenden  zu  Folge  von  dem  Doppelpunkte  aus  leicht  sich 
construiren  lassen.  Und  diese  Gleichung,  welche  analog  der  Gleichung  (9) 
gebildet  ist,  stellt,  wenn  man  a^,  cfg,  a^  beliebig  variiren  lässt,  das  ganze 
System  der  Kegelschnitte  dar,  welche  die  Curve  dritter  Ordnung  mit 
einem  Doppelpunkte  in  drei  verschiedenen  Punkten  berühren. 

Wenn,   zweitens,    die   betrachtete  Curve    zwei   Doppelpunkte    hat,    so 
fallen    in    der   Gleichung  (11)    zwei    von    den    drei    ersten  Gliedern    weg, 
und   die  Curve 
15.  q)  =  y\—27iy^y2y^=  0 
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zerfällt  in  einen  Kegelschnitt  yl  —  2  7iy^y^  =  Q  und  in  eine  gerade  Linie 
y^  =  0.  Letztere  schneidet  den  Kegelschnitt  in  den  beiden  Doppelpunkten 
der  Curve.  Die  Tangenten  des  Kegelschnitts  in  diesen  beiden  Punkten 
werden  durch  die  Gleichungen  «/2  =  0 ,  t/s  =  0  ausgedrückt.  Jedem 
Punkte  P  der  Curve  entspricht  nun  ein  Pol  p,  dessen  Coordinaten 
folgenden  Relationen  unterworfen  sind: 

1^1^3  +  0  +Y,y,     =0, 

Y,y,  +  Y,y,     +0  =0. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  sieht  man,  dass  das  Linienpaar, 
welches  zwei  entsprechende  Pole  P  und  p  mit  einem  der  Doppelpunkte  ver- 
bindet, zu  der  Tangente  in  dem  Doppelpunkte  und  der  Verbindungslinie  der 
beiden  Doppelpunkte  harmonisch  ist.  Hiernach  lässt  sich,  wenn  ein  Punkt  P 
des  Kegelschnitts  gegeben  ist,  der  entsprechende  Pol  p  der  Curve  dritter 
Ordnung  construiren;  welcher  ebenfalls  auf  dem  Kegelschnitte  liegen  wird. 
Aus  den  beiden  genannten  Gleichungen  entnimmt  man  ferner,  dass,  wenn 
der  Punkt  P  auf  der  Verbindungslinie  der  beiden  Doppelpunkte  liegt,  der 
entsprechende  Pol  p  ebenfalls  auf  dieser  geraden  Linie  liegen  wird;  und 
aus  der  ersten  Gleichung,  dass  in  diesem  Falle  das  Polenpaar  P,  p  har- 
monisch ist  zu  den  beiden  Doppelpunkten.  Durchschneidet  man  die  Curve 
mit  einer  geraden  Linie  Ä: 

16.  ^1  Ti  +  Cf2  1^2  +  ^3  Ys  =  0, 

in  drei  Punkten  P,  so  lassen  sich  nach  den  obigen  Bemerkungen  die 
entsprechenden  Pole  p  leicht  construiren.  In  diesen  Polen  p  berührt 
nun  der  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung 

^i^i^i +  ^2^2^2  +  «3^3^3  —  2cf2«3?/22/3—  2cf3aie/32/i—  ^a^a^y^y^ 

17.  I    l_S^3li^0 

ist,  den  Kegelschnitt  zweimal  und  die  gerade  Linie,  aus  welchen  die 
Curve  besteht.  Es  ist  hier  noch  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  (17), 
wenn  man  darin  a^,  ag,  a^  variiren  lässt,  alle  Kegelschnitte  umfasst, 
welche  den  Kegelschnitt  und  die  gerade  Linie,  aus  welchen  die  Curve 
dritter  Ordnung  besteht,  erstere  in  zwei  verschiedenen  Punkten,  letztere 
in  einem  Punkte  berühren. 
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Hieran  knüpft  sich  nun  die  Lösung  der  nachstehenden  Aufgabe. 
„Wenn  ein  Kegelschnitt  und  eine  gerade  Linie  gegeben  sind:  die  Be- 
„rührungspunkte  desjenigen  Kegelschnitts  zu  construiren,  welcher  den 
„gegebenen  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  und  die  gegebene  gerade  Linie 
„in  einem  Punkte  berührt;  sei  es,  dass  die  beiden  Berührungspunkte  auf 
„dem  gegebenen  Kegelschnitt,  oder  ein  Berührungspunkt  auf  dem  Kegel- 
„ schnitt,  der  andere  auf  der  geraden  Linie,  gegeben  sind." 

Wenn  endlich  die  betrachtete  Curve  drei  Doppelpunkte  hat,  so  fallen 
die  drei  ersten  Glieder  der  Gleichung  (11)  weg  und  die  Curve  zerfällt 
in  drei  gerade  Linien,  deren  Gleichungen  ^^  =  0,  ^2=0?  2/3  =  0  sind. 
Es  seien  diese  drei  geraden  Linien  dieselben,  welche  im  vorhergehenden 
Falle  mit  diesen  Symbolen  bezeichnet  wurden.  Es  entspricht  jedem 
Punkte  P  ein  Pol  p  unter  Vermittel ung  der  Gleichungen: 

0   +    ^2^/3  +1^3^2=0, 

Y,tj,-\-Y,y,  +  0       =0; 

woraus  sich  zeigt,  dass  jedem  Punkte  P  auf  einer  Seite  des  durch  die 
drei  geraden  Linien  gebildeten  Dreiecks  der  Pol  p  entspricht,  der  har- 
monisch ist  zu  ihm  und  dem  Punktenpaare,  welches  die  in  Rede  stehende 
Seite  des  Dreiecks  begrenzt.  Durchschneidet  man  das  Dreieck  mit  der 
geraden  Linie  A  in  drei  Punkten  P,  so  wird  der  Kegelschnitt 

18.         «1  a,  y\  +  a^a^yl  +  a^ a^y\  —  2a^ ct^y^V^  —  2  c^gCfi^g «/i  —  2  a^ a^y^ 2/2=0 

das  Dreieck  in  den  drei  entsprechenden  Polen  berühren.  Und  diese 
Gleichung  stellt,  unter  der  Voraussetzung,  dass  a^,  ofg,  a^  beliebig  variiren, 
alle  Kegelschnitte  dar,    welche    die  Seiten  des  Dreiecks    berühren.     Zieht 

man  die  Gleichung  (18)    von  der  (17)    ab,    so    erhält   man  — ^   ^ ^^  =:  0 ; 

welches  beweist,  dass  die  Kegelschnitte  (17  und  18)  in  dem  Berührungs- 
punkte der  geraden  Linie  ^i  =  0  eine  vierpunktige  Berührung  haben. 
Dieses  lässt  sich  wie  folgt  zusammenfassen.  Wenn  man  einen  gegebenen 
Kegelschnitt  und  ein  gegebenes  Tangentenpaar  desselben  mit  einer  geraden 
Linie  L  durchschneidet^  so  lassen  sich  zwei  Kegelschnitte  construiren^  von 
welchen  der  eine  den  gegebenen  Kegelschnitt  in  den  beiden  Schnittpunkten 
der  geraden  Linie  L  und  zugleich  die  Verbindungslinie  M  der  Tangirungs- 

Hesse's  Werke.  24 
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punkte  des  gegebenen  Tangentenpaares,  der  andere  das  Tangentenpaar  in 
den  Schnittpunkten  der  geraden  Linie  L  und  zugleich  die  gerade  Linie  M 
berührt.  Diese  beiden  Kegelschnitte  berühren  sich  vierpunktig  in  demjenigen 
Punkte  der  geraden  Linie  M,  welcher  harmonisch  ist  2u  dem  Schnittpunkte 
der  Linien  L  und  M  und  den  Endpunkten  der  geraden  Linie  M. 

6. 

Den  drei  Systemen  von  Kegelschnitten  (9),  welche  die  gegebene 
Curve  dritter  Ordnung  cp  =  0  in  drei  verschiedenen  Punkten  berühren, 
ordnen  sich  auch  alle  diejenigen  Kegelschnitte  unter,  welche  die  Curve 
einmal  vierpunktig  und  das  andere  mal  zweipunktig  berühren.  Diese 
Art  von  Kegelschnitten  (9)  entspricht  denjenigen  unter  den  durch  (8) 
dargestellten  geraden  Linien  Ä,  welche  die  Curve  berühren.  Um  die 
Berührungspunkte  eines  beliebigen  dieser  Kegelschnitte  zu  finden,  nehme 
man  ein  Polenpaar  P,  p  an  und  schneide  die  Curve  durch  die  gerade 
Linie  Pp  in  q.  Alsdann  giebt  es  zwei  Kegelschnitte,  welche  die  Curve 
in  q  zweipunktig  berühren  und  von  welchen  der  eine  die  Curve  in  P, 
der  andere  in  p  vierpunktig  berührt;  und  diese  beiden  Kegelschnitte 
gehören  einem  und  demselben  Systeme  an.     Es  erhellt  hieraus: 

äO,  Dass  alle  Kegelschnitte,  welche  eine  Curve  dritter  Ordnung,  einmal 
vierpunktig,  das  andere  mal  zweipunktig  berühren,  in  drei  Systeme  zerfallen. 
Ein  gegebener  Kegelschnitt  dieser  Art  gehört  dem  einen  oder  dem  andern 
Systeme  an,  je  nachdem  der  vierpunktige  Berührungspunkt  und  der  Schnitt- 
punkt der  Verbindungslinie  der  beiden  Berührungspunkte  mit  der  Curve  ein 
Polenpaar  des  einen  oder  des  anderen  Systems  sind, 

Ist  der  vierpunktige  Berührungspunkt  gegeben  und  der  zweipunktige 
zu  suchen,  so  verbinde  man  den  vierpunktigen  Berührungspunkt  mit  den 
drei  ihm  in  den  drei  Systemen  entsprechenden  Polen  durch  drei  gerade 
Linien.  Diese  drei  geraden  Linien  schneiden  die  Curve  in  den  gesuchten 
Punkten.  Die  Aufgabe  lässt  also  drei  Auflösungen  zu.  Ist  dagegen  der 
zweipunktige  Berührungspunkt  gegeben  und  der  vierpunktige  Berührungs- 
punkt zu  suchen,  so  ergeben  sich  zwölf  Auflösungen  der  Aufgabe.  Man 
erhält  dieselben,  wenn  man  zu  dem  gegebenen  zweipunktigen  Berührungs- 
punkt die  drei  Pole  in  den  drei  Systemen  construirt  und  von  den  letzteren 
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die  zwölf  Tangenten  an  die  Curve  zieht.  Die  Berührungspunkte  sind 
dann  die  gesuchten  Punkte. 

Um  analytisch  die  Kegelschnitte  (9)  zu  bestimmen,  welche  die  ge- 
gebene Curve  dritter  Ordnung  einmal  vierpunktig,  das  andere  mal  zwei- 
punktig  berühren,  bleibt  noch  übrig,  die  Relation  zwischen  den  drei 
Grössen  a^,  a^^  a^  aufzustellen,  welche  stattfinden  muss,  damit  die  gerade 
Linie,  deren  Gleichung  a^Xi  -|-  ^2^2  +  ^3^3  =  0  ^^t,  eine  Tangente  der 
Curve  dritter  Ordnung  cp  =  ()  sei;  oder  mit  andern  Worten:  Wenn  die 
Gleichung  einer  beliebigen  Curve  dritter  Ordnung  in  Punktcoordinaten  ge- 
geben ist,   dieselbe  durch   Liniencoordinaten  auszudrücken. 

Diese  Aufgabe  lässt  sich  auf  folgende  Weise  symmetrisch  lösen. 
Man  bilde  die  Determinante  J  aus  folgenden  Grössen: 

d^q)  d^q)  9^  q) 


^35 

«1,  0^2,  a^,  0. 

Sie  wird  sowohl  in  Beziehung  auf  x^^  x^^  x^^  als  in  Beziehung  auf  die 
Grössen  a-^,  «2?  ^3  homogen  und  vom  zweiten  Grade  sein.  Man  betrachte 
ferner  die  sechs  Producte  ir,  i^i,  o^o  ^2?  •  •  •  •  ^1  ^2  ^^  den  sechs  Gleichungen 

^1  («1  ^1  +  ^2  ^2  +  ^3  ^3)  ==  0, 
^2  («1  ^1  +  ^2  ^2  +  ^3  ^3)  =  0, 

^3  C^l  ^1   +  ^2  ^2  +  <^3  %)  =   0 

als  die  Unbekannten  und  löse  diese  linearen  Gleichungen  auf.  Setzt  man 
alsdann  die  Werthe  der  genannten  sechs  Producte  in  die  Gleichung  z/  =  0, 
in  welcher  dieselben  linear  vorkommen,  so  hat  man  die  gesuchte  homogene 
Gleichung  vom  sechsten  Grade  in  Beziehung  auf  die  Liniencoordinaten 
^ij  ^2?  ^3-  Dass  das  System  von  sechs  -Gleichungen  stattfindet,  wenn 
cf  1  Xi  4"  ^2  ^2  +  ^3  ^3  =  0  die  Gleichung  der  Tangente  der  Curve  cp  =  0 
in  dem  Punkte  ist,    dessen  Coordinaten  x^.,  X2,  %  sind,    ist   einleuchtend. 

24* 
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Es  bleibt  also  noch  nachzuweisen,  dass  auch  die  Determinante  J  unter 
diesen  Bedingungen  verschwindet.  Zu  diesem  Ende  bemerke  ich,  dass 
von  den  vier  Gleichungen 

3^g)  a^g)  a^f/)  ,    o     w^        Ä 


a^g>  .      a^^  ,      a^^  


a^c^a^j        '       a^2  a^^a^^^ 

a^^        ^^     a^y        ^^     a^^  

a^Tga^^    ^   '    dx^dx^    '^   '      a^z^g       ^   '        "^  ^^^ 

die  drei  ersten  in  die,  mit  dem  Factor  2  multiplicirten  drei  ersten 
Gleichungen  des  obigen  Systems,  und  die  letzte  in  die  Gleichung  der 
Tangente  übergehen,  wenn  man  t  =  1  und  Ai  =  Ä^^  Ä^  =  Ä^=  Q  setzt. 
Betrachtet  man  aber  die  in  diesen  Gleichungen  explicite  und  linear 
vorkommenden  Grössen  Xi^  x^-,  x^^  t  als  Unbekannte  und  löst  sie  nach 
diesen  Unbekannten,  z.  B.  nach  x^^  auf,  so  erhält  man  eine  Gleichung 
von  der  Form 

x^/l=  a^A^  +  (L2  A2  +  a^  A^  +  a^  A^, 

Setzt  man   nun  Ai  =  A2  =  A^  =  A^  =  0 ,    so    verschwindet  J ;    was 
zu  beweisen  war. 


Unter  den  drei  Systemen  von  Kegelschnitten  (9),  welche  die  gegebene 
Curve  dritter  Ordnung  in  drei  verschiedenen  Punkten  berühren,  finden 
sich  auch  solche  Kegelschnitte,  welche  mit  der  Curve  eine  sechspunktige 
Berührung  haben.  Denn  wenn  man  die  gerade  Linie  A  in  die  Lage 
einer  Wendetangente  bringt,  welche,  wie  bekannt,  der  Curve  in  drei 
Punkten  P  begegnet,  die  in  einen  zusammenfallen,  so  werden  die  diesen 
entsprechenden  Punkte  p,  welche  die  Berührungspunkte  der  Kegelschnitte  (9) 
sind,  ebenfalls  in  einen  zusammenfallen;  woraus  eben  eine  sechspunktige 
Berührung  entsteht.  Da  aber  jeder  von  den  neun  Wendepunkten  drei 
ihm  entsprechende  Pole  hat,  so  hat  eine  Curve  dritter  Ordnung  im  Allge- 
meinen 27  Funkte  n,  in  welchen  sie  von  Kegelschnitten  sechspunktig  be- 
rührt werden  kann.     Wenn  man  von  einem  der  Wendepunkte  S  die  drei 
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Tangenten  an  die  Curve  zieht,  so  werden  die  Tangirungspunkte  a,  ß,  y 
die  dem  Wendepunkte  8  entsprechenden  Pole  in  den  drei  Systemen  sein; 
was  aus  der  in  No.  2  angegebenen  Construction  des  einem  gegebenen 
Punkte  der  Curve  entsprechenden  Poles  erhellt.  Diese  drei  Punkte  a,  ß,  y 
liegen  in  einer  und  derselben  geraden  Linie.  Denn  bekanntlich  liegen 
die  sechs  Berührungspunkte  der  Tangenten,  welche  von  einem  beliebigen 
Punkte  an  die  Curve  dritter  Ordnung  gezogen  werden  können,  in  einem 
Kegelschnitte.  Rückt  nun  der  beliebige  Punkt  in  einen  Wendepunkt,  so 
fallen  drei  von  den  Berührungspunkten  in  einen  Punkt  der  Wende- 
tangente; wesshalb  die  drei  übrigen  ebenfalls  in  einer  geraden  Linie 
liegen  müssen. 

21,  Die  Berührungspunkte  der  27  Tangenten,  welche  von  den  Wende- 
punkten einer  Curve  dritter  Ordnung  an  die  Curve  gezogen  werden  können, 
sind  diejenigen  Punkte  n,  in  welchen  Kegelschnitte  die  Curve  sechspunktig 
berühren  können.  Die  27  Kegelschnitte,  welche  die  Curve  sechspunktig  be- 
rühren, sowie  die  27  Berührungspunkte  n,  zerfallen  in  drei  Systeme  von  je 
neun  Kegelschnitten  oder  neun  Punkten.  Ein  beliebiger  von  diesen  Kegel- 
schnitten und  sein  Berührungspunkt  gehören  dem  einen  oder  dem  andern 
Systeme  an,  je  nachdem  der  Berührungspunkt  und  der  Schnittpunkt  der 
Tangente  in  dem  Berührungspunkte  mit  der  Curve,  welcher  Schnittpunkt  ein 
Wendepunkt  ist,   ein  Polenpaar  des   einen   oder  des  andern  Systems  bilden. 

Um  die  Lage  der  27  Punkte  a,  ß,  y  zu  einander  zu  erforschen, 
muss  man  die  Lage  der  neun  Wendepunkte  S  ins  Auge  fassen.  Letztere 
lässt  sich  aus  dem  Satze  von  Poncelet:  „dass  jede,  durch  zwei  Wende- 
„  punkte  der  Curve  dritter  Ordnung  gelegte  gerade  Linie  auch  einen 
„dritten  Wendepunkt  der  Curve  trifft",  auf  folgende  Art  erkennen. 
Wenn  (J^i,  S^^  Sr^  drei,  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegende  Wendepunkte 
sind,  so  schneiden  die  geraden  Linien  8^  c^^ ,  c)\  ()\ ,  8^  $^  die  Curve  respec- 
tive  in  drei  neuen  Wendepunkten  d^^  8^^  8^.  Man  überzeugt  sich  leicht, 
dass  diese  letzteren  ebenfalls  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen.  Denn 
lägen  sie  in  einer  geraden  Linie,  so  hätte  man  folgende  vier  Combinationen 
der  sechs  Wendepunkte,  welche  in  einer  geraden  Linie  liegen: 

8^8^  8^,  ^7  ^1^5?  ^1^4^85  ^2  ^5  ^8- 
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Verbindet  man  diese  sechs  Wendepunkte  mit  irgend  einem  der  drei 
andern  durch  sechs  gerade  Linien,  so  müsste  jede  von  diesen  Linien  die 
Curve  in  einem  neuen  Wendepunkte  schneiden.  Man  erhielte  also  auf 
diese  Weise  statt  der  neun  Wendepunkte  dreizehn.  Da  nun  die  Wende- 
punkte (5^2  5  ^5?  ^8  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen,  so  werden  die 
geraden  Linien  cf^^^,  <^8  ^2j  ^2^5  die  Curve  in  den  drei  noch  übrigen 
Wendepunkten  Jg,  (Tg,  (J^  schneiden.  Erwägt  man  endlich,  dass  die  ge- 
raden Linien  ^i  d\j  ^4  <^5j  ^^7^8  die  Curve  nur  in  den  Punkten  cJ'g,  (Tg,  Jg 
schneiden  können,  so  erhält  man  folgende  Combinationen  der  Wende- 
punkte,  welche  auf  einer  geraden  Linie  liegen: 

(5^1  JgCTg.  ..  .  d\^^S^ (5^7  ^8  ^9? 

^2^^^1  •"'  ^3  ^5  ^^8 ^1  ^6^9. 

S^^tCJ^ ^5'6^8^^2--  •   •  ^^4  ^9  ^3. 

^S^l^h ^9  ^2  ^5 ^7^3^6- 

Ich  werde  die  den  Wendepunkten  cT^,  (Tg, d\  entsprechenden  Pole  tt 

in  dem  ersten  Systeme  durch  a^,  a^,  ....  a^] 
in  dem  zweiten  Systeme  durch  ß^,  /?2,  ...  ß^] 
in  dem    dritten  Systeme  durch    y^,  y^^  ....    y^ 

bezeichnen.  Wenn  nun  d^  S^  S^  irgend  eine  der  angegebenen  zwölf  Com- 
binationen der  Wendepunkte  ist,  welche  in  einer  geraden  Linie  liegen, 
so  sind 

(^K  ctx  ^^ ,       ß>,  ßx  ^^f, ,       Yk  yx  f^^ 

drei  Coordinaten  von  Punkten,  welche  ebenfalls  in  einer  geraden  Linie 
liegen.  Denn  wenn  man  ein  Polenpaar  a^  (T^  mit  einem  zweiten  Polen- 
paar ax  dx  desselben  Systems  durch  zwei  gerade  Linien  a^  ax  und  d^  8x 
verbindet,  so  schneiden  sich  die  Verbindungslinien  nach  Satz  6  in  einem 
und  demselben  Punkte  der  Curve.  Es  schneidet  aber  die  gerade  Linie 
$y^  8x  die  Curve  in  cT^:  folglich  liegen  die  Punkte  a^^  ax^  S^  in  einer 
und  derselben  Linie;  was  sich  kurz  so  ausdrücken  lässt: 

22.  Jede  gerade  Linie,  welche  zwei  Punkte  n  aus  demselben  Systeme 
verbindet,  schneidet  die  Curve  dritter  Ordnung  in  einem  Wendepunkte; 
woraus  folgt,  dass  108 mal  zwei  Punkte  n  und  ein  Wendepunkt  in  einer 
geraden  Linie  liegen. 
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Wenn,  wie  oben,  cT^  ^;^  S^  irgend  eine  Conibination  der  Wendepunkte 
ist,  welche  auf  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen,  so  ist  a^  ßx  y^ 
eine  Combination  von  drei  Punkten  n,  welche  ebenfalls  auf  einer  ge- 
raden Linie  liegen.  Denn  wenn  man  ein  Polenpaar  a^  cJ^  mit  einem 
Polenpaare  ßx  Sx  eines  anderen  Systems  durch  zwei  gerade  Linien  d^  dx 
und  a^  ßx  verbindet,  so  schneiden  dieselben  nach  Satz  14  die  Curve  in 
einem  Polenpaare  S^^y^  des  dritten  Systems.  Dieses,  mit  der  obigen 
Bemerkung,  dass  auch  a^,  /?^,  y^^  in  einer  geraden  Linie  liegen,  ver- 
bunden, giebt  folgenden  Lehrsatz: 

23.  Jede  gerade  Linie,  welche  zwei  Punkte  n  verbindet^  die  ver- 
schiedenen Systemen  angehören^  schneidet  die  Curve  dritter  Ordnung  in 
einem  Funkte  n  des  dritten  Systems.  Es  liegen  also  81  mal  drei  Punkte  n 
auf  einer  geraden  Linie}) 

Da  die  neun  Punkte  n  aus  einem  und  demselben  Systeme  die  den 
neun  Wendepunkten  der  Curve  dritter  Ordnung  in  diesem  Systeme  ent- 
sprechenden Pole  sind,  so  werden  von  den  ersteren  so  oft  sechs  Punkte 
auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  als  von  den  letzteren  sechs  auf  einem 
Linienpaare  liegen.  Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  angegebene 
Lage  der  Wendepunkte,  der  Lehrsatz: 

24,  Von  den  neun  Punkten  n  eines  und  desselben  Systems  liegen  66  mal 
sechs  Punkte  auf  einem  Kegelschnitt. 

Hieraus  erhellt,  dass  diese  neun  Punkte  nicht  die  Durchschnitts- 
punkte zweier  Curven  dritter  Ordnung  sein  können. 

Wenn  man  in  dem  Lehrsatze  19  für  den  ersten  Kegelschnitt  den- 
jenigen auswählt,  welcher  in  einem  Punkte  Ji  die  Curve  sechspunktig 
berührt,   so  ergiebt  sich  folgende  Eigenschaft  dieser  Punkte: 


1)  Herr  Professor  Steiner  giebt  in  dem  Auszuge  aus  seiner  am  27.  November  1845  in  der 
Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  gehaltenen  Vorlesung  (Grelle' s  Journal  Bd.  32,  S.  182) 
die  Zahl  der  geraden  Linien,  von  denen  jede  durch  drei  Punkte  n  hindurchgeht,  auf  108  an. 
Nach  meiner  Auseinandersetzung  müssen  einige  von  den  108  geraden  Linien,  welche  dieser  be- 
rühmte Geometer  im  Auge  gehabt  hat,  zusammenfallen,  so  dass  nur  81  wirklich  von  einander 
verschiedene  Linien  übrig  bleiben. 
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25.  Alle  Kegelschnitte  j  welche  eine  Gurve  dritter  Ordnung  in  einem 
Punkte  n  dreipunktig  berühren,  schneiden  die  Gurve  in  drei  Punkten,  in 
welchen  ein  anderer  Kegelschnitt  die  Gurve  berührt;  und  umgekehrt: 

36.  Es  giebt  neun  Kegelschnitte,  welche  durch  die  drei  Ecken  eines 
der  Gurve  dritter  Ordnung  einbeschriebenen  Breiecks  hindurchgehen  (dessen 
Seiten  die  Gurve  in  drei  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  schneiden),  und 
welche  in  einem  andern  Punkte  die  Gurve  dreipunktig  berühren.  Der  Ort 
dieser  Berührungspunkte  sind  die  neun  Punkte  n,  welche  demselben  Systeme 
angehören,   dem  das  Breieck  angehört, 

Königsberg,  im  Juli   1847. 


12. 


lieber  Curven  dritter  Classe  und  Curven  dritter  Ordnung. 

(Fortsetzung  der  Abhandlungen  No.  10  und  No.  11   im  28.  Bande  und  No.  10  im   36.  Bande  des 
Journals  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik  [No.  8,  9  und  11  dieser  Ausgabe]). 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.     Band  38,   Seite   241  —  256.] 


1. 

Wenn  man  durch  u  eine  homogene  Function  von  den  drei  Variabein 
^1?  ^2?  %  bezeichnet  und  durch  u^^  112-,  u^  die  ersten,  durch  Ui^,  ^22?  ^3? 
^23?  ^31?  ^12  die  zweiten  partiellen  Differential quotienten  dieser  Function 
nach  den  Variabein  genommen,  so  ist  bekanntlich 

'   %1  ^1  +  ^12  ^2  +  ^13  ^3  =  0^ 1)  ^1  ? 

^21  «^l      I      ^22  "^2      1      %3  ^3  ^^^^  (^  ■         ^)  ^2  7 
%1  ^1   +  «^32  ^2   +  ^33  X^  =  (n—  1)  %, 

welche  Gleichungen,  nach  o^i ,  ^2  ?  ^3  aufgelöst,  insofern  diese  Grössen  explicite 
in  den  Theilen  der  Gleichungen  links  vorkommen,  folgende  Ausdrücke  geben: 


n —  1 


n —  1 

Jx, 


^21^1  +  C^22^^2  +  £^23^3  7 


n- 


— Ij^x  ^1   ~T"  ^32  %  ~V  ^33  ^3  ? 


WO    die    Determinante   J    der    Function  u    und    die   Grössen  TJ  folgende 
Bedeutung  haben: 

Hesse's  Werke. 
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3. 


Z/  =:  Uli  ^22  ^33      l"    ^  %2  ^13  ^23  ^11  %3  '^22  ^31  ^33  ^^12  J 

^11  ^^^  ^^22^33  ^23  7  ^23  ^^^  ^32  ^^^^  ^12^13  ^11  %3  ? 

^22  ^^^^^^  '^33  ^^11  ^31  7  ^31   ^^^  ^13  ^^^^  '^23  ^21  '^22  '^31  ? 

^33  ^11  *^^22  ^12  J  ^12  ^21  ^31  ^32  ^33  ^^12  • 

Multiplicirt  man  die  Gleicliungen  (2)  der  Reihe  nach  mit  Ui,  U2,  % 
und  addirt  die  Producte,  so  erhält  man  die  Gleichung 

4.      —^J,u  =  üiiul  +  U^^ul  +  C/33^4  +  2  f723^^2^<3  +  2  U^iU^Ui  +  2  Ui^UiU^, 

deren  Theil  rechts  ich  der  Kürze  wegen  mit  B  bezeichne. 

Diese  Gleichung  wird  identisch,  wenn  man  in  dem  Theile  derselben  links 

-I  \  {^^11  ^1     1      ^22*^2      1      %3^3  ~\      ^%3'^2*^3  "l       2tU^iX^Xi   -\-   ZUi^^i^^,) 


n.{n — 1) 

statt  u  und  in  dem  Theile  rechts  die  Werthe  von  tCi^  ^2,  u^  aus  (1) 
setzt,  ohne  dass  man  die  zweiten  Differentialquotienten  u  zu  entwickeln 
brauchte.  Differentiirt  man  unter  dieser  Hypothese  die  vorliegende  iden- 
tische Gleichung  (4)  nach  den  sechs  zweiten  partiellen  Differential- 
quotienten der  Function  u,  so  erhält  man  folgendes  für  die  Theorie  der 
algebraischen  Curven  wichtige  System  von  Gleichungen: 

Dil  =^ 2^22  ul  —  2  u,^  U2 %  +  ^^33  4  =  —^  ^11  ^  —  fn—iy  ^^ 

-^22  ^=  %3  ^1  ^  ^31  %  ^1  ~r  ^11  ^3  ""^^        1     ^22  ^  /  1x2"  ^^ 

71  T 

■^33  ^^^^  ^11  ^2  2  ^^l2  ^^1  ^2  "T  %2  ^^1  ==^        1     ^33  ^ /  -1  x^  ^^ 

1     -r\       I  2  7"7"  '^2      3  y/ 

"2  -^23 ^12  ^1  ^3     1~  ^13  ^1  ^2  ^23  ^1  %1  ^^2  ^3  "  ^  ^23  ^^  7  fT^"  ^; 

Y  ^31  ^^^^^  ^23  ^2  ^1      1~  '^21  ^2  ^3  %1  ^2  ^22  ^3  ^^1  ^^^  T"  ^31  ^  7  ,  y^   ^; 

-j     -T-\       I  2  7"7  '^l  *^9  -/ 

"2  -^12  =  %1  %  ^2      1"  %2  ^3  ^1  ^^12  ^3  '^33  ^1  ^2  ^^^  ~         i~  ^12  ^  /     -1  y^  ^^ 

WO  D^;  die  Differentiation  von  D  nach  ^e^^  andeutet,  insofern  der  Differential - 
quotient  u^^^  nur  in  den  Grössen  TJ^^  enthalten  ist.  Differentiirt  man  die 
identische  Gleichung  (4)  z.  B,  nach  %3,  so  erhält  man 

^'      IJ  u  +  T-^  z/  ==  D33  +  —  — -V  • 


5. 
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Setzt   man   in   diese    Gleichune^    für   -- —  seinen  Werth  %r-  ^j   so 

*  awg  n  —  \ 

erhält  man  die  dritte  von  den  Gleichungen  (5).  Aehnliche  Formeln 
lassen  sich  auf  dem  angegebenen  Wege  für  homogene  Functionen  von 
mehr  als  drei  Variabein  entwickeln,  von  welchen  die  mit  vier  Variabein 
in  der  Theorie  der  algebraischen  Oberflächen  Anwendung  finden. 

Von  diesen  Formeln  dient  die  dritte  zur  Transformation  des  Krüm- 
mungshalbmessers und  der  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Krümmung 
einer  beliebigen  Curve  ^ter  Ordnung  in  eine  neue  Form.  Denn  wenn 
man  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  variabeln  Punktes  durch  x^ 
und  x^  bezeichnet  und  ^3=1  setzt,  so  ist 

^^=  0 

die  allgemeine  Gleichung  einer  Curve  ^ter  Ordnung,  deren  Krümmungs- 
radius ^  in  dem  Punkte  x^^  x^  der  Curve  durch  die  bekannte  Gleichung 

^  ^j {u\  +  u^^^ 

^    Until  —  2Ui2  lii  ll2  +  U22  Ul 

ausgedrückt,  und  deren  Krümmungsmittelpunkt  durch  die  Coordinaten 
Xi,  X2  mittels  folgender  Gleichungen  bestimmt  wird: 

ii\  +  til 


Xi  —  Xi  =  —  tCi 

_Äq  Xo  —        W2 


lln  lil  ~  2  Uu  Ih  U2  +  U.22  u\  ' 
li\  +  tll 


tiiitil  —  2  Ui2  Ui  ti2  -\-  U22  u\ 
Diese  Gleichungen  gehen  aber,   wenn  man  erwägt,   dass  (^=0  und 
x^  =  1   ist,  mittels  der  dritten  Gleichung  (5)  in  die  einfacheren 


X,  —  x,= 

X^  —  Xi  = 


Uli  U22  "^33      I      -'  ^^12  "^13  '^23  '^11  "^^23  '^^22  '^31  '^33  '^^12 

(n  —  iyuAul  +  ul) 

tili  U22  "^SS  "T"   ^  ^12  ^13  ^23  ^^11  "^23  '^^22  '^^31  '^^33  ^^12 


tili  U22  ^^33  ~i^  ^  ^^12  ^^13  ^23  ^11  "^23  ^22  ^^31  ^^33  ^31 

über.  Im  Anfange  der  Abhandlung  „Ueber  die  Wendepunkte  der  Curven 
dritter  Ordnung"  (Bd.  28,  No.  11  dieses  Journals)^)  ist  dieser  Trans- 
formation von  mir  Erwähnung  gethan. 


1)  [Seite  127  dieser  Ausgabe,  Z.  14  v.  oj 

25=* 
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Ich    werde   nun    den    Krümmungsradius    ()    einer    beliebigen,  durch 

rechtwinklige   Coordinaten    x,   y    analytisch    ausgedrückten   Curve  durch 

Liniencoordinaten   darstellen.     Sind  y    und  y'  der   erste   und  der  zweite 
Dififerentialquotient  von  y,  nach  x  genommen,  so  ist  bekanntlich: 


y 

Eine  beliebige  gerade  Linie,  deren  Gleichung  von  der  Form  ax  -{-  by 
~|-  1  =  0  ist,  wird  durch  die  Coefficienten  a,  h,  welche  man  die  Coordi- 
naten der  geraden  Linie  nennt,  vollständig  bestimmt.  Wenn  diese  ge- 
rade Linie  in  allen  ihren  Lagen  die  Curve  berühren  soll,  so  wird  sich 
dieses  durch  eine  Gleichung  zwischen  den  Liniencoordinaten  ausdrücken 
lassen,  welche  die  in  Liniencoordinaten  dargestellte  Gleichung  der 
Curve  ist.  Die  gerade  Linie  wird  aber  zur  Tangente  der  Curve  unter 
den  Bedingungen: 

h  = 


xij—ij'  Xij~y' 


woraus,    wenn    man    durch    h'    den    ersten    und    durch    h"    den   zweiten 
Differentialquotienten  von  &,  nach  a  genommen,  bezeichnet. 


a  // (all — h) 


y  =  — T^       y  = 


3 


folgt.     Setzt  man  diese  Werthe  in  den  obigen  Ausdruck  des  Krümmungs- 
radius, so  erhält  man  für  den  gesuchten  Ausdruck: 

7  o  =  ^  {a'  +  b-)Kb" 

Es  sei  nun  ^^  =  0  die  in  Liniencoordinaten  gegebene  Gleichung  einer 
beliebigen  Curve.  Bezeichnet  man  dann  durch  %  und  u^  die  ersten 
Differentialquotienten  der  Function  w,  nach  a  und  nach  b  genommen; 
ferner  durch  u^^,  u^^^  W22  die  zweiten  Diflferentialquotienten,  so  erhält  man 

u^  -\-U2b'  =  0,         ^^ll  -f-  2  u^^  y  +  W22  J'^  -[-  % ^''  =  0  ; 

und  wenn  man  die  aus  diesen  Gleichungen   sich  ergebenden  Werthe  von 
b'  und  y  in  die  Gleichung  (7)  setzt,  so  ergiebt  sich 

o  ,    j(^^ii  ^2  —  2  ^^l2  Ui  U2  + 1122  til)  {a^  +  V^)^ 

{aui-\-bu2Y 
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Nimmt  man  aber  an,  dass  u  eine  algebraische  ganze  Function 
der  Liniencoordinaten  a^  b  sei,  so  lässt  sich  dieser  Ausdruck  für  den 
Krümmungsradius  auf  ähnliche  Art  wie  oben  mit  Hülfe  der  dritten 
Formel  (5)  einfacher  darstellen,  nämlich: 

Wenn  u  eine  beliebige  ganze  und  homogene  Function  nten  Grades  von 
den  Variabein  a^,  a^,  a^  ist  und  u-^,  u^,  %  die  ersten,  u^,  u^^,  W33,  ^^23J 
%ij  ^12  ^^^  zweiten  partiellen  Bifferentialquotienten  der  Function  u  nach 
den  Variabein  genommen  bedeuten;  ferner  a^  und  a^  die  auf  ein  recht- 
winkliges System  bezogenen  Liniencoordinaten  sind  und  0^3  =  1  ist:  so  stellt 
die  Gleichung  u=0  eine  beliebige  Gurve  nter  Classe  dar,  für  welche  der 
den  Coordinaten  a^,  ^2  der  Tangente  entsprechende  Krümmungsradius 

9  I         V^ll  ^22  '^33  "T"  ^  U\2  UiQ  ti-iz  Uli  ^23  ^22  ^31  "^33  ^12^   V^l  "T"  ^2/ 

^  ""  ±  ~"  ~  {n  —  lful 

ist. 

Ich  werde  nun  diejenigen  Tangenten  der  Curve  ^ter  Classe  ^^  =  0 
betrachten,  in  deren  Tangirungspunkten  der  Krümmungsradius  gleich  0  ist. 
Der  obige  Ausdruck  des  Krümmungsradius  kann  auf  doppelte  Weise  ver- 
schwinden. Setzt  man  den  zweiten  Factor  des  Zählers  a^  -}-  ^3  =  0 ,  so 
erhält  man  zwei  Gleichungen;  nämlich  die  genannte,  und  die  Gleichung 
der  Curve  ^ter  Classe  ^^=0,  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  solcher 
Tangenten,  welche  die  Curve  in  Punkten  berühren,  in  welchen  der 
Krümmungsradius  =  0  ist.  Die  Tangenten  bilden  mit  der  x  Axe  des 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  und  mit  jeder  geraden  Linie  Winkel, 
deren  trigonometrische  Tangenten  gleich  i  1/  —  1  sind.  Diese  Art  von 
Tangenten  der  Curve  mag  hier  unberücksichtigt  bleiben.  Sie  entsprechen 
nach  dem  Gesetze  der  Reciprocität  den  in  der  Unendlichkeit  gelegenen 
Punkten  der  reciproken  Curven,  in  welchen  Punkten  die  Curven  bekannt- 
lich unendlich  grosse  Krümmungsradien  haben.  Setzt  man  den  ersten 
Factor  u^^u.^^u^^  -\-  2i<i2^i3^23  —  ^11^23  —  ^22^31  —  ^33^12?  die  Determinante 
der  Function  u,  gleich  Null,  so  ergeben  sich  daraus  und  aus  der  Gleichung 
der  Curve  die  Coordinaten  der  Bäckkehrtangenten,  welche,  mit  Ausschluss 
der  vorher  genannten,  solche  Tangenten  sind,  die  die  Curve  in  Punkten 
berühren,  in  welchen  die  Krümmungsradien  der  Curve  verschwinden. 
Diesen  Rückkehrtangenten  entsprechen  in  den  reciproken  Curven  die 
Wendepunkte,  in  welchen  bekanntlich  die  Krümmungsradien  der  Curven 
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unendlich  gross  sind.    Aus  der  Ansicht  der  die  Coordinaten  der  Rückkehr- 
tangenten bestimmenden  Gleichungen  ergiebt  sich  nun  folgender  Lehrsatz: 
Eine  Curve  nter  Classe  hat  im  Allgemeinen  3n{n  —  2)  Bückkehrtangenten. 
Zur  Bestimmung  dieser  Rückkehrtangenten   dient  Folgendes: 
Wenn    u   eine   ganze   und    homogene   Function   nten    Grades    von    den 
Variahein   a^,    a^,    a^   ist;    z/    die   aus    den   zweiten  partiellen   Bifferential- 

quotienten  der  Function  u  zusammengesetzte  Determinante  bedeutet  und  -^,  -^ 

die   rechtwinkligen  (oder  schiefwinkligen)  Coordinaten   einer  variaheln  Linie 
sind,  so  bestimmen  die  Gleichungen 

u=Q,  J  =0 

die  Coordinaten  der  Bückkehrtangenten  der  Curve  nter  Classe  u=0. 

Der  Lehrsatz  folgt  nach  dem  Gesetze  der  Reciprocität  aus  dem  ent- 
sprechenden, bekannten  Satze  von  den  Wendepunkten;  allein  die  darauf 
folgende  Angabe  dürfte  nicht  ohne  Weiteres  aus  diesem  Gesetze  herzuleiten 
sein.  Sie  stimmt  mit  der  Regel  zur  Bestimmung  der  Wendepunkte  einer 
Curve  ^ter  Ordnung,  welche  ich  im  28.  Bde.  S.  104^)  gegeben  habe, 
vollständig  überein,  wenn  man  die  Punktcoordinaten  in  Liniencoordinaten 
verändert. 

Ich  werde  nun,  indem  ich  n=3  setze,  um  die  Natur  der  Curven 
dritter  Classe  darzulegen,  in  dem  folgenden  Paragraphen  einige  Sätze 
über  diese  Curven  aufstellen,  deren  Beweise  sich  aus  den  früher  mitge- 
theilten  Sätzen  über  Curven  dritter  Ordnung  mit  Hülfe  des  Reciprocitäts- 
gesetzes  ergeben,  oder  durch  Deutung  der  sie  begründenden  Gleichungen, 
nach  Umänderung  der  Punktcoordinaten  in  Liniencoordinaten. 


i.  Alle,  dreien  gegebenen  Kegelschnitten  gemeinschaftlichen  harmonischen 
Polarenpaare  berühren  eine  und  dieselbe  Curve  dritter  Classe, 

Harmonische  Polaren  eines  Kegelschnittes  sind  bekanntlich  jede  zwei 
gerade  Linien,  welche  mit  dem  aus  dem  Schnittpunkte  derselben  an  den 
Kegelschnitt  gezogenen  Tangentenpaare  ein  harmonisches  Büschel  bilden. 


1)  [Seite  131  dieser  Ausgabe]. 
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2.  Wenn  eine  Curve  dritter  Classe  gegeben  ist,  so  lassen  sich  drei 
verschiedene  Systeme  von  Kegelschnitten  finden^  deren  gemeinschaftliche  har- 
monische Folarenpaare  die  Curve  dritter  Classe  berühren. 

Diese  Systeme  von  Kegelschnitten  werden  auf  folgende  Art  aus  der 
zwischen  a^,  ag,  a^   gegebenen   homogenen   Gleichung   *=0    der   Curve 

dritter    Classe    gefunden,    in    welcher  — ^-,  -^  die    Liniencoordinaten    der 

(A/o  ti/n 

Tangente  bedeuten.  Wenn  F  diejenige  Function  dritten  Grades  ist,  die 
zur  Determinante  die  Function  ^  hat,  und  man  bezeichnet  durch 
i^i,  jPgj  ^3  die  nach  den  Variabein  genommenen  partiellen  Differential- 
quotienten der  Function  F,  so  stellt  sich  das  gesuchte  System  Kegel- 
schnitte in  Liniencoordinaten  durch  die  Gleichung 

X,F,  +  hF,^l,F,  =  0 

dar;  in  welcher  Gleichung  l^,  l^^  l^  beliebige  Constanten  sind.  Da  sich 
aber  drei  verschiedene  Functionen  F  bestimmen  lassen,  deren  Deter- 
minanten die  gegebene  Function  ^  ausdrücken,  so  giebt  es  auch  drei 
verschiedene  Systeme  Kegelschnitte  von  der  genannten  Art.  Den  vorher- 
gehenden Satz  werde  ich  kürzer  so  ausdrücken: 

3.  Jede  Curve  dritter  Classe  hat  drei  verschiedene  Systeme  Polarenpaare, 

4.  Die  Verbindungslinie  der  Tangirungspimkte  jedes  Polarenpaares  der 
Curve  dritter  Classe  berührt  diese  Curve.     Und  umgekehrt: 

5.  Jede  Tangente  der  Curve  dritter  Classe  schneidet  die  Curve  in  vier 
Punkten.  Die  Tangenten  der  Curve  in  irgend  zwei  von  den  vier  Schnitt- 
punkten bilden  ein  Polarenpaar. 

6.  Betrachtet  man  irgend  zwei,  demselben  Systeme  zugehörige  Polaren- 
paare der  Curve  dritter  Classe  als  die  gegenüberliegenden  Seiten  eines  der 
Curve  umschriebenen  Vierecks,  so  bilden  die  Diagonalen  des  Vierecks  ein 
demselben  Systeme  zugehöriges  Polarenpaar. 

7.  Jede  drei  Tangentenpaare  der  Curve  dritter  Classe,  welche  sich  in 
denselben  vier  Punkten  schneiden,  bilden  drei,  demselben  Systeme  ange- 
hörende Polarenpaare. 

8.  Wenn  man  ein  Polarenpaar  der  Curve  dritter  Classe  mit  einer 
Tangente  der  Curve  durchschneidet  und  durch  die  beiden  Schnittpunkte  ein 
neues  Tangentenpaar  an  die  Curve   legt^   so   wird   die  Verbindungslinie  der 
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Schnittpunkte   des  Polarenpaares   mit   dem    Tangentenpaare   wieder   zu   einer 
Tangente  der  Curve. 

9.  Die  Systeme  von  drei  Tangentenpaaren  einer  Curve  dritter  Classe^ 
welche  sich  in  denselben  vier  Punkten  schneiden,  zerfallen  in  drei  Gattungen. 
Ein  solches  System  ist  demjenigen  Systeme  zugeordnet,  in  welchem  eines 
von  den  drei  Tangentenpaaren  ein  Polarenpaar  ist, 

10.  Die  der  Curve  dritter  Classe  umschriebenen  Dreiecke,  welche  die 
Eigenschaft  haben,  dass  die  von  den  Ecken  derselben  an  die  Curve  ge- 
zogenen Tangenten  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden,  lassen 
sich  in  drei  Systeme  von  Dreiecken  sondern.  Ein  solches  Dreieck  gehört 
demjenigen  System  an,  in  welchem  eine  Seite  und  die  durch  die  gegenüber 
liegende  Ecke  gehende   Tangente  ein  Polarenpaar  ist. 

11.  Es  lassen  sich  der  Curve  dritter  Classe  nur  drei  Dreiecke  um- 
schreiben, deren  Ecken  auf  den  drei,  von  einem  beliebigen  Punkte  an  die 
Curve  gezogenen  Tangenten  liegen. 

12.  Jede  Tangente  der  Curve  dritter  Classe  schneidet  dieselbe  in  vier 
Punkten.  Von  den  vier  Tangenten  in  diesen  vier  Schnittpunkten  ist  jede 
die  Polare  zu  den  drei  andern  in  verschiedenen  Systemen,  und  irgend  drei 
derselben  bilden,  zu  zweien  combinirt,  drei  Polarenpaare  in  verschiedenen 
Systemen. 

13.  Wenn  von  drei  Tangenten  der  Curve  dritter  Classe  eine  Tangente 
die  Polare  zu  den  beiden  andern  in  zwei  verschiedenen  Systemen  ist,  so 
bilden  die  beiden  letzten  ein  Polarenpaar  aus  dem  dritten  Systeme. 

14.  Drei  von  einem  beliebigen  Punkte  an  die  Curve  dritter  Classe 
gezogene  Tangenten  haben  in  verschiedenen  Systemen  drei  Polaren,  welche 
sich  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden. 

15.  Wenn  man  die  Curve  dritter  Classe  mit  einer  Tangente  derselben 
schneidet,  so  bilden  die  Tangenten  in  den  vier  Schnittpunkten  ein  voll- 
ständiges Vierseit,  dessen  drei  Diagonalen  paarweise  Polarenpaare  aus  ver- 
schiedenen Systemen  sind.  Die  Tangirungspunkte  dieser  Diagonalen  und 
der  Tangirungspunkt  der  ersten  Tangente  liegen  auf  einer  und  derselben 
geraden  Linie,  welche  die  Curve  berührt. 

16.  Wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  an  die  Curve  dritter 
Classe    drei    Tangenten   zieht,    so    schneiden   dieselben    die    Curve    in   zwölf 
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Punkten.  Von  den  2wölf  Tangenten  in  diesen  Punkten  schneiden  sich  sech- 
zehnmal  drei  Tangenten  in  einem  Punkte, 

17.  Wenn  V  eine  beliebig  gegebene  homogene  Function  dritten  Grades 
von  den  Liniencoordinaten  «i,  a^^  %  bedeutet^  also 

F=0 

die  Gleichung  einer  beliebig  gegebenen  Gurve  dritter  Classe,  und 

ai  a^  -j-  0^2  ^2  ~1~  ^3  ^3  =^  0 

die  Gleichung  eines  gegebenen  Punktes  ist,  so  ist,  wenn  man  die  Deter- 
minante der  Function  V,  gebildet  aus  den  zweiten  partiellen  Differential- 
Quotienten  dieser  Function,   durch   W  bezeichnet, 

/dV  dW      dV  dW\  /dVdW       dV  dW\  /dV  dW       dV  dW\  ^  ^ 

^^[jalJä^       aogäög";    '    ^n^ö^s  ^cti        ^^1  daj~^^^\da^  da^        da^  daj 

die  Gleichung  einer  Gurve  vierter  Classe,  welche  von  den  Tangenten  berührt 
wird,  die  die  Gurve  dritter  Classe  in  denjenigen  Punkten  berühren,  in  welchen 
die  drei  aus  dem  gegebenen  Punkte  an  die  Gurve  gezogenen  Tangenten  die 
Gurve  schneiden. 

Diese  Sätze  entsprechen  den  Sätzen  1  bis  17  in  der  vorhergehenden 
Abhandlung.  Ich  füge  hiezu  noch  einige  Sätze,  welche  den  früher  auf- 
gestellten Sätzen  über  die  Wendepunkte  der  Curven  dritter  Ordnung  auf 
gleiche  Weise  entsprechen. 

18.  Jede  zwei  Bückkehrtangenten  einer  Gurve  dritter  Classe  schneiden 
sich  in  einem-  Punkte,  durch  welchen  auch  eine  dritte  Rückkehrtangente  geht. 

19.  Es  lassen  sich  viermal  drei  Punkte  angeben,  durch  welche  die 
neun  Bückkehrtangenten  einer  Gurve  dritter  Classe  gehen. 

20.  Wenn  man  die  homogene  Gleichung  einer  Gurve  dritter  Classe 
durch  lineare  Substitutionen  neuer   Variabein  b^,  62  ?  ^3  <^^/^  ^^^  Form 

II  ^  53  _|_  j3  _|_  6  /7  j^  j^  j^  _  0 

bringt,  so  sind  bi  =  0,  62  =  0,  &3  =  0  die  Gleichungen  der  drei  Punkte,  in 
welchen  sich  die  neun  Bückkehrtangenten  der  Gurve  zu  dreien  schneiden. 

Von  diesen  Sätzen  werde  ich  in  den  folgenden  Paragraphen  Ge- 
brauch machen. 

Hesse's  .Werke.  ^^ 
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3. 

Eine  beliebig  gegebene  homogene  Function  q)  dritten  Grades  von 
den  Variabein  x^,  cCa,  x^  lässt  sich,  wie  ich  im  28.  Bande  dieses  Journals 
S.  95^)  bewiesen  habe,  durch  lineare  Substitutionen  von  der  Form 

10.  I  «2  =  «2"  Vi  +  xf  2/2  +  xf  «/3 , 

i  «3  -=  4^'  «/i  +  xf  «/2  +  xf  y^ 

auf  die  einfache  Form 

11-  ^P  =  y\^yl  +  yl  +  ^ny^y^y^ 

zurückführen.    Wenn  man  durch  — ^,  -^,  oder,  kürzer  ausgedrückt,  durch 

x^      x^ 

Xi,  X2,  x^  rechtwinklige  Punktcoordinaten  bezeichnet,  so  stellt  die  Gleichung 
q)  =  {)  eine  beliebige  Curve  dritter  Ordnung  dar,  und  die  Gleichungen 
^1=0?  ?/2  =  0 ,  2/3  =  0  sind  die  Gleichungen  von  drei  geraden  Linien, 
welche  durch  die  neun  Wendepunkte  der  Curve  gehen  (Bd.  28  S.  107).''^) 
Ich  werde  fortan  die  Variabein  y^^  y^^  y^^  welche  als  Functionen  der 
rechtwinkligen  Coordinaten  x^^  x^^  x^  durch  die  Substitutionen  (10)  ge- 
geben sind,  die  neuen  Coordinaten  des  Punktes  nennen,  w^elcher  durch 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  x^^  x^-,  x^  bestimmt  ist. 

Die  Curve  dritter  Ordnung  ap  =  0,  welche  ich  hier  untersuchen  werde, 
lässt  sich  als  der  geometrische  Ort  der  harmonischen  Polenpaare  dreier 
zu  bestimmender  Kegelschnitte  oder  eines  ganzen  Systems  Kegelschnitte 
betrachten,  unter  welchen  die  drei  erwähnten  beliebig  gewählt  werden 
können  (Bd.  28  S.  105).^)  Die  Gleichung  dieser  Kegelschnitte  erhält  man 
(wie  an  der  citirten  Stelle  bewiesen  worden  ist)  aus  derjenigen  der  Function  f 
(deren  Determinante  die  Function  cp  ist),  wenn  man  die  Summe  der 
partiellen  Differentialquotienten  der  Function  f,  jede  mit  einer  veränder- 
lichen Constante  multiplicirt,  gleich  Null  setzt.  Es  ist  aber  die  Func- 
tion ff  durch  die  neuen  Coordinaten  ausgedrückt,  abgesehen  von  einem 
Constanten  Factor,  mit  vv^elchem  dieselbe  multiplicirt  ist  und  auf  welchen 
es  hier  nicht  ankommt,  folgende: 


1)  [Diese  Ausgabe,  S.  121.] 

2)  [Diese  Ausgabe,  S.  135.] 

3)  [Diese  Ausgabe,  S.  133.] 
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12.  f=^  y\  +  y\  +  y\  +  ^pyiy.jjz'^ 
wo  p  durch  die  Gleichung  dritten  Grades 

13.  p^+  3/7i4-|=:0 

gegeben  ist.  Mithin  erhält  man  für  die  Gleichung  des  gesuchten  Systems 
von   Kegelschnitten : 

^^i^  +  /^2^  +  ^3^  =  0     Oder     l^lLj^i  If^j^i  1L=.Q^ 

Setzt  man  nun  je  zwei  von  den  Grössen  l  gleich  Null,  so  erhält 
man  aus  dieser  Gleichung  die  Gleichungen 

14.  yl^  "^py^y^^  0;       yl  +  '^]9yiy^  =  0;       2/3  +  2^2/1^2  =  0 

dreier  Kegelschnitte ,  deren  gemeinschaftliche  Polenpaare  auf  der  Curve 
dritter  Ordnung  c/)  =  0  liegen. 

Es  seien  y^^  y^^  y^  und  Zj,  Y^^  Y^  die  neuen  Coordinaten  eines 
beliebigen,  diesen  drei  Kegelschnitten  gemeinschaftlichen  Polenpaares, 
welches  ich  kürzer  ein  Polenpaar  der  Curve  genannt  habe.  Alsdann  hat 
man  folgende  Bedingungsgleichungen: 

'    yi^x  +pyzY2-\-py2Y^  =  o, 

^2/2^1   +i^^ll^2+       ^3l'3=   0; 

aus  welchen  sich  durch  Elimination  von  y^,  y^^  y^  oder  Z^,  3^2?  ^3  wiederum 
die  Gleichung  der  Curve  99  =  0  ergiebt.  Durch  dieses  Polenpaar  der 
Curve  lege  ich  eine  gerade  Linie,  deren  Gleichung 

16.  &i2/l  +  ^22/2  +  ^3?/3=   0 

sei,  welche  durch  Substitution  der  Werthe  von  y^^  y^^  y^^  wie  sie  sich 
durch  Auflösung  der  linearen  Gleichungen  (10)  ergeben,  in 

17.  a^Xi  -f-  <^2^2  +  %^3  =  0 

übergehe.  Zwischen  den  rechtwinkligen  Coordinaten  dieser  geraden  Linie 
^1?  ^2?  ^3  und  den  neuen  Coordinaten  derselben  geraden  Linie,  welche 
ich  als  die  Coefficienten  &i,  62?  ^3  der  durch  die  neuen  Punktcoordinaten 
ausgedrückten  Gleichung  (16)  der  geraden  Linie  definire,  erhält  man 
folgende  Relationen: 

26* 
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1 


Jj  =  4»)  CJj   _[-  xf  «2  +  4^'  «3 


xf'  «1  -|-  sr^ '  «2  +  ^! 


.(2)  , 


a?3  «3, 


19 


&2 

welche  die  einen  bestimmen,  wenn  die  anderen  gegeben  sind.  Damit 
nun  die  gerade  Linie  (16)  durch  das  erwähnte  Polenpaar  der  Curve  hin- 
durchgehe, müssen  folgende  zwei  Gleichungen  erfüllt  werden: 

Eliminirt  man  aus  den  fünf  Gleichungen  (15  und  19)  die  Variabein 
^1?  ^2?  ^3  uiid  Zi,  Zgj  i^3j  welche  in  diesen  Gleichungen  die  Stelle  von 
vier  Unbekannten  vertreten,  da  nur  ihre  Verhältnisse  in  die  Gleichungen 
eingehen,  so  erhält  man  eine  Relation  <f>  =  0  zwischen  den  neuen  Coor- 
dinaten  &i,  62  ?  ^3  ^^^  geraden  Linie  (16),  welche  ein  Polenpaar  der  Curve 
verbindet.  Diese  Elimination  lässt  sich  am  einfachsten  dadurch  aus- 
führen,  dass  man  den  Gleichungen  (15  und   19)  die  Form 


P 

.¥2^2  


^2l'3  +  y3l'2, 

2/1  1^2   +.%J^1, 


P 
P 

giebt  und  sie  paarweise  addirt,  oder  von  einander  abzieht,  wodurch  man 


,it^h  =  ysYi  —  yiYs, 
ii\  =  y^Y^  —  y^Y^ 


jiibi 


^u  b.2  — 


ut 


Vi 


Y. 


P 

.^2  Y^ 
P 

y^Y^ 


'-  =  2y,Y,, 


a  ho 


Vi 


^  =  2^3i^2, 


p 


erhält.  Multiplicirt  man  alsdann  die  erste  Gleichung  (19)  nach  einander  mit 
2  Fl,  2^2)  2  Zg  und  setzt  die  Werthe  der  Producte  rechts  aus  den  zuletzt 
abgeleiteten  Gleichungen  hinein,  so  erhält  man  folgende  drei  Gleichungen: 

-2|)&i«/iFi+       hy2Y.2^       b2y.iY^=^0, 

hyi^i  —  '^phy^Yz^      iiynYr=  ^, 
hyiYx+      &  1  y-i Fo --  2 p 63 ,?/3 F3  =  0, 


20. 
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woraus  durch  Elimination  der  drei  Producte  ^iTi;  ^2^2;  Vz^z  die  ge- 
suchte Relation  *=0  hervorgeht.  Ich  bemerke  noch,  dass,  wenn 
man  in  (20) 

y,Y,  =  B,;  y^Y^  =  B^\  y^T^  =  B^ 

setzt,  &i,  62?  ^3  uiid  jBi,  B2,  J?3  die  Coordinaten  eines  Polarenpaares  der 
Curve  dritter  Classe   *  =  0  sind. 

Auf  dem  angegebenen  Wege  findet  man  für  die  Function  <P: 

21.  <p  =  hi  +  ii  +  bi  +  6nh,b,h, 

wo  die  Constante  TT  durch  die  lineare  Gleichung 
22.  p^-^spH  —  1=0 

bestimmt  wird,  und  nun  p  eine  der  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (13)  ist. 

Aus  dem  Grade  der  Gleichung  <P  =  0  lässt  sich  nun  folgender  Lehr- 
satz schliessen,  welchem  ich  zugleich  seinen  entsprechenden  beifüge: 

31,    Die  geraden  Linien,   welche  Die    Punkte y     in    welchen    sich 

Polenpaare   einer  Curve  dritter  Ord-  Polarenpaare  einer  Curve  dritter  Classe 

nung  aus  einem  und  demselben  Systeme  aus    einem    und    demselben    Systeme 

verbinden,  berühren  eine  Curve  dritter  schneiden,    liegen    auf   einer    Curve 

Classe.  dritter  Ordnung. 

Da  eine  Curve  dritter  Ordnung  drei  Systeme  Polenpaare  und  eine 
Curve  dritter  Classe  drei  Systeme  Polarenpaare  hat,  so  lassen  sich  die 
beiden  genannten  Sätze,  mit  Berücksichtigung  der  früher  angegebenen, 
auch  so  ausdrücken: 

22,  Wenn  man  von  einem  variabeln  Wenn   man   eine  gegebene   Curve 

Punkte  einer  gegebenen  Curve  dritter  dritter  Classe  mit  einer  variabeln 
Ordnung  Tangenten  an  die  Curve  zieht  Tangente  durchschneidet ,  so  bilden 
und  durch  die  vier  Tangirungspunkte  die  Tangenten  in  den  vier  Schnitt- 
drei  Linienpaare  legt,  so  berührt  jedes  punkten  ein  vollständiges  Vierseit,  in 
dieser  drei  Linienpaare  eine  andere  welchem  jede  von  den  drei  Diagonalen 
Curve  dritter  Classe.  von  einem  Punktenpaare  begrenzt  wird, 

ivelches    eine    andere    Curve    dritter 
Ordnung  beschreibt. 
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Aus  der  Form  der  Function  ^  lässt  sich  Folgendes  schliessen,  was 
zur  Vervollständigung  der  vorhergehenden  Sätze  22   dient: 

23.  Durch  die  neun  Wendepunkte  Die   neun  Rückkehr  lang  enten   der 

der  gegebenen  Gurve  dritter  Ordnung  gegebenen  Curve  dritter  Classe  gehen 

lassen  sich  viermal  drei  gerade  Linien  viermal    durch    drei    Punkte,      Diese 

legen.     Diese    drei    geraden    Linien  drei  Punkte    bilden    die  Ecken   eines 

bilden  ein  Dreieck,   in  dessen  Ecken  Dreiecks,     dessen    Seiten    durch    die 

sich  die  neun  Bückkehrtangenten  jeder  neun    Wendepunkte    jeder    der    drei 

der    drei    Curven    dritter    Classe    zu  Curven  dritter  Ordnung  gehen, 
dreien  schneiden. 

Ich  werde  in  dem  folgenden  Paragraphen  die  oben  durchgeführte 
Untersuchung,  aus  einem  anderen  Gesichtspunkte  betrachtet,  wieder  auf- 
nehmen; einer  nicht  unwichtigen  Bemerkung  wegen,  die  sich  auf  dem 
eingeschlagenen  Wege  schwerer  begründen  lässt. 


Es  seien  ^i,  z^^  z^  die  neuen  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  P 
der  betrachteten  Curve  dritter  Ordnung  99  =  0.  Von  ihm  aus  lassen 
sich  an  die  Curve  vier  Tangenten  ziehen,  deren  Tangirungspunkte  in 
dem  Kegelschnitte 

'  ^Vi         ^  ^y,  ^  '  dys 

liegen,  welcher  die  Curve  zugleich  m  dem  Punkte  P  berührt.  Setzt  man 
der  Kürze  wegen  /?  =  Ä^i  + /?2^2  +  Ä^s,  so  werden  die  Coefficienten 
ßij  Äj  ßs  sich  immer  so  bestimmen  lassen,  dass  die  Gleichung 

identisch  wird;  in  welcher  Gleichung  a,  &,  B  lineare,  homogene,  noch 
zu  bestimmende  Functionen  von  y^,  y^^  y^  bedeuten,  die,  der  Reihe  nach 
gleich  Null  gesetzt,  die  Tangente  in  dem  Punkte  P  und  das  durch  die 
vier  Tangirungspunkte  gelegte  Linienpaar  darstellen.     Setzt  man  also 
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B  =  B,y,  +  -^2^2  +  ^3^3? 

so  werden  die  unbekannten  Coefficienten  in  den  genannten  linearen, 
homogenen  Functionen  sich  durch  Entwicklung  der  beiden  Theile  der 
identischen  Gleichung  (23)  und  durch  Gleichsetzung  der  Coefficienten 
gleicher  Potenzen  und  Producte  der  Variabein  finden  lassen.  Aus  dieser 
Gleichsetzung  gehen  aber  folgende  Gleichungen  hervor: 

1    -\-  ßl^l==(^lhBu  1    +/?2^2  =  ^2^2^27  1    -{-  ß^h  =  CCzhB^, 

ß^z,  +  27iß,Zs  =  a^h.B,  +  a,{h^B2  +  hB,l 

ßi  ^2  +  2  :^/?2^3  =  ^^1  hB2  +  ^2(^1  B2  +  hB,\ 

24.    <!/33^2  +  27T/32^,  =  a^h2B2  +  ^2(^2^3  +  ^s^y? 

/?2  ^3  +   2  n  ß^Z^  =  C^2  Ö3  B^  +  «3  (62  ^3  +   ^3  ^2), 
/?1^3  +    27r/53^2  =  ^1^3  ^3  +  «3(^3  ßl   +   ^l-BsX 

/^B^i  +  27i/9i^2  =  ^3^iJ5i  4-  ^i(&3-5i  +  hB^). 

Um  aus  diesen  Gleichungen,  in  welchen  sich,  wie  man  bemerken 
wird,  die  Indices  vertauschen  lassen,  die  Grössen  &i,  &2?  ^3  ^^d  J5i,  .Ba^  B^ 
zu  bestimmen,  hebe  ich  die  vierte  Gleichung  heraus  und  eliminire  ß^ 
und  ß2  mit  Zuziehung  der  beiden  ersten  Gleichungen.     Dieses  giebt 

und  durch  Vertauschung  der  Indices   1,   2   geht  die  Gleichung  in 

26. "^  -^  ^  a^h^B^  +  2  71  ^^  a2b2  B2  =  a,b2B2  +  a2  {h,B2  +  &2-B1) 

•^1  ^2  -^1  -^2 

über.  Ich  multiplicire  nun  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  c^2  ?  die  zweite 
mit  a^  und  ziehe  das  Letztere  von  dem  Ersteren  ab.     Dadurch  erhalte  ich 


0. 


Da    der   zweite    Factor   in    dieser  Gleichung   nicht   gleich  Null   sein 
kann,  so  wird: 
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Durch  Vertauschung  der  Indices  in  dieser  Proportion  erhält  man 

&1  ^1  :  &2  J?2  •  &3  Bq  =  ^i',  ^2'  ^3^ 

oder,  wenn  man  durch  x  einen  unbestimmten  Factor  bezeichnet: 

27.  b^B^  =  zZj;  62-^2  =^^-^2;  ^3-53  =  ^^3. 

Setzt  man  diese  Werthe  von  b^  B^  und  60^2  in  die  obige  Gleichung  (25) 
und  bezeichnet  den  Ausdruck  2tix ,  welcher  sich  durch  die  Ver- 

^1  -^2  ^2, 

tauschung  der  Indices  nicht  ändert,  der  Kürze  wegen  durch  l,  so  geht 
diese  Gleichung  in 

lz^  =  b^B^  +  b^B^ 

über;  woraus  durch  Vertauschung  der  Indices  wiederum  folgende  drei 
Gleichungen  hervorgehen: 

28.  62^3  +  hB^  =  lz^\         b^B^  +  b^B^  =  lz^\         b^B^  +  &2  ^i  =  ^^3- 

Die  Grössen  &i,  b^^  h^  und  B^^  B^^  B^,  oder  vielmehr  ihre  Verhält- 
nisse, lassen  sich  aus  den  Gleichungen  (27  und  28)  nicht  anders  als 
durch  Auflösung  einer  cubischen  Gleichung  finden;  was  geometrisch  schon 
daraus  erhellt,  dass  sich  durch  die  genannten  vier  Tangirungspunkte 
drei  Linienpaare  legen  lassen.  Um  die  cubische  Gleichung  auf  symme- 
trische Weise  abzuleiten,  nehme  man  an,  dass  Z^^  Z^^  Z^  drei  Grössen 
seien,  welche  den  beiden  Gleichungen 

b,Z,   +   &2^2  +  hZ,  =   0,  B,Z,   +   ^2^2  +  ^3^3  =   0 

genügen;  also  die  neuen  Coordinaten  desjenigen  Punktes,  in  welchem  sich 
die  Linien  b  =  0  und  J5  =  0  schneiden.  Alsdann  lassen  sich  aus  den 
Gleichungen  (27  und  28)  leicht  folgende  drei  Gleichungen  zusammen- 
stellen: 

j^iZ,+  ^3^2+  ^2^3=0, 
^3^1 +  -^2^2+  ^1^3=  0, 
^2  ^1  +      ^1  ^3  +  „;  ^3  ^3  ==  0, 
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in  welchen  der  Kürze  wegen  —=2p  gesetzt  ist.    Eliminirt  man  nun  die 

Hüifsgrössen  Z^,  Zg,  Z^  und  bemerkt,  dass  ^l  ~^  ^l-{-  ^l  -{-  %tc2^z^z^=  ^ 
ist,  weil  <0i ,  <s?2  j  -^3  die  neuen  Coordinaten  eines  Punktes  der  Curve  95  =  0 
sind,  so  erhält  man  für  die  gesuchte  cubische  Gleichung: 

29.  p^+  3/71  -f  ^=  0. 

Diese  Gleichung  stimmt  aber  mit  der  Gleichung  (13)  überein.  Es 
ist  mithin  p  hier  dieselbe  Grösse,  welche  an  der  genannten  Stelle  mit 
diesem  Buchstaben  bezeichnet  wurde. 

Will  man  nun  die  Verhältnisse  1^:1^:  h^  und  B^:  B2:  B^  suchen, 
nachdem  man  einen  Werth  von  p  berechnet  hat,  welcher  der  Gleichung 
(29)  genügt,  so  kann  dies  aus  folgenden  Gleichungen  geschehen: 


30. 


in  welche  die  Gleichungen  (27  und  28)  übergehen,  wenn  man  für  ;. 
den  Werth  2pz  setzt.  Es  erfordert  diese  Bestimmung  nur  die  Auflösung 
von  quadratischen  Gleichungen ;  welche  ich  übergehe.  Es  lässt  sich  aber 
aus  den  zuletzt  angeführten  Gleichungen  ein  wichtiges  geometrisches 
Resultat  ziehen.  Denn  multiplicirt  man  die  drei  ersten  Gleichungen  mit 
2  p  und  zieht  sie  von  den  drei  letzten  ab,  so  erhält  man 

~2ph,B,+  h,B,-\~  b,B,  =  0, 
hB,~  2pb,B,+  h,B,=  0, 
b^B,  +        b,B2  —  2pb.,B^=  0; 

welche  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  (20)  übereinstimmen,  wenn  man 
yiY^  =  B-^,  y2T2  =  B2,  y^Y^=zB^  setzt.  Dieses  beweist  aber,  dass  das 
betrachtete  Linienpaar  &  =  0  und  B  =  0  ein  Polarenpaar  der  Curve 
dritter  Classe  ^  ==  0  ist.  Die  Lehrsätze  22  lassen  sich  hiernach  wie 
folgt  vervollständigen : 

Hesse's  Werke.  27 


&jJ5j  =  xz^, 

h,B,  +  h,B,=  2py.z„ 

b^B^^y.z^, 

b^Bi  +  b,Bs  =  2pzz.2, 

^3-^3  =  •^^S^ 

^1  ^2  +  ^2-ßi  =  '^P>^^a> 
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24:.  Wenn  man  von  einem  varia- 
heln  Punkte  einer  gegebenen  Curve 
dritter  Ordnung  Tangenten  an  die 
Curve  zieht  und  durch  die  vier  Tan- 
girungspunkte  drei  Linienpaare  legt, 
so  berührt  jedes  der  drei  Linien- 
paare eine  andere  Curve  dritter  Classe 
und  ist  zugleich  ein  Polarenpaar 
dieser  Curve, 


Wenn  man  eine  gegebene  Curve 
dritter  Classe  mit  einer  variabeln 
Tangente  durchschneidet^  so  bilden 
die  Tangenten  in  den  vier  Durch- 
Schnittspunkten  ein  vollständiges  Vier- 
sen, in  welchem  jede  der  drei  Diago- 
nalen von  einem  Punktenpaare  be- 
grenzt wird,  welches  eine  andere 
Curve  dritter  Ordnung  beschreibt,  und 
dieses  Punktenpaar  ist  zugleich  ein 
Polenpaar  dieser  Curve. 


Königsberg,  im  August   1847. 


13. 

Eigenschaften  der  Wendepunkte  der  Curven  dritter  Ordnung 
und  der  Rückkehrtangenten  der  Curven  dritter  Classe. 

[Journal   für    die   reine    und   angewandte   Mathematik.     Band    38,    Seite    257  —  261.] 


1,  Von  den  neun  Wendepunkten  d^^  d^  ....  d^  einer  beliebigen  Gurve 
dritter  Ordnung  liegen  zwölfmal  drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie  ^  nach 
folgendem  Schema: 


ö\$2fh~  A, 

d\d,^,~B„ 

<^^^J\^c„ 

(5"i  Jg  d\  E 

eeeA, 

^i^t,^^      A, 

^S  ^6(^  =  ^2, 

(h^6'h        Ca, 

^3  ^5  <^8  - 

^^i»,, 

^1^8^^         A, 

(^2(^(^9        Ba, 

^s^h'h   —Ca, 

<h  'h  ^1  = 

^A; 

WO  die  Zeichen  für  die  zwölf  geraden  Lijiien  so  angenommen  sind,  dass 
Äi^  A2,  A^  drei  gerade  Linien  bedeuten ,  welche  durch  sämmtUche  neun 
Wendepunkte  hindurchgehen;  ebenso  B^^  B^^  I?3,  etc. 

Den  Beweis  dieses  Satzes  habe  ich  in  einem  früheren  Bande  dieses 
Journals^)  gegeben.  Man  kann  ihn  aber  auch  prüfen,  wenn  man  die 
Coordinaten  der  Wendepunkte  selbst  durch  lineare  Gleichungen  ausdrückt. 
Ist  nämlich  von  der  Curve  dritter  Ordnung  yl  -\-  y\-\-  yl-\-  6  ^  ^1 2/2  2/3  =  0 
die  Gleichung,  in  welcher  2/1 5  ^2?  ^3  lineare  Functionen  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  bedeuten,  die,  wie  man  weiss,  gleich  Null  gesetzt,  die 
Gleichungen  von  drei  geraden  Linien  werden,  welche  durch  die  neun 
Wendepunkte    hindurchgehen:    so    erhält    man    aus    der   Verbindung   der 


1)  [Diese  Ausgabe,  S.  135  und  141.] 
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Gleichungen  der  genannten  drei  geraden  Linien  mit  der  Gleichung  der 
Curve  für  die  Wendepunkte  folgende  Verhältnisse  der  linearen  Func- 
tionen  2/1,   «/2,   Vz'- 

Vi         Vi         Vz 

^^ 


WO  k'  und  k"  die   beiden   imaginären   dritten  Wurzeln   der  Einheit   sind. 
Hieraus   ergiebt   sich   nun   für   die  Gleichungen   der   zwölf  geraden 
Linien : 


0 

+  1 

1 

0 

+  1 

-k" 

0 

:+l 

-.-k! 

—  1 

0 

+  1 

k" 

0 

+  1 

-k' 

0 

+  1 

-{- 1 

k' . 

0 

+  1 

—  1 

0 

+  1 

k". 

0, 

A  =  «/2  =  0 
-^3  =  3/3  =  0 

C,^k'y,+ 


^2+     ^3  =  0; 
y2~\-k'ys  =  0; 

^i  +  ^'2/2+     2/3  =  0; 


^1  =  2/1  +  ^2  +  «/3  =  0 
^^2  =^  2/1  +  ^"^2  +  '^'2/3  =  0 
-^3=      yi^k' y2  +  k"ys  =  0 

A  =  ^'Vi+  ^2+  2/3  =  0 
A=  2/1+  2/2 +  ^"2/3  =  0 
A=    2/1 +  ^"2/2+     2/3  =  0 


Die  neun  letzten  Gleichungen  erhält  man  unmittelbar,  wenn  man  in 
den  drei  Substitutionen  (Bd.  28  S.  96  des  Crelle'schen  Journals)^)  die 
Grössen  Si,  z^,  z^  gleich  Null  setzt. 

Dem  obigen  Satze  entspricht  folgender  Satz  von  den  Rückkehr- 
tangenten einer  Curve  dritter  Classe: 

/.  Ton  den  neun  Rückkehrtangenten  J',,  d^,  ....  $.^  einer  beliebigen 
Curve  dritter  Classe  schneiden  sich  zwölfmal  drei  Mückkehrtangenten  in  einem 
Punkte,  in  der  Art,  wie  es  das  obige  Schema  zeigt,  wo  A^.  A^,  ....  D^ 
die  zwölf  Schnittpunkte  bedeuten. 


1)  [Diese  Ausgabe,  S.  122.] 
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Diese  beiden  Sätze  lassen  sich  auch  umkehren,  wie  folgt: 

2,  Wenn  neun  Tunkte,  in  einer  und  derselben  Ebene,  eine  solche  Lage 
zu  einander  haben,  dass  ztvölfmal  drei  von  ihnen  auf  einer  geraden  Linie 
liegen,  so  wie  das  obige  Schema  es  vorschreibt,  so  sind  diese  neun  Punkte 
die  Wendepunkte  der  Curven  dritter  Ordnung,  welche  durch  die  neun  Punkte 
hindurchgehen. 

IL  Wenn  neun  gerade  Linien,  in  einer  und  derselben  Ebene,  eine 
solche  Lage  zu  einander  haben,  dass  zwölfmal  drei  von  diesen  Linien  durch 
einen  und  denselben  Punkt  gehen,  nach  Vorschrift  des  obigen  Schema^s, 
so  sind  diese  neun  geraden  Linien  die  Bückkehrtangenten  der  Curven  dritter 
Classe,  welche  von  den  neun  geraden  Linien  berührt  werden. 

Die  geraden  Linien  A^,  Ä2,  A^  bilden  die  Seiten  eines  Dreiecks 
«1,  <^2?  %•  Diö  Coordinaten  der  diesen  Seiten  gegenüberliegenden  Ecken 
^1,  ^2,  ^3  des  Dreiecks  lassen  sich  leicht  aus  den  angegebenen  Gleichungen 
bestimmen.  Ebenso  die  Coordinaten  der  Ecken  &j,  &2?  ^3  des  durch  die 
Linien  B^,  B^^  B^  gebildeten  Dreiecks  u.  s.  w.  Für  diese  Coordinaten 
ergeben  sich  nämlich  folgende  Verhältnisse  der  Grössen  y^,  2/2?  ys- 


Vi 

</2 

2/3 

«1 

1 

0 

:0 

«2 

0 

1 

:0 

«3 

0 

0 

:  1 

h 

1 

1 

:  1 

h 

1 

k' 

■.h" 

h 

1 

k" 

:k', 

Vi 

th 

Vi 

Cl 

k' 

:k' 

Ca 

1 

■.k" 

C3 

k" 

1 

d. 

k" 

■.k" 

^2 

1 

:k' 

ds 

k' 

1. 

Betrachtet  man  nun  die  neun  geraden  Linien  J,  deren  Gleichungen 


J, 


</2 


k"y3  =  0,       ^6  =  2/1 — A'^3=0> 


^7  =  ^1 
^8  =  ^1 
^9  =  2/1 


^"2/2 
2/2 


0, 


A;'  2/2  =  0 


sind,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass  auf  jeder  derselben  ein  Punkt  a,  ein 
Punkt  b,  ein  Punkt  c  und  ein  Punkt  d  liegt;  was  genauer  durch  folgenden 
Satz  ausgedrückt  wird: 
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3.  Die  geraden  Linien  A^,  A^,  A^;  B^,  B^y  B^;  C^^  G^^  G^;  Di,  B.,,  D^ 
(in  Satz  1)  bilden  vier  Breiecke ^  deren  entsprechende  Ecken  «i,  0^2 ,  a^; 
^1}  ^2f  ^3/  ^if  ^2f  ^s!  ^i)  ^2  5  ^3  ^'^f  ^eun  geraden  Linien  J  liegen,  so,  wie 
es  das  folgende  Schema  angiebt: 


«1  &1  Ci  dl  =  /^i , 

a^biCgds    -^4, 

«3  &2  Ci  c^3 ; 

-^7, 

a^h^c^d^       z/2, 

02  &8  Cl  ^2  -~=  ^5, 

«3  ^1  ^2  C?2 

=  ^8, 

a^b^Csd^       Jg, 

^2  &9  ^2  ^1            ^6 ! 

ö'a  63  C3  c^i ; 

=  J,. 

Und  unter  der  Voraussetzung  des  Satzes  (I)  hat  man  folgenden,  dem 
vorhergehenden  entsprechenden  Satz: 

III,  Die  Punkte  A^,  A^,  A^;  B^,  B^,  B^;  G^,  Go  G^;  B^,  B^,  B^  bilden 
die  Ecken  von  vier  Breiecken^  deren  entsprechende  Seiten  a^,  a^,  %;  b^,  b^,  b^; 
Ciy  ^2,  c^;  dl,  c?2  5  <^3  durch  neun  Punkte  J  gehen,  auf  die  Weise,  wie  es  das 
vorhergehende  Schema  angiebt. 

In  dem  ersteren  Falle  schneiden  sich,  wie  aus  dem  letzten  Schema 
zu  sehen  ist,  zwölf  mal  drei  gerade  Linien  z/  in  einem  Punkte,  in  folgen- 
der Art: 

z/4  z/5  z/ß  E^  0^2;  z/3  z/ß  /I^^EEbo]  z/2  z/ß  z/g  ==E  C2;  z/3  z/5  z/g  ^  ^2; 

z/7  z/g  z/g  EEEE  r/3  ;  z/2  z/5  z/9  ^  &3;  z/3  z/4  z/g  =  C3;  z/2  z/4  J^EEE^d^. 

Dieses  Schema  geht  in  das  erste  (in  1)  über,  wenn  man  für  die 
kleinen  Buchstaben  die  entsprechenden  grossen  und  für  die  grossen  die 
entsprechenden  kleinen  setzt.  Aus  dieser  Bemerkung  gehen  mit  Rück- 
sicht auf  II  und   2   folgende  Sätze  4  und  IV  hervor: 

4.  Bie  neun  geraden  Linien  J  (in  3)  sind  die  Bückkehrtangenten  der 
Curven  dritter  Glasse,  welche  von  den  neun  geraden  Linien  z/  berührt  werden. 

Von  jedem  der  Wendepunkte  der  Curve  dritter  Ordnung  lassen  sich 
nur  drei  Tangenten  an  die  Curve  ziehen,  und  die  Tangirungspunkte 
liegen  in  einer  geraden  Linie.  Diese  den  neun  Wendepunkten  ent- 
sprechenden neun  geraden  Linien  sind  die  Linien  z/;  wie  aus  ihren  oben 
angegebenen  Gleichungen  ersichtlich  ist.     Bringt  man  hiermit  den  Lehr- 
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satz  22  aus  der  früheren  Abhandlung  i)  in  Verbindung,  nämlich:  „Wenn 
man  von  einem  variabeln  Punkte  der  Curve  dritter  Ordnung  Tangenten 
an  die  Curve  zieht  und  durch  die  vier  Tangirungspunkte  drei  Linien- 
paare legt,  so  berührt  jedes  von  den  drei  Linienpaaren  eine  andere  Curve 
dritter  Classe":  so  zeigt  sich  sogleich,  dass  die  neun  Linien  z/  die  Rück- 
kehrtangenten dieser  drei  Curven  dritter  Classe  sind. 

IV.  Die  neun  Punkte  J  (in  III)  sind  die  Wendepunkte  der  Curven  dritter 
Ordnung,  welcJie  durch  die  neun  Punkte  gelten. 

Jede  Rückkehrtangente  der  Curve  dritter  Classe  schneidet  die  Curve 
nur  in  drei  Punkten,  und  die  Tangenten  der  Curve  in  diesen  drei  Punkten 
schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte.  Auf  diese  Weise  ent- 
spricht jeder  Rückkehrtangente  ein  Punkt,  und  die  den  neun  Rückkehr- 
tangenten entsprechenden  neun  Punkte  sind  eben  die  Punkte  z/.  Stellt 
man  diese  Bemerkung  mit  dem  reciproken  Lehrsatz  22  zusammen, 
nämlich:  „Wenn  man  die  Curve  dritter  Classe  mit  einer  variabeln  Tangente 
durchschneidet,  so  bilden  die  Tangenten  in  den  vier  Schnittpunkten  ein 
vollständiges  Vierseit,  in  welchem  jede  von  den  drei  Diagonalen  von 
einem  Punktenpaare  begrenzt  wird,  welches  eine  andere  Curve  dritter 
Ordnung  beschreibt":  so  zeigt  sich,  dass  die  neun  Punkte  J  die  Wende- 
punkte eben  dieser  drei  Curven  dritter  Ordnung  sind. 

Die  neun  geraden  Linien  J  lassen  sich  auch  auf  eine  andere  als  die 
beschriebene  Art  construiren.  Denn  betrachtet  man  das  Dreieck  ^i,  a^,  a^, 
so  zeigt  sich  leicht,  dass  die  Linien  a^  d^  und  z/j;  a^  d^  und  z/g;  a^  d^  und  z/3 
zu  den  Seiten  Ä^  und  A^  des  Dreiecks  harmonisch  sind ;  ferner,  dass  die 
Linien  a^d^  und  z/^;  a^S,^  und  z/5;  a^d^  und  z/^  harmonisch  sind  zu  den 
Seiten  A^  und  A^\  endlich,  dass  die  Linien  a^Sr^  und  z/^;  a^d^  und  z/g; 
a^d^  und  z/9  harmonisch  sind  zu  den  Seiten  A^  und  A^^ 

Aus  dieser  Bemerkung  ergiebt  sich  folgender  Lehrsatz: 

5.  Wenn  man  durch  die  neun  Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung 
die  Seiten  eines  Dreiecks  hindurchlegt  (ivas  viermal  geschehen  kann),  den 
Schnittpunkt   einer  Seite   mit   der   Curve    durch   eine  gerade   Linie   mit   der 


1)  [Diese  Ausgabe,  S.  205.] 
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gegenüberliegenden  Ecke  des  Breiecks  verbindet  und  zu  dieser  Verbindungs- 
linie sowie  den  beiden  Seiten  des  Dreiecks ,  welche  sich  in  ihr  schneiden^ 
die  vierte  harmonische  Linie  construirt^  so  geht  diese  Linie  durch  eine  Ecke 
eines  jeden  von  den  vier  Dreiecken  hindurch,  deren  Seiten  die  Curve  in  den 
neun   Wendepunkten  schneiden. 

Diesem  Satze  entspricht  folgender  andere: 

F.  Wenn  man  ein  Dreieck  construirt,  durch  dessen  Ecken  die  neun 
Bückkehrtangenten  einer  Curve  dritter  Classe  hindurchgehen  (was  viermal 
geschehen  kann),  und  zu  den  beiden  Seiten  des  Dreiecks  sowie  der  Bück- 
kehrtangente,  welche  in  einer  Ecke  des  Dreiecks  zusammenstossen,  die  vierte 
harmonische  Linie  construirt,  so  schneidet  diese  die  gegenüberliegende  Seite 
des  Dreiecks  in  einem  Punkte,  durch  welchen  eine  Seite  jedes  Dreiecks 
hindurchgeht,  in  dessen  Ecken  sich  die  neun  Bückkehrtangenten  zu  dreien 
schneiden. 


Königsberg,  im  September   1847. 


14. 

Transformation  einer  beliebigen  homogenen  Function  dritten 

Grades  von  zwei  Yariabeln  durch  lineare  Substitutionen  neuer 

Variabein,   in  eine  Form,  welche  nur  die  dritten  Potenzen 

der  neuen  Variabein  enthält. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.     Band  38,    Seite   262  —  265.] 


Es  sei 

1.  f  =  ax^  -\-  ^^hx^y  -^  ?>  cxy-  -\-  dy^ 

eine  beliebig  gegebene  homogene  Function  dritten  Grades  zwischen  den 
beiden  Variabein  x  und  y.  Diese  Function  lässt  sich  durch  Substitutionen 
von  der  Form 

2.  x  =  au  —  ßv^  y  =  au  —  ß' v 
auf  die  einfachere  Form 

3.  f=A.u^  —  B,v^ 

bringen,  weil  die  Zahl  der  zu  bestimmenden  Grössen  a,  ß,  a ,  ß\  A  und  B 
die  Zahl  der  Bedingungsgleichungen  um  zwei  Einheiten  übersteigt;  woraus 
zugleich  folgt  j  dass  man  zweien  von  den  zu  bestimmenden  Grössen 
beliebige  Werthe  geben  kann,  während  die  übrigen  durch  sie  bestimmte 
Werthe  erhalten. 

Wenn  man    den  Ausdruck  — -^ 1 — ^—    ,    o^leich    wie   in    der 

dx^     a?/        \dxdy  J  ^  ^ 

Abhandlung  „Ueber  die  Elimination  der  Variabein  u.  s.  w\"  in  diesem 
Journal  Bd.  28  S.  68^),    mit   dem   Namen   ,^  Determinante   der    gegebenen 


1)  [Diese  Ausgabe,  No.  8,  Seite  89.] 
Hesse's  Werke.  28 
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Function  f  in  Rücksicht  auf  die  Variabein  x,  y'-'  bezeichnet,  so  kann 
man,  weil  f  sich  auch  als  eine  Function  der  Variabein  Uy  v  betrachten 
lässt,  ebenso  die  Determinante  der  gegebenen  Function  in  Rücksicht  auf 
die  Variabein  u  und  v  bilden.  Die  erstere  werde  mit  cp,  die  andere 
mit  cp    bezeichnet.     Es  ist  alsdann 

wo  r  die  Determinante  bedeutet,  welche  aus  den  Coefficienten  von  u  und  v 
der  Substitutionen  (2)  gebildet  ist.  Den  Beweis  dieser  Gleichung  findet 
man  in  der  oben  citirten  Abhandlung  (S.   89)  ^). 

Setzt  man  in  die  letzte  Gleichung  die  Werthe  cp  und  cp  und  dividirt 
durch  die  Zahl  36,  so  erhält  man 

5.  -w?r  =  («c  —  'b''-)x^  -\-  (ad — bc)xy  -[-  {pd  —  c^)y^  = ^  ÄBuv. 

Aus  den  Substitutionen  (2)  ist  aber  ersichtlich,  dass  für  ^^  =  1,  ^  =  0, 
X  und  y  die  Werthe  a  und  d ,  und  für  w  =  0,  v  =^  —  1,  x  und  y  die 
Werthe  ß  und  ß'  annehmen.  Setzt  man  also  den  Theil  rechts  der  letzten 
Gleichung  =  0,  so  erhält  man  die  Gleichung 

6.  -ß^  =  (ac  —  b'^)  x^  -{-  (a  d  —  bc)xy  -\-  (bd  —  c^)y^  =  0^ 

00 

welcher   genug   gethan  wird,    wenn    man   a  und  d  oder   ß  und  ß'   statt 

a  ß 

X  und  y  setzt.     Die  Verhältnisse  —r  und  -37  sind  demnach  als  die  Wurzeln 

^  aß 

der  quadratischen  Gleichung  (6)  bestimmt,  in  welcher  y  =  \  ist,  und  es 
können,  wie  schon  oben  bemerkt,  den  Grössen  d  und  ß'  beliebige  Werthe 
gegeben;  z.  B.  es  kann  d  =  ß' =  1  gesetzt  werden,  wodurch  a  und  ß 
geradezu  die  Wurzeln  der  genannten  quadratischen  Gleichung  werden. 

Um  die  Werthe  von  A  und  B  zu  bestimmen,  bemerke  ich,  dass  die 
Function  f  in  Ä  oder  in  B  übergeht,  wenn  man  a  und  d  oder  ß  und  /?' 
statt  X  und  y  setzt.  Diese  Ausdrücke  kann  man  jedoch  mit  Hülfe  der 
Gleichung  (6)  in  einfachere  verwandeln.  Setzt  man  nämlich  der  Kürze 
wegen  für  die  Coefficienten  in  der  Gleichung  (6): 

ac  —  b^  =:  m,  ad  —  bc  =  n,  bd  —  c^  =  p, 

so  ergeben  sich  folgende  identische  Gleichungen: 


1)  [Diese  Ausgabe,  Seite  114.] 
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n        \amx-\-  (Shm  —  an)i^]       cp    2     ^^Z*      n^  —  ^mp 

.  j.         [d])y  -\-  iß  cp  —  dn)  x\  cp    2    _^     n^  —  4.  mp 

^'  ^'  P  36  "~  ^  '   a^^  '         6^)^ 

r>       ja         i     d     \      cp    d^f        n^  —  imp 

^"~lm  ^  +  7^j     "36"—  ^y'dxdy'        6mp       ' 

deren  Theile  links  sämmtlich  in  A  oder  in  B  übergehen,  wenn  man 
a  und  a  oder  ß  und  /?'  statt  x  und  ^  setzt,  weil  cp  für  diese  Werthe 
der  Variabein  verschwindet.  Macht  man  von  der  ersten  Gleichung  Ge- 
brauch, indem  man  die  sich  aus  ihr  ergebenden  Werthe  von  Ä  und  B 
in  (3)  substituirt,  so  erhält  man  die  gesuchte  transformirte  Function: 

wo  (—]     und   f-^)     die  Ausdrücke   bedeuten,    in   welche   der   zweite 
\dx^/a  \dx^/ß 

Differentialquotient  -|^  übergeht,    wenn   man    a   und  a    oder   ß   und  ß' 

statt  iT  und  2/  setzt. 

Mit    dieser    Transformation    steht    die    allgemeine    Auflösung    der 
cubischen    Gleichungen    in    der    engsten   Verbindung.      Dann    setzt    man 

—  =  Z,  so  wird  f=0  eine  cubische  Gleichung  in  X,  von  der  allge- 
y 

u 
meinsten    Form.      Diese    Gleichung    geht    aber,    wenn    man  -  =  ^    ^^nd 

a  =  ß'  =1   setzt,  durch  die  Substitution 

aco  —  ß 


9.  x=        , 

CO  1 

in 


über;  woraus  sich,  wenn  man  mit  h  irgend  eine  dritte  Wurzel  der  Ein- 
heit bezeichnet,  der  Werth 


10.  03  = 

K     tl  1      j     c^  I         I 

28' 
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von  cü  ergiebt.  Bezeichnet  man  nun  durch  X^,  X2,  X^  die  drei  Wurzeln 
der  Gleichung  f===0,  durch  k  eine  imaginäre  dritte  Wurzel  der  Einheit, 
und  substituirt  den  eben  gefundenen  Werth  von  co  in  (9),  so  erhält  man 


11. 


X, 


X, 


-|/(f).-^-f(f)„ 

Diese  Ausdrücke  der  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  haben  eine 
Form,  in  welcher  alle  algebraischen  Functionen,  aus  welchen  sie  zu- 
sammengesetzt sind,  durch  rationale  Functionen  der  Wurzeln  ausgedrückt 
werden  können.     Denn  betrachtet  man  in  den  Gleichungen  (11) 


ß  und 


als    die   Unbekannten,    so    erhält    man   durch    die    Auflösung    nach    den 
Unbekannten: 


X,  +  hX^  +  FX3 


12. 


^2  ^3  +  ^i^^^a  ^1  +  T^  ^1  ^2 

=  _  ^,^,-\-hX,X,  +  h''X,X, 
X,  +  ÄX,  +  Ä*X3 


ß 


Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  folgende  Regel  für  die  Bildung 
der  Wurzeln  einer   gegebenen  cubischen  Gleichung: 
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Es  sei  f  (x)  =  0  eine  gegebene  cuhische  Gleichung :'  so  stelle  man  die 

Determinante   der   homogenen   Function  y^fy—j  dritten  Grades   auf.     Setzt 

man  diese  Determinante  gleich  Null  und  zugleich  y  ==  1  ^  so  erhält  man 
eine  quadratische  Gleichung  in  x,  aus  deren  Wurzeln  a,  ß  die  Wurzeln 
Xi,  X2,  X3  der  gegebenen  cubischen  Gleichung  f  (x)  =  0  nach  Vorschrift 
der  Formeln  (11)  zusammengesetzt  sind. 

Ich  will  noch  bemerken,    dass    der  Ausdruck  von  X2,    wenn   in  der 
gegebenen  Gleichung  das  Glied,  welches  x^  enthält,  fehlt,  in 

Yß  —  Jcfa 

Übergeht.  Dieses  ist,  wenn  man  für  das  Product  a  ß  seinen  Werth  setzt, 
die  bekannte  Cardani'sche  Formel. 


Königsberg,  den   18.  December   1847. 


15. 


Transformation  einer  beliebigen  gegebenen  homogenen  Function 

vierten  Grades  von  zwei  Variabein  durch  lineare  Substitutionen 

neuer  Variabein  in  die  Form,  welche  nur  die  geraden  Potenzen 

der  neuen  Variabein  enthält. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.     Band  41,  Seite  243  —  263.] 


Es  giebt  nur  zwei  homogene  ganze  Functionenj  deren  Determinanten 
respective  von  demselben  Grade  sind,  wie  die  Functionen  selbst.  Ich 
verstehe  unter  Determinante  einer  Function  die  aus  den  zweiten  partiellen 
Difierentialquotienten  zusammengesetzte  Determinante.  Die  Transformation 
der  einen,  nämlich  der  homogenen  ganzen  Function  dritten  Grades  von 
drei  Variabein,  durch  lineare  Substitutionen,  habe  ich  in  Cr  eile's  Journal 
Band  28  Seite  68^)  auseinandergesetzt.  Die  Transformation  der  andern, 
der  homogenen  ganzen  Function  vierten  Grades  von  zwei  Variabein, 
welche  eine  in  die  Augen  fallende  Analogie  mit  der  ersteren  darbietet 
und  gleich  wie  jene  eine  einfache  geometrische  Interpretation  gestattet, 
werde  ich  im  Folgenden  behandeln.  An  diese  Aufgabe  wird  sich  die 
Auflösung  der  allgemeinen  biquadratischen  Gleichungen  anschliessen ; 
nebst  der  Untersuchung  einer  irreductibeln  Gleichung  vom  sechsten  Grade, 
welche  vermöge  gewisser  Eigenschaften  der  Wurzeln  sich  algebraisch 
auflösen  lässt. 


1)  [Diese  Ausgabe,  No.  8,  Seite  89.] 
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1. 

Wenn  man  durch  u  eine  beliebige  gegebene  homogene  Function 
vierten  Grades  der  beiden  Variabein  ^i,  x<^^  durch  w^,  %  ^i^  ersten  und 
durch  ^11 ,  Wi2  =  ^21  ?  ^22  ^i^  zweiten  partiellen  Differentialquotienten,  nach 
den  Variabein  genommen,  bezeichnet,  so  hat  man: 


f  X^  li^^  4-  X^^  U^2  = 
\  Xi  U21  ~p  X2  U22  — 


3  U2. 


Betrachtet  man  in  diesen  Gleichungen  diejenigen  Grössen  x^,  X2j 
welche  in  den  Theilen  derselben  links  explicite  vorkommen,  als  die 
Unbekannten  und  löst  die  in  Rücksicht  auf  diese  Unbekannten  linearen 
Gleichungen  auf,  so  erhält  man,  wenn  man  für  den  Ausdruck  ^^l  1^22 — ^12 
(der  in  dem  Folgenden  den  Namen  der  Determinante  der  Function  u 
führen  soll)  der  Kürze  wegen  v  setzt: 

(  XiV  =  -\-  3  U'i  U22  —  3  ^2 ^^12 j 

y  X2V  =  —  3 lii  11^2  -f-  3 iL2 Uli . 

Aus  diesen  Gleichungen  gehen  nun  durch  Differentiation  nach  den 
Variabein  folgende  Gleichungen  hervor: 


3. 


XiVi  —  2v==  SUi  U221  —  3  ^2  ^112  j 

Xi  V2                     =  O  ^1  ^222  *^  ^2  ^122  J 

X2  ^i                      ~~~~  ^  ^i  't^]i2  — I      *^  ^2  t^iii  j 

0^2  ^2—  2V  ==   —  3UiUi22  +   3^2^112? 


in  welchen  der  Kürze  wegen  Vi,  V2  für  die  ersten  partiellen  Differential- 
quotienten der  Function  v  und  Um ,  U112 1  ^122  ?  ^222  für  die  dritten  Differential- 
quotienten der  Function  u  gesetzt  ist. 

Es  sei  ferner  die  gegebene  Function: 

4.  U  =  ^40  X\  -|-   4  ^31  X\X2~\-   ^  0^22  OOlxl  -\-  4:  ^13  Xi.xl  -f-  (^/o4  ^2  ? 

und  die  aus  den  zweiten  Differentialquotienten  gebildete  Determinante 
dieser  Function: 


5.  V  =  &40  Xi   -\-   4:  hsi  XIX2  -{-   ß  &22  ^1  ^2  +    4  &13  X^  x\  -\-   &04  ^^ 
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Alsdann  hat  man: 

4-  ^1  =  <^40  ^1   ~1      *^  %1  ^l  ^2      1      ^  ^22  ^1  ^2      1      ^13  ^2  J 
^  ^2  ^^^^  %1  *^1       i"   *-*  ^22  '^1  '^2      i      ^  ^13  '^l  «^2   "1      ^04  »^2  J 

.  -^  V2  ==  0^1  Xi   — [-   O  0>22^i^2      1       '^  ^13*^1^2  ~y~  ^04  •^2' 

Betrachtet  man  in  diesen  vier  GleicTiungen  die  vier  Grössen  xf,  x\  x^^ 
x^xl^  x\  recMs  als  die  Unhehannten  und  löst  die  in  Rücksicht  auf  diese  un- 
bekannten linearen  Gleichungen  auf,  so  erhält  man  Gleichungen  von  der  Form: 


7. 


4.Bxlx^  =  Tl^^U^  +  7^22^^2  +  i^31  ^l  +i^22'2^2j 

4:Bx^xl  =  7122U1  +  n^^U2  +  fe^i  +  PisV^, 
[  4.Bxl      =  n^s^i  +  ^04^2  +  Pis^i  +  i^04^2; 


welche  Gleichungen  aus  eben  so  vielen  verschiedenen  Grössen  p  und  ti 
zusammengesetzt  sind,  als  die  aufzulösenden  Gleichungen  verschiedene 
Coefficienten  a  und  b  enthalten.  Der  gemeinsame  Nenner  B  der  Unbe- 
kannten ist,  da  die  Grössen  b  vom  zweiten  Grade  sind,  vom  sechsten 
Grade  und  homogen  in  Rücksicht  auf  die  Grössen  a.  Die  Grössen  tt 
und  p  sind  ebenfalls  homogen  und  von  den  Graden  5  und  4. 

Zum  Beweise  jener  Behauptung  dienen  die  Gleichungen  (3),  welche 
ich  vorausgeschickt  habe.  Denn  multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  (7) 
mit  X2,  die  zweite  mit  x^  und  setzt  die  Werthe  von  x^v^,  x^v^-,  ^^2^1?  ^2^2 
aus  (3),  so  erhält  man 

4.Bx\x2  =  Ui {:^4o ^2  —  Äo  3  -^112  —  P^x  3  ^^122} 

+  U2  {:^3i  ^2  +  i^40  3  Win  +  ^31  3  ^112}  +  P31  2  ^ , 

4.Bx\x2  =  u^  {^31  ^1  +  P^i  3  ^221  +  P22  3  ^22} 

-|-  U2 {7122 ^1  —  P^i  3  ^112  —  P22  3  ^^122}  +  Äi  2  ^; 

welche  beide  Gleichungen  die  Form 

4:Bx\x2  =  u^Äi  +  U2 Ä2  -{-  Ä.2v 

haben,  wo  A^  und  A2  homogene  Functionen  von  x-^  und  X2  ersten  Grades 
sind,  und  Ä  eine  Constante  ist.  Betrachtet  man  aber  in  dieser  identischen 
Gleichung   die    vier   Coefficienten   der  Variabein    in    Ä^   und  Ä2    und    die 

Hesse's  Werke.  29 
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Constante  Ä  als  fünf  Unbekannte,  so  erhält  man,  durch  Gleichsetzung 
der  Coefficienten  gleicher  Potenzen  und  Producte  der  Variabein  auf  beiden 
Seiten  der  Gleichung,  fünf  in  Beziehung  auf  die  Unbekannten  lineare 
Gleichungen,  aus  welchen  sich  für  die  Unbekannte  Ä  nur  ein  einziger 
Werth  ergiebt.  Dieser  Coefficient  Ä  von  2  v  ist  also  in  den  beiden  vor- 
hergehenden Gleichungen  einer  und  derselbe;  also  ist  auch  die  Grösse  ^31 
in  den  beiden  ersten  Gleichungen  (7)  eine  und  dieselbe.  Auf  eben  die 
Art  lässt  sich  beweisen,  dass  auch  die  Grössen  P22  in  der  zweiten  und 
dritten  Gleichung  denselben  Werth  haben,  etc. 

Um  zu  beweisen,  dass  auch  tt^^  in  den  beiden  ersten  Gleichungen  (7) 
eine  und  dieselbe  Grösse  ist,  setze  ich  in  den  Gleichungen  (3)  statt  2v 
seinen  Wevth.  =  ^  (x^v^ -{- X2V2)  und  statt  ^m,  u^i2j  '^122?  ^222  ihre  Werthe 
als  lineare  Functionen  von  Xi,  X2.  Wenn  man  zu  diesen  Gleichungen, 
welche,  da  die  erste  und  letzte  Gleichung  nicht  verschieden  sind,  nur  die 
Stelle  von  drei  Gleichungen  vertreten,  noch  die  Gleichung  4:U  =  XiU^-\- X2 U2 
hinzufügt,  so  hat  man  vier  Gleichungen,  deren  Theile  rechts  die  vier 
Grössen  x^ic^,  X1U2,  ^2^1?  ^2%?  ^^d  deren  Theile  links  die  fünf  Grössen  x^v^, 
X1V2J  ^2^1?  ^2 '^2  ^^^  ^  3.uf  lineare  Weise  enthalten.  Es  lassen  sich  also 
die  vier  ersten  Grössen  linear  durch  die  fünf  letzten  Grössen  ausdrücken. 
Setzt  man  nun  diese  Ausdrücke  für  x^  % ,  x^  ii2 ,  X2  Ui ,  X2  %  ^^  die  erste 
mit  X2  multiplicirte  Gleichung  (7)  und  gleichzeitig  in  die  zweite  mit  x^ 
multiplicirte  Gleichung  (7),  so  nehmen  beide  Gleichungen  die  Form 

4:Bxlx2  =  ViBi-\-V2B2-\-  B ,4:U 

an;  wo  B^  und  B2  lineare  homogene  Functionen  von  Xi  und  X2,  und  B 
eine  Constante  bedeuten.  Bestimmt  man  die  vier  Constanten  in  B^  und 
B2  und  die  Constante  B,  indem  man  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen 
und  Producte  der  Variabein  auf  beiden  Seiten  der  letzten  identischen 
Gleichung  einander  gleich  setzt,  so  wird  sich,  weil  die  aufzulösenden 
Gleichungen  linear  sind,  nur  ein  einziger  Werth  von  B  ergeben.  Da  aber 
eben  sowohl  in  der  ersten,  als  in  der  zweiten  behandelten  Gleichung  (7), 
um  sie  auf  die  genannte  gemeinschaftliche  Form  zurückzuführen,  B  für 
Trgi  zu  setzen  war,  so  wird  auch  diese  Grösse  n^i  in  den  beiden  ersten 
Gleichungen  (7)  denselben  Werth  haben.  Ebenso  lässt  sich  beweisen,  dass 
7T22  in  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  denselben  Werth  hat  etc. 
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Wenn  man  die  Werthe  von  xl,  x\x.2^^  x^x],  x\  aus  den  Gleichungen  (7) 
in  die  Theile  rechts  der  Gleichungen  (6)  setzt,  so  erhält  man  durch 
Gleichstellung  der  Coefficienten  der  Grössen  Wj,  it^^  v-^  und  V2  auf  beiden 
Seiten  der  Gleichungen  (6)  folgende  Systeme  von  Gleichungen: 

xC  =  a^Q  Ti^Q  -f-  6  a^i  TTg^  -|-  6  (I22  ^22  ~T"  ^13  -^13  ? 
(J  =  a^Q  71^1  -\-  6  a^i  7122  -\-  o  CI22  ^13  -f"  ^13  ^04  ? 

U   =  Cl^i  Tl^Q  -f-   6  ^22  ^31  "4"   ^  ^13  ^22  "T   ^04  -^13  7 
.  it  =  0^31  71^1   -f-   D  Ct22  ^22  "l"   '^  ^13  "^13      ]      ^04  '^04  J 


9. 


10. 


11. 


0  =:  &40  TJ^Q  -f-   3  &31  TTgi  +   3  &22  ^22  +  ^13  ^13  5 

0  =  64^7^31   +   3  &3i7r22  +   3  &22^13  +  &13''^04J 

0  =  b^iTl^o  -\-   3  ^22^31  +   3  &13'^22  +  ^04  ^13  ^ 

0  =   bsi  :^3i   +   3  &22  ^22  +   3  613  n^s  +  ^04  ^04^ 

0  =  ^40  P^o  +   3  %i?3i  +   3  6722  P22  +  Ö^13i>13J 
0   =  a^^p^^   +   3  ^31^^22  +   3  ^22i^l3  +  ^J3i^04J 

0  =  a^^p^^  -\-  3  a22P^i  +  3  «13:^22  +  <^04Pi3, 

0   =  ^31  ^31   +   3  ^22  ^22  +   3  «i3i^l3  +  ^^04^4, 

B  =  h^o  ^40  +   3  &31  Psi   +  3  &22  ^22  +   ^13^^13  , 

0   =  K  PbI  +   3  &31  ^22  +  3  ^22  PlS  +    KPoiJ 

0  =  ^31  AO  +   3  622  Psi   +  3  &i3i>22   +   hiPlS, 

[B=h^,  ^31   4-   3  &22i^22  +  3  b^sPlS  +   ^04J^04- 


Diese    vier    Systeme    von    Gleichungen    lassen    sich,    als    Sätze,    wie 
folgt  aussprechen: 

8.  Die  Ausdrücke  X2U1  und  X1U2  verschwinden ^  wenn  mein  in  ihnen  n^j 
für  die  Froducte  x^x^  setzt,  während  die  Ausdrücke  x^u^  und  X2U2 
den   Werth  4z  B  annehmen. 

9.  Die  Ausdrücke  x^v^^  x^V2,  X2V1,  ir2t'2  verschwinden  sämmtlich,  wenn 
man  n^^^  für  x^x^  setzt. 

10.  Die  Ausdrücke  x^Ui^  x^U2,  X2U^j  X2U2  verschwinden  sämmtlich,  wenn 
man  p^^^  für  x'^^xl  setzt. 

11.  Die  Ausdrücke  X2V1  und  x^V2  verschwinden,  wenn  man  in  ihnen  ^^^ 
für  die  Producte  x^x^  setzt,  während  die  Ausdrücke  x^Vi  und  0^2  ^^2 
den   Werth  4c  B  annehmen. 

29* 


12. 
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Man  setze  nun  statt  der  Grössen  a  die  entsprechenden  Grössen  ö. 
Durch  diese  Aenderung  mögen  die  Grössen  'p,  welche  allein  von  den 
Grössen  a  abhangen,  in  die  entsprechenden  Grössen  g  übergehen,  so  dass 
die  Gleichungen  (10)  in 

0  =  640  ?40  +  3  &31  ^31   +   3  &22  222  +   ^13  2l3  J 

0  =  &40?31   +  3  &3l9'22  +   3  622  ?13  +   'bl^(l^^, 

0   =  &31?40  +  3  &22?31   +   3  &i3?22  +   &04  ?13 . 

0  =  &31  ?31  +  3  &22  fe  +   3  &13  gi3  +  &04  ?04 

sich  verwandeln.  Aus  der  Vergleichung  dieses  Systemes  von  Gleichungen 
mit  dem  Systeme  (9)  ergiebt  sich,  dass  die  Grössen  g  den  entsprechenden 
Grössen  n  proportional  sind.     Es  folgt  daher: 

Q.7i,  4—^   ^  ^H,  4— X  • 

Und  wenn  man  diese  Werthe  der  Grössen  n  in  die  Gleichungen  (8) 
setzt,  so  gehen  dieselben  in 

^i  E  =  «40  ?40  +   3  asi  ?31   +  3  «22  ^22  +  ^hs  ?13^ 

0  =  0^40  ?31   +   3  <^31  9^22  +  3  «22  Qis  +  «13  9'o4^ 

0  =  ^31  9'40  +   3  «22  ?31  +  3  «13  ^22  +  ^04.  Ö'lS  ^ 

l    a  JS  =  0^31  g'gi   +   3  «22  222  +  3  «13  213  +  <^04  2o4 

über.     Diese  beiden  Systeme  enthalten  folgende  Sätze: 

12.  Die  Ausdrücke  x^v^,  oc^^v^y  x^Vi,  x^v^  verschwinden  sämmtUcJi,  wenn 
man  q^^  für  die  Producte  xfx^  seid, 

13.  Die  Ausdrücke  X2U1,  XiU^  verschwinden,  wenn  man  in  ihnen  q^j  für 
die  Producte  x^xl  setzt ,  während  die  Ausdrücke  x^u-^y  x^u^  den 
Werth  4,6^jB  annehmen. 

Da  die  Grössen  p  in  Rücksicht  auf  die  Grössen  «  vom  vierten  Grade 
sind,  so  werden  die  Grössen  q  vom  achten,  und  die  Grösse  ^u  wird  vom 
dritten  Grade  sein. 

Man  kann  die  Grössen  p,  ji,  i?,  so  wie  die  Grössen  q  und  ij,  dem 
Vorhergehenden  zu  Folge,  als  Functionen  von  «  bestimmt  betrachten. 
Die  ersteren  stellen  sich  nämlich,  wenn  man  die  gegebenen  Gleichungen  (6) 
auflöst,  als  die  Coefficienten  in  den  aufgelösten  Gleichungen  (7)  dar;  die 
Grössen  q    entstehen    aus    den   entsprechenden  Grössen  p,    wenn    man   in 


13. 
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den  letzteren  die  Grössen  a  in  die  entsprechenden  Grössen  h  verändert, 
und  die  Grösse  /.i  stellt  sich  als  der  gemeinsame  Quotient  bei  der  Division 
der  Grössen  q  durch  die  entsprechenden  Grössen  n  dar.  Wenn  nun  diese 
Grössen  auf  die  angegebene  Art  als  bestimmt  betrachtet  werden,  so  kann 
man  umgekehrt  die  Aufgabe  stellen:  Die  Form  der  Grössen  a  zu  be- 
stimmen, welche  allein  den  Gleichungen  (13)  genügen.  Mit  Rücksicht 
auf  die  Gleichungen  (12)  wird  man  finden,  dass  dieselben  von  der  Form 

sind,  oder,  wenn  in  den  Gleichungen  (13)  fj^B  eine  beliebige  Grösse  be- 
deutet, so  werden  die  Werthe  der  Grössen  a  von  der  Form 

sein.     Hierauf  beruht  folgender  Satz: 

14.  Jede  homogene  Function  u  vom  vierten  Grade,  deren  Coefficienten  a 
den  Gleichungen  (13)  genügen,  in  welchen  jj.B  einen  beliebigen  Werth 
hat,  die  Grössen  q  aber  die  im  Vorhergehenden  bestimmten  Werthe 
haben,  ist  von  der  Form: 

Mu  +  Nv. 

Woraus  wiederum  folgt: 

15.  Die  Determinante  w  der  Function  v,  das  heisst  die  Determinante  der 
Determinante  der  Function  u  ist  von  der  Form: 

w  =  mu  -\-  nv. 

Denn  setzt  man  in  den  Gleichungen  (3)  für  die  Grössen  a  die  ent- 
sprechenden Grössen  b,  wodurch  die  Grössen  b  in  die  Grössen  c  über- 
gehen mögen  und  die  Functionen  u  in  v  und  v  in  w  sich  verändern, 
so  verschwinden  die  Theile  rechts  der  auf  diese  Weise  veränderten 
Gleichungen,  wenn  man  g^^  für  die  Producte  x^fx^^  setzt,  nach  (12),  und 
die  Gleichungen  selbst  nehmen  die  Gestalt  der  Gleichungen  (13)  an;  mit 
dem  Unterschiede,  dass  die  Grössen  c  die  Stelle  der  Grössen  a  vertreten. 
Es  verschwinden  also  die  x^usdrücke  X2io-^  und  XiW2y  wenn  man  q^^i  für 
die  Producte  x^  x^  setzt,  während  die  Ausdrücke  x-^^W],  X2W0  einen  und 
denselben  Werth  annehmen. 
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Die  Grösse  B  war  im  Vorhergehenden  als  die  Determinante  folgender 
Componenten  bestimmt: 


«40 

3  «31 

3  «2, 

^13? 

«31 

3  «22 

3  «13 

^04  5 

^40 

3&31 

3&22 

^13? 

K 

3&22 

3&13 

&04- 

Durch  die  Aenderung  der  Grössen  a  in  die  entsprechenden  Grössen  1, 
wodurch  die  Grössen  h^^  nach  (1 5)  in  die  entsprechenden  Grössen  m  a^^  +  n  &^^ 
übergehen,  möge  B  in  S  übergehen.  Macht  man  aber  die  erwähnte 
Aenderung  der  Componenten  der  Determinante  R  und  bildet  hierauf  die 
Determinante,  so  zeigt  sich  leicht,  dass 

16.  S=m^R 

ist.     Aendert  man  auch  die  erste  Gleichung  (11)  auf  die  genannte  Weise, 
so  geht  dieselbe  in 

S  =  m  {a^o  9^40  +  3  ^^31  ?3i  +  3  a,2  ^22  +  ^^13  Qis) 

über.     Vergleicht  man  diese  Gleichung   mit  der  ersten  des  Systems  (13), 
so  ergiebt  sich,  mit  Rücksicht  auf  (16): 

17.  fi  =  m. 

Wenn  man  in  den  Gleichungen  (8  und  9),  durch  welche  die  Grössen  n 
bestimmt  sind,  die  Grössen  a  in  die  entsprechenden  Grössen  h  übergehen 
lässt,  wodurch  die  Grössen  h  in  die  Grössen  ma-\-nh  und  11  in  m^ B 
übergehen,  so  werden  die  Gleichungen  erfüllt,  wenn  man  für  die  Grössen  n 
die  entsprechenden  Grössen  m^^p  —  nq  setzt.     Daraus  folgt: 

18.  Dass  durch  die  Aenderung  der  Grössen  a  in  die  entsprechenden  Grössen  b^ 
die  Grössen  h  in  die  entsprechenden  Grössen  nia-\-n'b,  die  Grössen  n 
in  die  entsprechenden  Grössen  m^p  —  nq^  die  Grössen  p  in  die  ent- 
sprechenden Grössen  mn^  ferner  B  in  nr  B,  uinv  und  v  in  w  =  mu  -\-nv 
ubergelien. 

Wenn  man  eine  Function  U  aus  der  beliebig  gegebenen  Function  u 
vierten  Grades  und  ihrer  Determinante  v  in  der  Art  zusammensetzt,  dass 

19.  ü=d.u-^  S.v 
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ist,  wo  d  und  S  beliebige  Constanten  bedeuten,  so  hat  die  Determinante  V 
dieser  Function  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  sie  von  derselben 
Form  wie   ü  ist. 

Denn  erwägt  man,  dass  die  Ausdrücke  x^  U^  und  Xi  U^  verschwinden 
und  die  Ausdrücke  x^  ü^  und  X2  U^  den  Werth  4  m  B  d  annehmen ,  wenn 
man  q^^2,  für  x^  x.^  setzt,  und  verändert  man  in  den  Gleichungen  (3)  die 
Buchstaben  u  in  ü  und  v  in  F:  so  ist  aus  diesen  geänderten  Gleichungen 
zu  ersehen,  dass  auch  die  Ausdrücke  X2  V^  und  Xi  V^  verschwinden,  während 
die  Ausdrücke  x^V^  und  x^V^  gleiche  Werthe  annehmen,  wenn  man  q^^i 
für  XiXo  setzt;  woraus  sich  mit  Rücksicht  auf  (14)  Folgendes  ergiebt: 

20.  Die  Determinante  V  der  Function  d .zi  -\-  ()\v  ist  von  der  Form 

r  =  i).u-i-j,v. 

Um  D  und  J  zu  bestimmen,  bemerke  ich,  dass  u  den  Werth  2  B 
annimmt,  und  v  verschwindet,  wenn  man  n^^j^  für  die  Producte  Xixt  setzt, 
und  dass  v  den  Werth  2B  annimmt  und  u  verschwindet,  wenn  man  p^^^^ 
für  Xi  X2  setzt.  Bezeichnet  man  nun  durch  V^  und  Vp  die  Ausdrücke, 
in  welche  V  übergeht,  wenn  man  n^^;^  oder  p^^^,  für  die  Producte  x^^x^ 
setzt,  so  erhält  man  aus  (20): 

21.  r^=2BI);         Vp  =  2BJ, 

Durch  diese  Gleichungen  werden  zwar  die  Grössen  D  und  J  als 
homogene  Functionen  zweiten  Grades  in  Rücksicht  auf  d  und  (T  bestimmt, 
allein  die  folgende  directe  Bestimmung  dieser  Functionen  gewährt  noch 
einfachere  Resultate.  Ich  bemerke  noch,  dass  die  Coefficienten  von  (T^ 
in  den  Functionen  JD  und  J  respective  m  und  n  sind ,  weil  für  d  =  0 
und  ^  z^  1,  V  =  mu  ~\-  nv  wird,  und  dass  die  Coefficienten  von  d^  in  den 
Functionen  I)  und  J  respective  0  und  1   sind,  weil  für  (J  =  0,  V  =  v  wird. 

Wenn  man  die  Determinante  v  der  in  (4)  gegebenen  Function  u 
bildet,  so  wird  man  für  die  Coefficienten  b  der  Determinante  v  folgende 
Werthe  erhalten: 

K=    12^(^40^22   —   4l\ 
2  .  &31  =    1  2^  («40  «13  «31  «22); 

22.  <!  6  .  &22  =  1 2'  («40  ö^m  +  2  «31  «13  —  3  «y, 

2  .  &13  =    12^  («04  ^?3l  ^13  ^%)j 

boi=    12- («04  «22   —  «y. 
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Bildet  man  hierauf  die  Determinante  V  und  setzt  die  Coefficienten 
von  Xi  und  xj  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (20)  einander  gleich,  so 
erhält  man  die  beiden  Gleichungen 

aus  welchen  sich  folgende  Werthe  von  D  und  z/  und  m  und  n,   welches 
die  Coefficienten  von  S^  in  D  und  z/  sind,  ergeben: 


23. 


i)  r=  _  2  ^  c?  (T  +  m  (T^ 

m  =   3.12    1^22  CLq^  0^40  -J-   2  ^13  ^31  ^22  ^^22  ^04  %1  ^40  ^13/  ? 

^  =  +   12^(4^13^31  —  3  r4  —  0^04  <^4o}- 


Setzt  man  der  Kürze  wegen: 

24.  V  =  ^^  —  ^J5  =  d'  +  5ndS"-  —  m.(J% 

so    lassen   sich    die    Grössen  D  und  J    durch    die    partiellen   Differential- 
quotienten von  V   wie  folgt  ausdrücken: 

3    9(3  '  ^     ^    dd 

Die  Determinante  von  w  =  mu  -\-  nv  wird  nach  dem  Vorhergehenden 
gleich  —  n^m.u  -{-  (m^  -\-  n^) v.  Dieselbe  wird  aber  auch  aus  w^mu-{-nv 
gefunden,  wenn  man  die  Grössen  a  in  die  entsprechenden  Grössen  b 
verändert;  wodurch  w  in  ^;  und  v  in  mu  -\-  nv  übergeht.  Wenn  nun 
durch  diese  Aenderung  m  in  m  und  n  in  n  übergeht,  so  geht  u  in 
mnu-\-{ni-\-nn)v  über.     Es  ist  daher 


—  n^  m  =  m  n          und 

m^  -\^  n^  =  m  -[-  n  n , 

woraus 

m  =  m^  -\-  2n^; 

n  =  —  n^    folgt. 

25.     Wenn  also  die  Grössen  a  in  die  entsprechenden  Grössen  b   übergehen, 
so  geht  m  in  m^  -]-  2n^  und  ( —  n)  in  ( —  nf  über. 


15.   Transformation  einer  beliebigen  homogenen  Function  vierten  Grades  etc.  233 

2. 

Die  Transformation  der  gegebenen  Function 

4.  u  =  a^Q  xf  -\-  4:  ^31  x\x2-\ — [-6  ^^22  ^?  ^2  +  4  a^^  x-^  xl  -\-  a^^  x\ 

durch  Substitutionen  von  der  Form 

\  %  =  ci  Vi  +  ß'  y^ 
in  die  Form 

27.  u=Ay\+&Gy\yl  +  By\ 

erfordert  die  Bestimmung  von  sieben  unbekannten  Grössen  a,  ß,  a ,  ß\ 
A,  B,  C,  Substituirt  man  die  Werthe  von  x^  und  X2  aus  (26)  in  die 
gegebene  Function  u,  welche  den  Theil  links  der  Gleichung  (27)  bildet, 
und  setzt  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  die  Coefficienten  gleicher 
Potenzen  und  Producte  der  Variabein  einander  gleich,  so  erhält  man 
nur  fünf  Gleichungen;  welches  beweist,  dass  man  zweien  von  den  zu 
bestimmenden  Unbekannten  beliebige  Werthe  geben,  z.  B.  a=ß'==l 
setzen  kann.  Von  diesen  fünf  Gleichungen  führe  ich  nur  die  drei  an, 
welche  die  Werthe  von  Ä,  B,   C  bestimmen,  nämlich: 

Ä  =  {u)a,  B==(u)ß, 

28.  l    12  G  =  aa  {Uii)ß  +  2  aa  {u^^ß  -f-  aa'iu^^ß 

-  ßß{Un)a  +  2  ßß'{u,,)a  +  ß'ß'{u^)a, 

WO  {u)a'>  C^ii)a j .  .  .5  (^)/?j  (^11)/? 5  •  •  •  die  Ausdrücke  bedeuten,  in  welche  ^^,  %i, . . . 
übergehen,  wenn  man  in  ihnen  statt  x^^  x^  entweder  a,  a  oder  ß,  ß'  setzt. 
Die  beiden  andern  Gleichungen,    welche    die  Verhältnisse  a  :  a    und  ß  :  ß' 
bestimmen,  werde  ich  durch   andere  äquivalente   Gleichungen   ersetzen. 
Betrachtet  man  u  als  eine  Function  der  Variabein  ^i,  y^^  bezeichnet 

die  Determinante  — -. ~. ( )    derselben   durch  v    und    setzt    die 

Determinante  aß' — aß  =  r,   so  ist  die  Determinante: 

1     / 

29.  v=--^v. 

Diese    Gleichung   findet    man    in  Crelle's  Journal  (Bd.   28   S.  89)^) 
hergeleitet.     Die  Determinante  v    ist  nun 


1)  [Seite  114  dieser  Ausgabe.] 
Hesse's  Werke.  ^^ 
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v'^  ir-c{Äy\-Y^^^^^y\yl  +  B y\). 

Wenn  man  diesen  Werth  in  (29)  setzt,  so   wird 

122C  /  .    4    ,     ÄB—dC     2    9,      -p    4\ 


^2, 


Multiplicirt    man    diese     Gleichung    mit    d  =    .c^^i  a-r — cTr^  '     ^^^ 

Co 
Gleichung    (27)    mit    d=—        T>_qfi2\    ^^^    addirt    beide    Gleichungen, 

so  erhält  man 

30.  d,u-\-^,v  =  ^ylyl. 

Diese  Gleichung  beweist,  dass  sich  jede  gegehene  homogene  Function 
vierten  Grades  von  zwei  Variabein  und  ihre  Determinante  mit  solchen 
Constanten  muUipliciren  lassen,  dass  die  Summe  ein  vollständiges  Quadrat  wird. 

Um  die  Constanten  d  und  ()\  oder  vielmehr  ihr  Verhältniss,  worauf 
es  hier  ankommt,  zu  bestimmen,  bemerke  ich,  dass,  da  U  =  d .u  -\-  S .v 
ein  vollständiges  Quadrat  ist,  dieselben  Werthe  der  Variabein  x^,  x^^  welche 
IJ  verschwinden  machen,  auch  die  partiellen  Differentialquotienten  U^,  ü^ 
dieser  Function  werden  verschwinden  machen.  Aus  den  Gleichungen  (2) 
ist  aber  zu  ersehen,  dass  für  die  Werthe  der  Variabein  x^,  x^,  für  welche 
die  partiellen  Differentialquotienten  u^  und  u^  der  Function  u  ver- 
schwinden, auch  die  Determinante  verschwindet.  Mithin  verschwindet 
für  die  Werthe  der  Variabein,  für  welche  IJ  verschwindet,  auch  die 
Determinante  Y  =  Du  -\-  Jv  dieser  Function.  Nun  ist  aber,  wie  aus 
(26)  erhellt,  ^j  =  1,  ^2=0  für  x^  =  a,  %  =  a ,  und  ^i  =  0,  y^=^  \  für 
Xi  =  ß,  X2  =  ß''  Fs  verschwindet  also  nach  (30)  ü  =  d  .u  -\-~  d  .v  für 
diese  beiden  Werthenpaare,  und  ebenso  die  Determinante  V==Du-\-Jv 
dieser  Function.     Diese  Werthenpaare  genügen  also  den  beiden  Gleichungen 

31.  d,u-\-  S.v==0      und      Du  -\-  Jv  =  0. 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  u  und  v  und  setzt  der  Kürze 
wegen,  wie  in  dem  vorigen  Paragraphen,  \J  =  d,J — <^.D,  so  erhält 
man,  mit  Rücksicht  auf  (24),  zur  Bestimmung  des  Verhältnisses  d;^  die 
cubische  Gleichung 

32.  V  =  d'  +  3nd(^'  -m(^^=  0. 
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Diese  Gleichung  beweist,  dass  sich  jede  beliebige  Function  vierten 
Grades  von  zwei  Variabein  und  ihre  Determinante  auf  drei  verschiedene 
Arten  mit  solchen  Constanten  multipliciren  lassen^  dass  ihre  Summe  jedes- 
mal ein  vollständiges  Quadrat  wird. 

Wenn  man  nun  ein  Werthenpaar  d  und  d  bestimmt  hat,  welches 
der  cubischen  Gleichung  (32)  genügt,  und  man  setzt  dieses  für  d  und  (5" 
in  eine  der  Gleichungen  (31),  z.  B.  in  die  erste,  so  werden  die  beiden 
Werthenpaare  von  x^^  x^^  welche  dieser  ersten  Gleichung  genügen,  die 
gesuchten  Werthe  von  a,  a  und  ß,  ß'  sein.  Da  aber  in  diese  Gleichung 
nur  das  Verhältniss  von  x^  zu  x^,  eingeht,  so  wird  man  von  diesen 
Variabein  die  eine,  z.  B.  a;^,  und  ebenso  die  Unbekannten  a  und  ß\ 
gleich  1  setzen  können;  worauf  sich  die  beiden  andern  a  und  ß  als  die 
ungleichen  Wurzeln  der  nach  x^  biquadratischen  Gleichung  darstellen, 
welche  zwei  Paare  gleicher  Wurzeln  enthält.  Hat  man  aber  durch  Auf- 
lösung dieser  Gleichung  die  Coefficienten  der  Substitutionen  (26)  ge- 
funden, so  geben  die  Gleichungen  (28)  die  Werthe  der  Coefficienten 
Ay   Bj   G  in  der  transformirten  Function  (27). 

Die  Verhältnisse  a  :  a  und  ß  :  ß'  sind  nach  dem  Vorhergehenden  als 
die  ungleichen  Wurzeln  einer  der  biquadratischen  Gleichungen  (31)  be- 
zeichnet. Es  ist  aber  wichtig,  statt  dieser  eine  quadratische  Gleichung 
zu  bilden,  deren  Wurzeln  die  ungleichen  Wurzeln  der  biquadratischen 
Gleichung  (31)  sind.  Zu  diesem  Zwecke  differentiire  ich  die  durch  die 
Substitutionen  (26)  identische  Gleichung  (30) 

d,u  -f  (Lv=  ^y\y\ 

zweimal   partiell  nach  x^,  was 

giebt,  oder,   wenn  man  aß'  —  a  ß  =  r  setzt : 

d.Wii  +  S.v^^  =  -^  {ß''yl—4.aß'g,y^  +  a'tjl}. 

Ich  nehme  nun  an,  es  sei  in  dieser  identischen  Gleichung,  sowohl 
rechts  als  links,  a,  a  oder  /?,  /?'  statt  x^ ,  X2  gesetzt.  Unter  dieser  Hypothese 
verschwindet    das  Product  y^  2/2  und    bleibt  die  Gleichung    richtig,    wenn 

30* 


d 

Ml, 

+ 

d 

Vn 

2q 

xl 

= 

0, 

d 

Ml2 

+ 

d 

^12 

+ 

2q 

Xj^X^ 

= 

0, 

d 

W22 

+ 

$. 

^22 

2q 

x\ 

== 

0. 
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man    das    Glied   — 4:aß'y^y2   in    -{-  "i  cc'  ß' yil/2    verändert.      Durch    diese 
Aenderung  geht  aber  die  Gleichung  in 

^  •  ^11  +  ^  •  ^11  =  ^f  (/5'^2  +  «>i)' 
über,  oder,  wenn  man  für  /?'  y^  -\-  a  y^  seinen  Werth  X2  setzt,   in : 

Dieses  ist  die  gesuchte  quadratische  Gleichung,  deren  Wurzeln  die 
ungleichen  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung  (31)  sind.  Ich  führe 
folgende  drei  Formen  dieser  quadratischen  Gleichung  an: 


33. 


Die  zweite  und  dritte  Gleichung  erhält  man  durch  einen  ähnlichen 
Calcul,  wenn  man,  statt  die  identische  Gleichung  (30)  zweimal  nach  x^ 
zu  differentiiren,  sie  nach  x^  und  X2,  oder  zweimal  nach  X2  differentiirt. 
Die  dritte  Gleichung  erhält  man  aber  auch  unmittelbar  aus  der  ersten, 
wenn  man  x^  mit  X2  vertauscht,  und  die  zweite  aus  einer  angemessenen 
Combination    der  ersten    und    dritten  Gleichung    mit   der  Gleichung  (31). 

Um  diese  drei  Gleichungen  in  eine  von.  der  allgemeinsten  Form  zu 
vereinigen,  bezeichne  ich  mit  p^  und  p^  zwei  beliebige  Grössen,  mul- 
tiplicire  die  drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  p^,  2p^p.^,  p\  und 
addire  die  Producte.     Dies  giebt  die  Gleichung 

+   ^(%P?  +   2  ^i2A?^2  +  ^22i>2)   —  |f    (^li^2  —  ^2?^l)'  --=   0, 

welche  sich  auch,  wenn  man  mit  {u^^,  (u^^,  .  .  .  {u>^^,  {v,^,  ...  die  Aus- 
drücke bezeichnet,  in  welche  u^^^  u^^,  ...  übergehen,  wenn  man  darin 
statt  ^1,  X2  die  beliebigen  Grössen  'p^,  p^  setzt,  so   darstellen  lässt: 

d  {(z^u)  ^1  +  2  (^^l2)  ^1  ^2  +  (^2)  ^2} 
35  9 

+  ^{(^11)^?  +  2  {v^.)x,  X2  +  fe)%'} %  io^iP2  —  002Pif  =  0. 
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Es    bleibt   nun  noch    übrig,    den  Werth  von  — ^,    welche  Grösse   in 

den  vorhergehenden  Gleichungen  vorkommt,  zu  bestimmen.  Zu  diesem 
Zwecke  erinnere  man  sich,  dass  die  angegebenen  quadratischen  Gleichungen 
dieselben  Wurzeln  haben,  welche  die  biquadratischen  Gleichungen  (31) 
doppelt  enthalten.  Aus  diesem  Umstände  lässt  sich  schliessen,  dass  jede 
der  quadratischen  Gleichungen,  z.  B.  die  erste  Gleichung  (33),  quadrirt, 
in  die  biquadratische  Gleichung,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor  a, 
übergehen  muss,  oder,  dass  folgende  identische  Gleichung  stattfindet: 

l(i .  Wii  -\-  S ,  v\^ 1-  x^  =  o{d  .u  -\-  ^y ,  v). 

Setzt  man  die  Coefficienten  von  x\  zu  beiden  Seiten  dieser  Gleichung 
einander  gleich,  so  erhält  man 

Durch    Gleichsetzung    der    Coefficienten    von    x^xl    zu    beiden    Seiten 
der  Gleichung  erhält  man  eine  Gleichung,  aus  welcher  sich,  wenn  man  den 

gefundenen  Werth  von  o  substituirt,  folgender  Werth  von ^  ergiebt: 


/v*- 


Um  den  Zähler  dieses  Ausdrucks   zu   transformiren,    nehme   ich  die 
zweite  Gleichung  (22),  nämlich 

ZU  Hülfe.     Diese  Geichung  geht  in 

D  0^31  +  z/  &31  =  -^  {(d  a^o  +  rT  640)  {d  a,^  +  ^b,^)  —  id  a^,  +  d  h^,)  (d  a^^  +  d  622)} 

über,  wenn  man  die  Grössen  a  in  die  entsprechenden  Grössen  d  a  -\-  (Jh 
übergehen  lässt;  durch  welche  Aenderung  u  in  d ,u  -\-  d .v  und  v  in 
Du  -{-  Jv  übergeht.     Es  ist  daher: 

_  !?_  =  _1    .     -P^31  +  -^&31    . 
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Da  aber  nach  (32)  -—  =  —  ist,    so  nimmt  der  gesuchte  Werth  von 


1-  die  einfache  Gestalt 

36. 

2q 
y.1 

an. 

Ich  werde  nun  noch  ein  Paar  Formeln  ableiten,  welche  in  der  vor- 
liegenden Untersuchung  eine  Anwendung  finden. 

In  der  identischen  Geichung  (30)  hatten  die  Coefficienten  d  und  rV 
die  Bedeutung: 


rf==--W^-^,       ^)'  = 


Wenn  man  die  zweite  Gleichung  in  die  erste  dividirt,  so  erhält  man 

J  —  —  ^-    r^  ' 
und  wenn  man  den  Werth  von  r  =  aß^ — aß  substituirt, 

37.  0-=- 12^— -^^ 

Dieser  Werth  von  C  hat  eine  einfachere  Gestalt,  als  der  in  (28). 
Ferner  erhält  man  aus  der  zweiten  der  eben  angegebenen  Gleichungen, 
wenn  man  den  Werth  von  q  aus  (36)   substituirt: 

2_  {aß'^aß)^      J 


38.  ^5_9(72__ 


12^  62 


Diese    Untersuchung    beweist    folgende    Auflösungsmethode    des    be- 
handelten Problems: 

„Man  bestimme  durch  Auflösung  der  cubischen  Gleichung  (32) 
„ein  Werthenpaar  d  und  8^  welches  dieser  Gleichung  genügt,  setze 

„dasselbe    und    den  Werth    von J- =  ^  .  — -  aus    (36)    in    eine 

„der  quadratischen  Gleichungen  (33)  und  suche  zwei  Werthen- 
„  paare  a,  a  und  ß,  ß'  (den  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 
„entsprechend),    welche  der  Gleichung  genügen.     Diese  sind  dann 
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„die  Coefficienten  der  Substitutionen  (26),    durch    welche    die    ge- 
„gebene  Function  u  in 

39.  u  =  {u)a  y\  —    2.12     'jy^y^  +  (%  y^ 

„transformirt  wird." 
Jeder  Wurzel    der  cubischen  Gleichung  (32)    entspricht   eine    andere 
Transformation  der  gegebenen  Function. 

3. 

Mit  der  Transformation  der  homogenen  Functionen  vierten  Grades 
von  den  beiden  Variabein  x^,  x^  steht  die  Auflösung  der  allgemeinen 
biquadratischen  Gleichungen  in  der  engsten  Verbindung.  Setzt  man  näm- 
lich -^  =  X  und  ^  =:  Z,  so  geht  die  allgemeine  biquadratische  Gleichung 


u 


40.  4-  =  a,oX'  +  4^31  X^  +  6  a,,  X'  +  4.a,,X+  a,,  =  0 

durch  die  Substitution 


^1-  ^-7T+^' 

in  die  nach  Y^  quadratische  Gleichung 

42.  äY^  -\-  6Cr2+  J5  =  0 

über.  Es  seien  nun  Z^  =  l^  und  Y^  =  /it^  die  beiden  Wurzeln  dieser 
quadratischen  Gleichung,  also  Y  =  -±1  und  Y  = -±2  f^  die  vier  Wurzeln 
der  Gleichung  (42).  Setzt  man  diese  Werthe  von  Y  in  (41)  und  be- 
zeichnet die  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung  (40)  durch  X^,  Xg, 
X3,  X4,  so  erhält  man  für  die  Werthe  der  Wurzeln  der  biquadratischen 
Gleichung  (40): 


43. 


_    al  +  ß  __    aX-ß 

-^1—  a'l  +  ß''  '~   al-ß  ' 

■^   af^i  +  ß  Y   (^!^  —  ß 


Wenn    man    der  Kürze   wessen  —,  =  a  und  -^  =  &    setzt ,    so    erhält 

^         a  p 

man  durch  Elimination  von  l  und   a  aus  den  Gleichungen  (43)  folgende 
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Relationen  zwischen  den  Wurzeln  X   der  biquadratischen  Gleichung  (40) 
und  den  Wurzeln  -^  =  a,  ~^=h  der  quadratischen  Gleichung  (33): 

44  r  X,X,-i(X,  +  X,){a  +  b)-{-ab  =  0, 

\x,X,-i  (X3  +  X,)  (a  +  &)  +  ab  =  0. 

Die  Ausdrücke  (43)  der  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung  (40) 
haben  eine  ungewöhnliche  Form.  Es  ist  bekannt,  dass  sich  jeder  Wurzel 
einer  algebraisch  auflösbaren  Gleichung  eine  Form  von  der  Art  geben 
lässt,  dass  die  algebraischen  Ausdrücke,  aus  welchen  sie  zusammengesetzt 
ist,  sich  als  rationale  Functionen  der  Wurzeln  der  Gleichung  darstellen 
lassen.  Es  lassen  sich  aber  auf  keine  Weise  die  Grössen  «,  /5,  wenn 
man  a,  ß'  etwa  =  1  setzt,  und  eben  so  wenig  die  Grössen  l,  a,  rational 
durch  die  Wurzeln  X  ausdrücken.  Diese  Form  der  Wurzeln  wird  man 
erhalten,  wenn  man  gleichmässig  alle  drei  Wurzeln  der  cubischen 
Gleichung  (32)  in  die  Rechnung  einführt. 

Ich  werde  durch  ~^^  ~/~^  ~^  die  drei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 
(32)  bezeichnen,  und  die  diesen  entsprechenden  Wurzeln  —^  der  quadratischen 
Gleichung  (33)  durch  o^^b^'^  a^^b^]  a^,  63.     Die  Gleichungen  (44)  geben  dann: 

45  I    ^1^2  -  1(^1  +  ^2)(«l  +  h)  +  «1^1  =  0, 

Durch  Vertauschung  der  Wurzeln  X^  und  X^  erhält  man  aus  diesen 
beiden  Gleichungen: 

46_  I  ^1  ^3  —  i  (^1  +  ^3)  («2  +  h)  +  0-2  &2  =  0, 

l     Xo  Z4  —  -1   (Z2  -4-  X^)  («2  +  b.2)  +  «2  ^2  =   0, 

und  durch  Vertausch ung  der  Wurzeln  Xr,  und  X^  in  (45): 

47  /  ^1  ^4  —  i  (^1  +  ^4)  («3  +  h)  +  «3  63  =  0, 

l  Z2 Xg  -  |(X2  +  X3)  (03  +  63)  +  «3 63  =3  0. 

Aus  je  zweien  dieser  drei  Systeme  von  Gleichungen  geht  eine 
Gleichung  des  folgenden  Systems  hervor: 

«2  ?'2  —  i  («2  +  h)  (»3  +  ^3)  +  «3  &8  =  0) 

48.  j  ash  —  i  (os  +  ^3)  («1  +  *i)  +  «1  ii  =  0, 

«1  ^1  —  i  (Ol  +  hl)  («-2  +  ^2)  +  «2  &2  =  0. 
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AVenn  man  die  drei  Gleichungeiij  welche  sich  aus  der  quadratischen 

Gleichung  (33)    finden,    indem    man    nach   einander  statt  -^  die  Wurzeln 

der  cubischen  Gleichung  (32)  setzt,  mit  einander  multiplicirt ,  so  erhält 
man  eine  Gleichung  sechsten  Grades,  deren  Coefficienten  symmetrische 
Functionen  der  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  (32)  enthalten.  Drückt 
man  diese  durch  die  Coefficienten  der  cubischen  Gleichung  aus,  so  werden 
die  Coefficienten  in  der  Gleichung  sechsten  Grades  zu  rationalen  Func- 
tionen der  Grössen  a^^.  Diese  Gleichung,  zwischen  deren  Wurzeln  a^  b 
die  Relationen  (48)  stattfinden,  lässt  sich  nun  umgekehrt  mit  Hülfe  der 
cubischen  Gleichung  (32)  in  drei  quadratische  Gleichungen  zerlegen, 
und  ist  also  alo^ebraisch  auflösbar  in  Rücksicht  auf  die  Grössen  a  . . 
In  dem  folgenden  Paragraphen  werde  ich  die  eben  gemachte  Bemerkung 
dahin  erweitern,  dass  ich  beweisen  werde,  wie  jede  Gleichung  sechsten 
Grades  aufgelöst  werden  kann,  wenn  zwischen  den  Wurzeln  derselben 
die  Relationen  (48)  stattfinden. 

Addirt  man  die   beiden  Gleichungen  (45)    und   setzt  für  die  Summe 

4  et 
X^  -\-  X,  4-^3  +  ^4  ihren  Werth -^^,    so  erhält  man 


XX     -i-   X    X     -(-    2    •     ^31  (^1  ~t"  ^l)  ~f'  ^40^1  ^3 


=  0. 


Es  haben  aber  ö^i -f- ^i  ^^^  ^i^i  folgende,    aus   der  ersten    von   den 
Gleichungen  (33)   entnommene  Werthe: 


«1  +  ?>i  =  —  2  • 


^■j 

A  '  ^40     ^   ^40 
^1 


V      "22  n     '^22  1  2 


a^  6i  =  — ^ 


A^2 


d^ 


^'40  +.^40 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  vorhergehende  Gleichung,  so  kann 
man  derselben,  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (36,  23  und  22), 
folgende  Gestalt  geben: 

Hesse's  Werke.  31 
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dt 


4(ZiX2  +  X3X,)  =  --^ 


:2  «40+  V"(*4o  — 6-12.a22a4o)  — 6.12.6^oa22 


9  a,o  (-^  a^  +  5,o) 


oder  die  noch  einfachere: 

49.  4(X,X,+  X3X,)=:3-^_|iL_6.12.^- 

Diese  Gleichung  beweist,  dass  sich  die  Wurzeln  der  cubischen 
Gleichung  (32)  rational  durch  die  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung  (40) 
ausdrücken  lassen. 

Addirt  man  zu  der  Gleichung  (49)  die  beiden  Gleichungen 

^^^  —  —n i  't:^' 


so  erhält  man: 


(Xi  +  X2  —  X3  —  X^)^  =  —  g  ^,  |-j^  ^40  +  ^4or; 
woraus  durch  Wurzel-Ausziehung 

hervorgeht.     Man  hat  nun  folgende  vier  Gleichungen: 

-^1  +  ^2  +  ^3  +  -^4    = ^-^  7 


50. 


X,  -  X,  -  X3  +  X,  ^     ^-^- )/''  (-  (^  .,,  +  K)y 


von  denen  die   beiden  letzten  durch  Vertauschung   der  Wurzeln   aus  der 
ihnen  vorhergehenden  gefunden  werden. 
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Von  den  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  in  den  Gleichungen  (50) 
bestimmen  immer  zwei  das  dritte.  Denn  multiplicirt  man  die  drei  letzten 
Gleichungen  (50)  mit  einander,  so  wird  der  Theil  links  der  resultirenden 
Gleichung  eine  symmetrische  Function  der  Wurzeln  der  biquadratischen 
Gleichung  (40)  sein.  Drückt  man  diese  durch  die  Coefficienten  der 
biquadratischen  Gleichung  aus,  so  kann  man  der  genannten  Gleichung 
die  einfache  Gestalt 

51.  12(a3i&40  —  ^40&3l)  = 

V  (-  (^  ^- + '''))  V  {-  (^ "'' + '^»))  V  (-  (f ''' + M) 

geben.  Hat  man  nun  Sorge  getragen,  den  drei  Quadratwurzeln  solche 
Vorzeichen  zu  geben,  dass  der  Gleichung  (51)  genügt  wird,  so  erhält 
man  die  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung  (40)  durch  Addition 
und  Subtraction  der  Gleichungen  (50). 

Ich  will  noch  darauf  aufmerksam  machen,  dass  die  cubische 
Gleichung  (32),  auf  welche  in  dem  Vorhergehenden  die  Auflösung  der 
biquadratischen  Gleichung  (40)  zurückgeführt  worden  ist,  gerade  die 
Form  hat,  dass  sich  die  Cardani'sche  Regel  zum  Ausdruck  ihrer  Wurzeln 
ohne  Weiteres  anwenden  lässt.     Setzt  man 

0^40  =  1,       ^31  =  0,       6  %2  =  p,       4^13  =  q,       r/o4  =  r, 

wodurch  die  biquadratische  Gleichung  (40)  in 

X^_j_^X2_|_gX  +  r=  0 

übergeht,  in  welcher  Form  man  die  biquadratischen  Gleichungen  zu  be- 
handeln pflegt,  so  erhält  man  aus  der  cubischen  Gleichung  (32)  die 
sogenannte  reducirte  Gleichung 

^3  _|_  2pz^  4-  (p^  —  4r)0  —  q'  =  0 
durch  die  Substitution 

31* 
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4. 

Man  kann  sagen,  dass  eine  Gleichung  ^ten  Grades  n,  durch  die 
Gleichung  bestimmte  Punkte  einer  geraden  Linie  darstelle,  wenn  man 
die  n  Wurzein  der  Gleichung  als  die  Abscissen  auf  der  geraden  Linie 
von  einem  beliebig  gewählten  Anfangspunkte  der  geraden  Linie  be- 
trachtet und  unter  den  n  Punkten  die  Endpunkte  dieser  Abscissen  versteht. 
Dieses  vorausgesetzt,  wird  die  biquadratische  Gleichung  (40)  vier  Punkte 
in  der  geraden  Linie  darstellen,  welche  ich,  wie  die  Wurzeln  der 
Gleichungen,  mit  den  Buchstaben  Xj,  Xg,  Xg,  X4  bezeichnen  werde. 
Ebenso  stellt  die  Gleichung  (33),  wenn  man  in  derselben  den  Grössen  d 
und  d  die  Werthe  d^  und  ^^  giebt,  zwei  Punkte  o^  und  h^  auf  derselben 
geraden  Linie  vor.  Die  erste  Gleichung  (45)  ist,  wie  bekannt,  die  Be- 
dingung, welche  die  Punktenpaare  Xj,  X^  und  %,  \  zu  erfüllen  haben, 
wenn  sie  harmonisch  sein  sollen.  Demnach  werden  die  Gleichungen  (45) 
dasjenige  Punktenpaar  a^,  h^  bestimmen,  welches  sowohl  mit  dem  Punkten- 
paare Xj,  X2  harmonisch  ist,  als  mit  dem  Punktenpaare  X3,  X4.  Auf 
gleiche  Weise  bestimmen  die  Gleichungen  (46)  dasjenige  Punktenpaar  a^^ 
&2,  welches  harmonisch  ist  zu  den  Punktenpaaren  Xj,  X3  und  X2,  X4. 
Endlich  bestimmen  die  Gleichungen  (47)  das  zu  den  Punktenpaaren  Xj,  X^ 
und  X2,  X3  harmonische  Punktenpaar  a^,  b^.  Die  so  bestimmten  Punkten- 
paare sind  unter  einander  harmonisch;  wie  es  die  Gleichungen  (48)  be- 
weisen.    Man  hat  also  folgenden  Lehrsatz: 

Wenn  vier  Punkte  auf  einer  geraden  Linie  gegeben  sind,  so  giebt 
es  drei  Punktenpaare  ^  deren  jedes  harmonisch  ist  zu  einem  Paare, 
wie  zu  dem  andern  Paare  der  vier  gegebenen  Punkte.  Diese  drei 
Punktenpaare  sind  unter  einander  selbst  harmonisch. 

Die  Abscissen  irgend  eines  von  diesen  drei  Punktenpaaren  a,  b  sind  die 
Coefficienten  a,  ß  in   der  Substitution  (41),    wenn  man    a  =  ß' =  1   setzt. 

Ich  werde  nun  noch  kurz  angeben,  wie  sich  die  Punkte  a  und  b 
construiren  lassen.  Zu  diesem  Ende  lege  ich  durch  die  von  der  biqua- 
dratischen Gleichung  (40)  gegebenen  vier  Punkte  der  Abscissenaxe  vier 
gerade  Linien,  welche  ein  Viereck  bilden  werden.  Durch  die  Ecken 
dieses  Vierecks   lege    ich   die   beiden  Kegelschnitte,    welche    zugleich    die 
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Abscissenaxe  berühren.  Die  Berührungspunkte  werden  dann  das  gesuchte 
Punktenpaar  a,  b  sein.  Erwägt  man  aber,  dass  die  vier  geraden  Linien, 
welche  durch  die  von  der  biquadratischen  Gleichung  gegebenen  Punkte 
gelegt  werden,  drei  verschiedene  Vierecke  bilden,  so  wird  man  auf  die 
angedeutete  Weise  auch  drei  Punktenpaare  a,  h  erhalten.  Diese  drei 
Punktenpaare  werden  durch  eine  Gleichung  sechsten  Grades  bestimmt, 
welche,  wie  wir  oben  bemerkt  haben,  algebraisch  lösbar  ist. 

Ich  werde  nun  auch  unabhängig  von  der  vorhergehenden  Unter- 
suchung beweisen:  dass  jede  gegebene  Gleichung  sechsten  Grades  algebraisch 
auflösbar  ist,  wenn  zwischen  den  Wurzeln  a^bi,  0^2 ^2?  ^s^s  die  Gleichungen  (4,8) 
stattfinden. 

In  der  That:  setzt  man 

%  ^1     =  +  b\  a^b^     =  +  b'\  a^  63     =  +  b''\ 

so  stellen  sich  die  Gleichungen  (48)  wie  folgt  dar: 


a) 


b  —  \  a  a  -j~*  =0, 
b"'  —  \  d"  d  -X-b'  =  0, 
&'    —  ^  d d'    ^b"  =  ^\ 


mit  deren  Hülfe    wird   nun    die    gegebene  Gleichung    sechsten  Grades    in 
folgende  drei  Gleichungen  zerfallen: 


b) 


[X^  A^  d  X  -^b'  =0, 

x?  -\-  d'  X  A^  b"  =  0, 

l  x'^  -\-  d''  X  -f-  &'''=  0, 


deren  Product   die  gegebene  Gleichung 

C)  X^  -f-  6'5  X^  -\-  C^X"^  -\-  C^X^  -^  '•'-{-  Cq  =  0 

selbst  ist.  Denn  setzt  man  die  Coefficienten  der  Variabein  in  dem  aus 
den  Gleichungen  (b)  gebildeten  Product  den  Coefficienten  der  Variabein 
in  (c)  einander  gleich,  so  erhält  man: 
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c^z=  a  -\-  a  -{-  a   , 

c^  =  a  a       -\-  a    a  -\-  a  a   -\-  b  -\-  b   -\-  b   , 

c^=z  a  a  a    -\-a{o-\-o)^a    {b      +  6 )  +  «    {b  -\-  b  ), 

und  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (a): 

c^  ==  a  -{-  a    -\-  a   , 

c^  =  ^  {a   a     -{-  a    a  -\-  a  a  ), 

5      /     //     /// 

Co  -^  Cl  0/    (X     . 

Die  Coefficienten  a  in  den  Gleichungen  (b)  sind  demnach  die  Wurzeln 
der  cubischen  Gleichung: 

Wenn  diese  Wurzeln  gefunden  sind,  so  ergeben  sich  die  Coefficienten  b 
in  den  Gleichungen  (b)  aus  den  Gleichungen  (a). 


Königsberg,  im  Januar   1849. 


16. 

Algebraische  Auflösung  derjenigen  Gleichungen  sechsten  Grades, 
zwischen  deren  Wurzeln  x,,y,,  x,,y,,  x,,y,  die  Bedingungsgleichung 

(^1  —  2/2)  (^2  —  ^3)  (%  —  Vi)  +  (^1  —  ^2)  (2/2  —  ^3)  (2/3  —  ^1)  =  0 

stattfindet. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.     Band  41,   Seite  264  —  268.] 


Viele  Probleme  der  Geometrie  führen  in  letzter  Instanz  auf 
Gleichungen,  welche  algebraisch  auflösbar  sind.  Zwei  Beispiele  dieser 
Art,  eine  Gleichung  vom  neunten  und  eine  vom  sechsten  Grade,  habe 
ich  in  Crelle's  Journal  Bd.  34  S.  193  und  Bd.  41  S.  243  i)  behandelt. 
Das  Problem  der  Kreisschnitte  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welches 
analytisch  darauf  beruht,  einen  Factor  l  so  zu  bestimmen,  dass  die  aus 
einer  gegebenen  homogenen  Function  zweiten  Grades  von  den  drei 
Variabein  x,  y,  z  und  dem  Ausdrucke  l  (x?  +  :?/^  +  ^^)  zusammengesetzte 
Summe  in  zwei  lineare  Factoren  zerfällt,  führt  ebenfalls,  wenn  man  das 
Verhältniss  der  Coefficienten  in  einer  der  linearen  Factoren  als  die  ge- 
suchte Unbekannte  betrachtet,  auf  eine  Gleichung  sechsten  Grades,  welche 
algebraisch  auflösbar  ist.  Wenn  man  auf  den  Innern  Grund  der  Auf- 
lösbarkeit der  genannten  Gleichung  zurückgeht,  so  wird  man  ihn  darin 
finden,  dass  zwischen  den  Wurzeln  x^,  ^1,  x^-^  y^-,  ^3?  .^3  der  Gleichung 
die   Bedingungsgleichung 

1 .  (^1  —  y^)  {x,  —  ys)  {oc,  —  //i)  +  (y  1  —  X2)  (i/2  —  ^3)  (2/3  —  ^1)  =  0 


1)  [Seite  137  und  223  dieser  Ausgabe.] 
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stattfindet.     Ich  werde    in  dem    hier  Folgenden  beweisen,    dass  jede    ge- 
gebene Gleichung  sechsten  Grades  algebraisch  auflösbar  ist,  wenn  zwischen 
ihren  Wurzeln  die  angegebene  Bedingungsgleichung  stattfindet. 
Wenn  man  der  Kürze  wegen: 

^1    "1      ^1   =^   ^1  ?  ^2   ~r  ^2  ^"^   ^2  ?  ^S   ~T~  y^  ^=  %  J 

^1  ifl       =   ^1  5  ^2  ^2       ^^^  ^2  J  ^32/3^=  ^3 

setzt,  so  lässt  sich  die  Gleichung  (1)  auch  so  darstellen: 

2.  %  &2  —  ^2  &i  +  ^h  h  —  ^3  ^2  +  %  h  —  ^h  h  =  0. 

Der  Theil  links  dieser  Gleichung  ist  die  aus  den  Grössen 


1, 

«n 

h, 

1, 

«2, 

h, 

1, 

«3, 

h 

gebildete  Determinante,     Es  lassen  sich  daher  zwei  Grössen  A  und  B  so 
bestimmen,  dass  sie  folgenden  drei  Gleichungen  genügen: 

f  B  -^  Äa^  -1-  fc^  =  0, 

aus  welchen  durch  Elimination  von  Ä  und  B  wiederum  die  Gleichung  (2) 
hervorgeht.     Die  Auflösung  der  beiden  letzten  Gleichungen  giebt 

J    ____     ^2  ^3  I        TD   ___     ^2  ^3  ^3  ^2    . 


welche  Werthe  von  A  und  I?  nach  (3)  ungeändert  bleiben,  wenn  man 
die  Indices  1,  2,  3  beliebig  mit  einander  vertauscht.  Aus  diesen  Werthen 
bilde  ich  folgenden,  in  z  quadratischen  iiusdruck: 

4.  Z=/  +  2^^  +  ^; 

welcher  durch  die  genannte  Aenderung  eben  so  wenig  seinen  Werth  ändert. 

Ich  werde  nun  zeigen,  wie  diese  in  z  quadratische  Function  sich 
durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  rational  ausdrücken  lässt. 

Wenn  man  den  Ausdruck  Z^  welcher  eine  rationale  Function  der 
Wurzeln  iTg,  2/2?  %?  V^  ist,  durch 
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/  (^2?   ^2?    ^3J   Vv 

bezeichnet  und 

5.  Zi  =  f{x^,  y^,  x^,  ^3);       Z,  =  f{x^,  ^3,  x^,  2/1);       ^3  =  f{^u  Vi,  ^'2,  ^2) 

setzt,  so  sind  die  Ausdrücke  Z^,  Z^^  Z^  zwar  von  einander  verscliiedeUj 
aber  vermöge  der  Gleichung  (1)  ihrem  Werthe  nach  gleich  Z.  Ich  setze 
nun  in  dem  Ausdrucke  Z^  für  x^^  y^^  x^^  y^  die  fünfzehn  Combinationen 
der  sechs  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  zur  vierten  Classe  und  per- 
mutire  überdies  noch  die  vier  Wurzeln  in  jeder  Combination  auf  jede 
mögliche  Art.  Dadurch  entstehen  15.24  Ausdrücke.  Unter  diesen  Aus- 
drücken werden  mehrere  gleiche  vorkommen.     Denn  es  sei  einer  derselben: 

6.  C^=f{x^,  Vi,  00^,  %). 

Da  dieser  Ausdruck  so  beschaffen  ist,  dass  er  sich  nicht  ändert, 
wenn  man  Xi  mit  y^  oder  x^  mit  x^  vertauscht,  oder  wenn  man  x^  mit 
X2  und  zu  gleicher  Zeit  y^  mit  x^  vertauscht,  so  wird  er  unter  den 
15.24  Ausdrücken  achtmal  vorkommen.  Dasselbe  gilt  von  jedem  der 
drei  Ausdrücke  Z.     Die  Anzahl  der  verschiedenen  Ausdrücke 

^15  -^2?  Z^^  Ci,   Ug,  ...   C^ 
beträgt  demnach  — '- — ;  woraus  folgt,  dass  ^  =  42  ist. 

o 

Durch  jede  beliebige  Permutation  der  sechs  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  in  der  angegebenen  Reihe  der  45  Ausdrücke  gehen  nun  die 
einen  in  die  andern  über,  so  dass  eine  neue  Reihenfolge  eben  derselben 
45  Ausdrücke  hervorgeht.  Es  ist  daher  folgende  homogene  ganze 
Function  der  Variabein  a  und  ß  von  der  45.  Ordnung: 

7.  F{a,  ß)  =  {a-ßZ,)  (a—ßZ,)  (a-ßZ,)  (a  —  ßC,)  (a-ßC,)  . . .  (a  - ßC,,) 

eine  symmetrische  Function  der  sechs  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung 
und  kann  daher  durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  rational 
ausgedrückt  werden.  Ist  dies  geschehen,  so  hat  die  nunmehr  in  den 
Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  rationale  Gleichung 

8.  F(a,  ß)  =  0, 

cc 
wenn  man  -  als  die  Unbekannte  betrachtet,  45  Wurzeln,  von  denen  die  drei 

Wurzeln  Z^,  Zg,  Z^  gleich  Z,  die  übrigen  aber  sämmtlich  verschieden  sind. 

Hesse's  Werke.  ^2 
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Wenn  man  erwägt,  dass  jede  der  folgenden  Gleichungen  vom  43.  Grade 

d^Fia,Jl  _  d'Fia,ß)  _  d^F(a,  ß)  _ 

da^        ~     '  dadß  '  dß^ 

erfüllt  wird,  wenn  man  a  ==  Z  und  ß=l  setzt,  so  giebt  das  Syl- 
vester'sche  Eliminations verfahren  ein  Mittel,  diesen  Werth  von  a  =  Z 
aus  zwei  von  den  angegebenen  Gleichungen,  z.  B.  aus  den  beiden  ersten, 
zu  ermitteln.  Dieses  besteht  darin,  dass  man  unter  der  Voraussetzung 
ß  =  l  die  Gleichungen 

a^F(a,  ß)  ^  d^Fja,  ß)  ^ 

da^  '     '  dadß  ' 

da^  dad(i 

""    '^'    da^        ~  "'  dadß      ~  "' 


da^  ^  dadß 

bildet,  in  diesen  Gleichungen  die  Glieder  nach  Potenzen  von  a  ordnet 
und,  indem  man  eine  beliebige  Gleichung  ausschliesst,  aus  den  übrigen 
die  85  verschiedenen  Potenzen  von  a,  so  wie  die  Unbekannten  aus  linearen 
Gleichungen,  berechnet.  Auf  diese  Weise  stellt  sich  der  Werth  von 
a  =  Z  als  ein  rationaler  Bruch  dar,  dessen  Zähler  und  Nenner  ganze 
Functionen  von  z  sind;  und  zwar  wird  der  Grad  des  Zählers  den  des 
Nenners  um  zwei  Einheiten  übersteigen.  Dividirt  man  den  Nenner  in 
den  Zähler,  so  erhält  man  eine  ganze  Function  zweiten  Grades,  in  Be- 
ziehung auf  ^,  und  einen  ächten  Bruch.  Da  aber  nach  (4)  der  gesuchte 
Werth  von  Z  eine  ganze  Function  zweiten  Grades  ist,  so  ist  jene  ganze 
Function  von  ^  der  gesuchte  Werth  von  Z,  und  der  ächte  Bruch  muss 
mit  Rücksicht  auf  die  Bedingungsgleichung  (1)  verschwinden.  Die  Coef- 
ficienten  von  ^^  und  ^^  des  auf  diese  Weise  gefundenen  Werths  von  Z 
sind  rationale  Functionen  der  Coefticienten  der  gegebenen  Gleichung  und 
respective  gleich   2  Ä  und  B  in  dem  Ausdrucke  (4). 

Nachdem  ich  den  in  ^  quadratischen  Ausdruck  Z=/-f"  2J.^-|-.B 
durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  rational  ausgedrückt 
habe,  setze  ich  denselben  =  0 ;  was  die  quadratische  Gleichung 
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9.  /  +  2^^  +  J5  =  0 

giebt.      Die  Wurzeln   z^^   z^   dieser    Gleichung   bestimme    ich    durch    Auf- 
lösung   der    Gleichung    als    irrationale    Functionen    der    Coefficienten    der 
gegebenen  Gleichung. 
Ich  setze  nun: 


X, 

-^I 

X, 

—  ^2 

x^ 

—  ^1 

«2 

—  ^2 

X^ 

—  ^1 

Vi—^i 

=  x', 

yi—^2 

?/2  — ^1 

=  x", 

2/2  —  ^2 

2/8  — ^J 

^  /// 

10.  <;j^__^  =  ;i 

_  '^-  =  x^^^,        _ 

und  bilde  die  in  Rücksicht  auf  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung 
symmetrische  Function 

11.  X  =  (;^  _  2^)  (^  _  l^-^  (A  —  l^^)  (^  —  K)  (A  —  k')  (A  —  l") 

vom  sechsten  Grade  in  l,  welche  ich  durch  die  Coefficienten  der  ge- 
gebenen Gleichung  und  die  Wurzeln  ^j,  z^  rational  ausdrücke.  In  der 
Entwicklung  dieses  Ausdrucks  nach  Potenzen  von  l  lasse  ich  die  mit 
den  ungeraden  Potenzen  von  l  multiplicirten  Glieder,  als  verschwindend 
durch  die  Gleichung  (1),  aus.  Denn  es  ist,  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  (3): 

A  +  ;/=:0,    A+r=o,     i  +r^=-o. 

Dadurch  ergiebt  sich  L  unter  der  Form: 

12.  i=:Aö  + jf;.*+iv^^+  P, 

in  welcher  M,  N,  P  rationale  Functionen  der  Coefficienten  der  gegebenen 
Gleichung  und  der  Wurzeln  ^1,  ^2  sind. 

Um  nun  die  sechs  Werthe  l^,  l\  .  .  .  /^^^,  /i'''  zu  finden,    löse    ich  die 
in  l^  cubische  Gleichung: 

13.  l'  +  Ml^-^N)}  +P=  0 

auf  und  ziehe  aus  den  Wurzeln  derselben  die  sechs  Quadratwurzeln. 
Setzt  man  diese  für  die  Grössen  ;.  in  (10),  so  ist  nur  noch  die  Auf- 
lösung   jener    linearen    Gleichungen    (10)    nöthig,    um    die    Wurzeln   der 

32* 
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gegebenen    Gleichung    als    algebraische    Ausdrücke    der    Coefficienten    der 
gegebenen  Gleichung  darzustellen. 

Ich  führe  hier  noch  zwei  Lehrsätze  an,  welche  sich  auf  ähnliche 
Art  beweisen  lassen. 

1.  „Jede  Gleichung .  achten  Grades  ist  algebraisch  auflösbar,  wenn 
„zwischen  je  dreien  der  Wurzelpaare  x^^  y^,  X2,  y^,  %,  ^3,  x^^  y^ 
„die  Bedingungsgleichung 

(^p.  —  V))  {00 A  —  y^,)  {Xf,  —  y^)  +  {y^  —  xx)  (yx  —  x^)  {y^,  —  ^r^,)  =-  0 

„  stattfindet. " 

2.  „Jede  Gleichung  2nten  Grades  ist  algebraisch  auf  eine  Gleichung 
„>^ten  Grades  reducirbar,  wenn  je  drei  der  Wurzelpaare  x^,y^^  ^^2  5?/2? 
„...  x^^,  ^^  der  Gleichung  der  angegebenen  Bedingungsgleichung 
„genügen." 

Die  Bedingungsgleichung  drückt  geometrisch  aus,  dass  die  durch 
die  drei  Wurzelpaare  dargestellten  Punkte  einer  geraden  Linie  sich  in 
Involution  befinden. 

Königsberg,  im   Februar   1849. 


17. 

Eine  Bemerkung  zum  Pascafschen  Theorem. 

[Journal   für    die   reine   und   angewandte   Mathematik.     Band    41,    Seite    269  —  271.] 


In  seinem  grossen  Werke:  „Systematische  Entwickelung  etc.  1832" 
stellt  Steiner  (S.   311)  folgende  Theoreme  zusammen: 

1.  „Irgend  sechs  Punkte  eines  beliebigen  Kegelschnitts  bestimmen  60 
„eingeschriebene  einfache  Sechsecke." 

2.  „In  jedem  der  letzteren  liegen  die  drei  Punkte,  in  welchen  die 
„gegenüberliegenden  Seiten  sich  schneiden,  in  einer  Geraden  ö;  so 
„dass  also  60  solcher  Geraden  G  stattfinden." 

3.  „Von  diesen  60  Geraden  gehen  drei  und  drei  durch  irgend  einen 
„Punkt  P;  so  dass  20  solcher  Punkte  P  entstehen." 

4.  „Und  von  diesen  20  Punkten  P  liegen  15  mal  4  in  einer  Geraden  g\ 
„so  dass  jeder  in  drei  solchen  Geraden  liegt." 

Steiner  fügt  hierzu  noch  die  Frage: 

„Welche  Beziehung  haben  diese   15  Geraden  g  weiter  zu  einander?" 

Von  diesen  Sätzen  ist  derjenige  No.  4,  wie  Plücker  in  der  Note 
zum  Pascal'schen  Theorem  im  34.  Bande  des  Crelle'schen  Journals 
ausdrücklich  bemerkt,  aus  seiner  Abhandlung  vom  Jahre  1829  (in  Cr  eile's 
Journal  Bd.  5  S.  268)  in  das  Stein er'sche  Werk  übergegangen.  Es  ist 
daher  anzunehmen,  dass  Steiner  eine  andere  Erledigung  seiner  Frage 
verlangt,    als  die    erwähnte  frühere  Abhandlung  von  Plücker   gewährt. 
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Weder  die  Note  von  Plücker,  noch  die  andern  in  Cr  eile's  Journal 
enthaltenen  Schriften,  welche  das  Pascal'sche  Theorem  wieder  in 
Erinnerung  bringen,  berühren  die  interessante  Steiner'sche  Frage. 
Ich  nehme  Gelegenheit,  dieselbe  durch  Anführung  einiger  aus  meinen 
Universitätsvorträgen  entnommenen  Sätze  zu  beantworten. 

5.  „Die  15  Geraden^  entsprechen  den  15  Systemen  von  drei  Geraden, 
„welche  sich  durch  die  sechs  Punkte  des  Kegelschnitts  legen  lassen, 
„in  folgender  Art: 

„"Wenn  w  =  0,  v  =  0,  lo  =  0  die  Gleichungen  von  drei  Geraden 
„bedeuten,  welche  durch  die  sechs  Punkte  des  Kegelschnitts  hin- 
„  durchgehen,  dessen  Gleichung  sich  bekanntlich  auf  die  Form 

Au^  ~\-  Bv^  +  Cur  -\-  2Fvw^  2Gwu-\-  2Huv=  0 

„zurückführen  lässt,  so  ist: 

ÄFu-\-BGv  +  CHw=0 

„die    Gleichung    der   Geraden  g^    welche    dem    Systeme    von    drei 
„Geraden  w  =  0,  v  =  0,  tv  =  0  zugehört." 

Die  drei  Geraden  g,  welche  auf  diese  Weise  den  drei  geraden  Seiten 
eines  der  60  Sechsecke,  den  drei  ungeraden  Seiten  desselben  Sechsecks 
und  den  drei  Diagonalen  entsprechen,  welche  die  gegenüberliegenden 
Ecken  des  Sechsecks  verbinden,  schneiden  sich  in  einem  und  demselben 
Punkte  P. 

Ebenso  schneiden  sich  die  drei  Geraden  g,  welche  dem  ersten  Paare 
der  gegenüberliegenden  Seiten  des  betrachteten  Sechsecks  und  der  ersten 
Diagonale  (welche  das  letzte  Eckenpaar  des  Sechsecks  verbindet),  dem 
zweiten  Paare  gegenüberliegender  Seiten  und  der  zweiten  Diagonale, 
dem  dritten  Paare  gegenüberliegender  Seiten  und  der  dritten  Diagonale 
entsprechen,  in  einem  und  demselben  Punkte  jp,  welcher  in  Rücksicht 
auf  den  Kegelschnitt  der  harmonische  Pol  zu  dem  vorhin  gedachten 
Punkte  P  ist. 

6.  „Wenn  die  Ecken  von  drei  Dreiecken  auf  drei  Geraden  g  liegen, 
„welche  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  P  schneiden,  so 
„schneiden    sich    die    entsprechenden    Seiten    je    zweier    von    diesen 
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„Dreiecken  in  drei  Punkten,  welche  auf  einer  Geraden  y  liegen, 
„und  die  drei  Geraden  y  schneiden  sich  wieder  in  einem  und  dem- 
„  selben  Punkte  ^." 

In  der  That:  wenn  man  durch  a  =  0,  6  =  0,  c  =  0  die  Gleichungen 
der  Seiten  des  ersten  Dreiecks,  durch  a  =.  0,  &'=  0,  c'=  0  und  «''=  0, 
h"  =  0,  c'  =  0  die  Gleichungen  der  Seiten  des  zweiten  und  dritten  Drei- 
ecks, endlich  durch  ^  =  0,  /==  0,  /'=  0  die  Gleichungen  der  drei 
Geraden  g  bezeichnet,  auf  welchen  die  Ecken  der  drei  Dreiecke  liegen 
und  welche  sich  in  dem  Punkte  P  schneiden,  so  lassen  sich  die  12  will- 
kürlichen Constanten,  welche  die  genannten  Gleichungen  als  Factoren 
enthalten,  unter  den  aufgestellten  Bedingungen  so  bestimmen,  dass 
folgendem  Systeme  von  Gleichungen  identisch  genügt  wird: 

&  —  c  =  1!  —  c  =h"  —  c'  =  g^ 

f         f         //         ff         / 

c  —  a  =  c  —  a  =  c  —  a  =  g  ^ 

a  —  b  =  a  —  b  =  a  — b   =  g  \ 

und  umgekehrt,  wenn  diesem  Systeme  identischer  Gleichungen  Genüge 
geschieht,  so  stellen  obige  Gleichungen  die  Seiten  von  drei  Dreiecken 
dar,  deren  Ecken  auf  den  drei  Geraden  g  liegen,  welche  sich  in  einem 
und  demselben  Punkte  schneiden. 

Bezeichnet  man  nun  die  Ausdrücke  d  —  d\  d'  —  a,  a  —  d  respective 
durch  ;/,  y\  y\  so  folgt  aus  dem  aufgestellten  Systeme  identischer 
Gleichungen  sogleich  folgendes  System: 

a  —  a  =  b  —  b  ==  c  —  c  =  y, 
a  —  a  =  b  —  b  =  c  —  c  =  y  , 
a  —  a  =  b    —  b  =  c   —  c   ==  y  , 

dessen  geometrische  Deutung  den  angeführten  Satz  giebt. 

Ich  führe  diesen  Satz,  dessen  erster  Theil  bekannt  ist,  hier  an,  weil 
er  ein  Bild  von  der  Lage  der  20  Punkte  P  und  der  15  Geraden  g  zu 
einander  giebt.  Die  Punkte  P  nämlich  werden  durch  die  neun  Ecken 
der  drei  Dreiecke,  durch  die  neun  Schnittpunkte  der  entsprechenden 
Seiten  je  zweier  von  diesen  Dreiecken,  und  durch  die  Punkte  P  und  p 
repräsentirt;    ferner    die   15  Geraden  g    durch    die   neun  Seiten    der  drei 
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Dreiecke,  durch  die  drei  Geraden  g^  auf  welchen  ihre  Ecken  liegen,  und 
durch  die  drei  Geraden  y. 

Die  durch  die  20  Punkte  P  und  die  15  Geraden  g  gebildete  Figur  ist 
demnach  symmetrisch:  in  der  Art,  dass  man,  wie  man  von  dem  Punkte  P 
ausgehend  zu  dem  Punkte  p  gelangt,  ebenso  in  derselben  Figur  von 
dem  Punkte  p  ausgehend  zu  dem  Punkte  P  gelangen  wird.  Dasselbe 
gilt  von  allen  20  Punkten  P.  Auf  diese  Weise  paaren  sich  die  20  Punkte  F, 
und  diese  Punktenpaare  stehen  wieder  zu  dem  Kegelschnitt  in  der  Be- 
ziehung, welche  der  folgende  Satz  angiebt: 

7.     „Die    20  Punkte  P   bilden    10    harmonische    Polenpaare    des  Kegel- 
schnitts. " 

Den  aus  diesem  Satze  durch  das  Princip  der  Reciprocität  abge- 
leiteten Satz  habe  ich  am  Ende  meiner  Schrift  „Ueber  das  geradlinige 
Sechseck  auf  dem    Hyperboloid"   bewiesen  (s.  Cr  eile's  Journal  Bd.  24).^) 

Königsberg,  im  September   1849. 


1)  [Diese  Ausgabe,  Seite  60  und  61.] 


18. 

Auszug  dreier  Schreiben  von  0.  Hesse  an  C.  G.  J.  Jacobi 
und  eines  Schreibens  von  C.  G.  J.  Jacobi  an  0.  Hesse. 


Hesse  an  Jacobi.  ^) 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.    Bd.  40,  Seite  316 — 318  und  Seite  260.] 


Königsberg,  den  27.  November  1849. 

Ihr  Brief  ist  mir  von  unscliätzbarem  Werthe,  weil  ich  daraus  Ihre 
alte  Freundschaft  entnehme,  und  er  mir  zugleich  das  bringt,  wonach  ich 
mich  lange  gesehnt  habe.  Sie  schreiben  von  meiner  Meisterschaft  in 
gewissen  mathematischen  Dingen  und  beweisen  gleich  darauf,  wie  viel 
mir  daran  fehlt.  Das  lasse  ich  mir  schon  gerne  gefallen,  da  dieser  Be- 
weis von  unberechenbarem  Nutzen  für  meine  Bemühungen  zu  werden 
verspricht.  Ich  bedauere  nichts  mehr,  als  dass  80  Meilen  zwischen  uns 
liegen,  was  mit  einem  halben  Jahre  gleichbedeutend  ist.  Im  Sommer 
haben  Sie  den  Beweis  gemacht,  der  für  mich  vielleicht  eine  Lebensfrage 
ist,  und  im  Winter  erst  kann  ich  ihn  erfahren. 

Reductionen  der  Art  kommen  in  der  Geometrie  oft  vor.  So  lässt 
sich  z,  B.  der  Grad  der  Gleichung  der  Schmiegungs- Ebene  einer  Curve 
doppelter  Krümmung,  entstanden  aus  dem  Schnitt  zweier  algebraischen  Ober- 


1)  [Diese  drei  Schreiben  beziehen  sich  auf  die  im  J.  f.  d.  r.  u.  a.  M.,   Bd.  40,   S.  237—260 
(Werke,  her.  v.  Weierstrass,  III,  No.  21)  publicirte  Abhandlung  von  C.  G.  J.  Jacobi:    „Beweis 
des  Satzes,  dass  eine  Curve  nten  Grades  im  Allgemeinen  in{n  —  2)  {n^  —  9)  Doppeltangenten  hat".] 
Hesse's  Werke.  ^^ 
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flächen,  immer  um  zwei  Einheiten  in  Biicksicht  auf  die  Coordinaten  des 
Berührungspunktes  mit  Hülfe  der  Gleichungen  der  beiden  Oberflächen  reduciren. 
Die  reducirten  Gleichungen,  zu  weitläufig  hier  hinzuschreiben,  werde  ich 
alsbald  an  das  Journal  schicken. 

Ich  erlaube  mir  noch  in  Rücksicht  auf  die  Wendepunkte  eine  Be- 
merkung hinzuzufügen,  die  ich  eben  jetzt  gemacht  habe,  und  die  mir 
interessant  scheint.    Wenn  u  eine  homogene  Function  von  x,  t/,  z,  und  wenn 

du    ^  du    ^  du    ^ 

dx  '         dij  '         dz 

so  ist 

d'^u     d'^u  d^u  d'^v     d'^v  d'^v 


dx^  '  dy^  '  *  dydz  '  dx^      dif  '  dydz  ' 

wo  V  die  aus  den  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  von  u  zu- 
sammengesetzte  Determinante  ist.  Hieraus  erklärt  sich  auch,  warum  in 
einen  Doppelpunkt  immer  sechs  Wendepunkte  zusammenfallen. 

Mit  dem  innigen  Wunsche  Ihres  Wohlergehens 

Ihr  treu  ergebener  Schüler 

Otto  Hesse. 


Königsberg,  den  7.  December  1849. 

—  —   —  Sie  haben  durch  Ihren  Beweis   von   den  Doppeltangenten 
zugleich  dargethan,  dass  auch  der  Grad  jedes  Gliedes  der  Reihe 

f{x  +  b\  y  —  ah)  =  a^h^  +  ^3^^  +  *  '? 

wo  &  =  — ^,  a  =  — ^,  mit  Hülfe  der  Gleichung  f{x^  y)  =  0,  sich  um  zwei 

Einheiten  erniedrigen  lässt.  Wie  sich  aber  durch  diese  Erniedrigung  die 
Coefficienten  cfg,  cfg,  .  .  gestalten,  lässt  sich  aus  Ihren  Andeutungen  nicht 
schliessen  (Sie  haben  das  ja  auch  gar  nicht  gewollt),  und  doch  wäre 
gerade  die  wirkliche  Darstellung  der  reducirten  a  in  einer  einfachen 
Form  für  mich  von  der  höchsten  Wichtigkeit. 
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Schliesslich  erwähne  ich  noch  einer  Eliminationsmethode  zur  An- 
wendung auf  Curven  dritter  und  vierter  Ordnung.  Ich  habe  mir  näm- 
lich die  Aufgabe  gestellt,  die  Gleichungen  dieser  Curven  durch  Linien- 
coordinaten  auszudrücken,  wenn  sie  in  Punktcoordinaten  gegeben  sind, 
d.  h.  die  Variabein  aus  den  vier  Gleichungen  zu  eliminiren: 

du  du  du 


dX^  dX^  dX^ 


2.  a^x^  +  a2X2  +  a^Xs  =^^  0, 

wenn  w  =  0  die  Gleichung  der  Curve  ist.     Zu  diesem  Zwecke   bilde  ich 
für  die  Curven  dritten  Grades  die  Determinante  v  aus  den  Grössen 


3*M 

dX^  dX^ 

dX^dX^ 

«1 

dxl 

3*M 

9»«« 

a% 

dX^dXj 

dxl 

dX^dX^ 

0^2 

S*M 

a^M 

0-3 

dx^dx^ 

dXgdX^ 

a, 

«2 

«3 

0, 

und    eliminire    die  Variabein  Xi,  X2,  x^,  l   aus    den   linearen  Gleichungen 

2.  a^  Xi  -]-  ^2  ^2  +  ^3  %  =  0 

dx^  ^       ^  '        dx^  ^      ^  '         dx^     '         ^ 

Dieses  Verfahren  für  die  Curven  dritter  Ordnung  ist  ein  anderes 
als  das,  welches  ich  bereits  bekannt  gemacht  habe  und  was  auch  Cayley 
bekannt  gewesen  sein  soll. 

In  dem  Falle,  wenn  u=0  eine  Curve  vierter  Ordnung  ist,  bilde 
ich  aus  der  Gleichung  (2)  sechs  andere  Gleichungen  durch  Multiplication 
mit  xfj  X1X2J  ^1^35  ^2  5  ^2^35  ^35  u^d  eliminire  aus  diesen  sechs  Gleichungen, 
den  drei  Gleichungen  (1)  und  den  drei  Gleichungen  (3),  wie  aus  linearen 
Gleichungen,  die  elf  Unbekannten  xl,  xlx2,  .  .  und  l. 

Otto  Hesse. 
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Königsberg,  den  30.  December  1849. 

Für  Ihre  Mittheilung  des  Beweises  von  den  Doppeltangenten  muss 
ich  Ihnen  auch  insofern  dankbar  sein,  als  ich  mich  dadurch  aufgefordert 
fühlte,  einen  letzten  Versuch  zu  machen,  die  Curve  zu  bestimmen,  welche 
durch  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten  einer  Curve  vierter 
Ordnung  hindurchgeht,  befreit  von  allen  überflüssigen  Termen.  Dass  eine 
solche  existirt,  wusste  ich  vorher,  denn  ich  kann  sieben  Kegelschnitte 
angeben ,  welche  durch  sämmtliche  Berührungspunkte  hindurchgehenj 
nicht  auf  die  Weise,  wie  der  unrichtige  Plücker'sche  Satz  über  die 
Kegelschnitte,  welche  die  Curve  in  den  Berührungspunkten  schneiden 
sollen,  vermuthen  liesse,  sondern  auf  eine  ganz  andere  Art,  die  ich  wegen 
ihrer  Weitläufigkeit  hier  nicht  angeben  kann.  Der  Versuch  gelang  und 
folgendes  ist  das  Resultat :  u  =  0  sei  die  Gleichung  der  Curve  vierter 
Ordnung,  J  die  Determinante  der  Function  u,  zusammengesetzt  aus  ihren 
zweiten  Differentialquotienten  u^,  u^^^  -  -  -  Es  seien  ferner  z/^,  z/g,  z/3, 
^11?  ^22?  •  •  •  ^iö  ersten  und  zweiten  partiellen  Differentialquotienten 
von  z/.     Setzt  man  nun 

2 

^11  ^^22  %3  ^23  '^23  ^^^^  "^13  ^^12  ^11  ^23 

2  

■^22  %3  ^11  '^31  '^31  ^^^  '^21  ^23  ^2  ^31 

2 

"^33  ^^^^^  ^11^22  ^12  "^12  ^^^^^  ^32^31  ^33^12? 

SO  ist  die  gesuchte  Gleichung  vom  vierzehnten  Grade  folgende: 

{A    ^11  +  ^2    ^22  +  A    ^33  +  2  z/2  Z^e  ^23  +  2  ^3  ^^1  %l  +  2  z/^  z/2  V^^ 
—  3z/{z/iiZ;ii+z/22^^22  +  ^33^33  +  2^23^23         +  2  ^^31  %         +  2  z/12  ?;i2       }  =   0. 

Die  anliegenden  Abhandlungen  haben  Sie  wohl  die  Güte  an  Herrn 
G.  R.  Grelle  zu  befördern.  Zum  neuen  Jahre  den  aufrichtigsten 
Glückwunsch 

Ihres  ergebenen  Schülers 

Otto  Hesse. 
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Jacobi  an  Hesse. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.    Band  40,  Seite  318.] 


Von  dem  zweiten  Satze  Ihres  gütigen  Schreibens  vom  27.  November 
habe  ich  einen  Beweis  gesucht.     Man  hat  die  n  identischen  Gleichungen: 

d'^u       ,  d'^u       ,  ,  d'^u  f  ^.  du 

wenn  u  vom  mten  Grade  ist.     Durch  ihre  Auflösung  erhalte  man: 

WO   ü^h=  Uj,j.     Differentiirt  man  diese  Gleichung  nach  %,  so  wird 

dV  ,  ^.[dVii     du       ,       3  TJoi      du       ,  .       d  TJnJ     du  \ 

dXh      '  ^  M    dXk     dX^      '        dXk      dx^      '  '        dXh      dxni 

wo  x^  von  Xi  verschieden.    Differentiirt  man  nochmals  nach  Xi^  so  erhält  man 

d'^v        _  .    ..  l  9^ Uij    du         d^'Ü2,i    du     9^ Un^i    du\ 

dXkdXi      '  ^  ^{dXkdXi    dX^    ~^    dXkdXi    dX^       •"  '       dXkdXi    dXnf 

/,     „in/t-/       9^^  .        TT  9'^  I  l        TT  9'^  ) 

l^^^       ^)^^i,i  2x,dxudxi  ^     ''*■  dx^dxudxi  ~^  ^     ''^'  dXndxudxi] 

dV 

Wenn  1  =  1,  kommt  rechts  noch  {m  —  2)    —  hinzu. 

d  Xk 

Es  sei  jetzt 

du ^  du    ^  du    ^ 

dx^  '  dx^  dXn 

so  wird 

v  =  ^,         ^=0,         V,^^  =  Nx,x,,, 

dXk 

WO  iV  für    sämmtliche  Combinationen   von  i  und  li    dasselbe    bleibt.     Es 
folgt  daher  aus  der  zuletzt  gefundenen  identischen  Gleichung: 

=  —  (m  —  1)  (m  —  2)  iV  • 


dXkdXi  ^  ^^  '  dXkdXi 

was  Ihren  Satz  giebt.  (._  (._  j^  j^^^^.^ 


19. 

Ueber  die  Wendepunkte  der  algebraischen  ebenen  Curven  und 
die  Schmiegungs-Ebenen  der  Curven  von  doppelter  Krümmung, 
welche  durch  den  Schnitt  zweier  algebraischen  Oberflächen 

entstehen. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.     Band  41,    Seite  272  —  284.] 


Die  Gleichung  der  Tangente  einer  beliebig  gegebenen  ebenen  Curve, 
sowie  die  Gleichung  der  Tangenten-Ebene  einer  beliebig  gegebenen  Ober- 
fläche, lassen  sich  bekanntlich  mit  Hülfe  der  Gleichung  der  Curve  oder 
Oberfläche  auf  einen  in  Rücksicht  auf  die  Coordinaten  des  Berührungs- 
punkts um  1  niedrigeren  Grad  zurückführen,  in  dem  Falle,  wenn  die 
Curve  oder  Oberfläche  algebraisch  ist.  Ebenso  kann  man  die  Bedingungs- 
gleichung zwischen  den  Coordinaten  eines  Punkts,  welche  stattfinden 
muss,  wenn  der  Punkt  ein  Wendepunkt  einer  gegebenen  ebenen  Curve 
sein  soll,  auf  einen  um  zwei  Einheiten  niedrigeren  Grad  zurückführen, 
in  dem  Falle  einer  algebraischen  Curve  (s.  Cr  eile's  Journal  Bd.  28, 
S.    104,  Lehrsatz  9)^). 

Ich  werde  im  Folgenden  diese  Transformation  auf  einem  Wege  aus- 
führen, auf  welchem  man  auch  die  mit  ihr  verwandte  Transformation 
der  Gleichung  der  Schmiegungs- Ebene  einer  durch  den  Schnitt  zweier 
algebraischen  Oberflächen  erzeugten  Curve  doppelter  Krümmung  auf 
einen   in  Rücksicht   auf  die  Coordinaten  des  Berührungspunkts    um  zwei 

1)  [No.  9  dieser  Ausgabe,  S.  131.] 
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Einheiten  niedrigeren  Grad  erreichen  kann.  Die  Transformation  der 
Gleichung  der  Schmiegungs- Ebene  wird  den  Gegenstand  des  zweiten 
Paragraphen  bilden. 

Durch  die  erste  Transformation  bestimmt  man  die  Wendepunkte 
einer  ebenen  Curve,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Berührungs- 
punkte der  Schmiegungs-Ebenen,  welche  sich  von  einem  gegebenen  Punkte 
ausserhalb  der  Ebene,  in  welcher  die  Curve  liegt,  an  die  Curve  legen 
lassen.  Denn  die  Ebenen,  welche  durch  den  gegebenen  Punkt  und  die 
Wendetangenten  der  Curve  gelegt  werden,  sind  eben  Schmiegungs-Ebenen 
der  Curve,  weil  sie  durch  drei  auf  einander  folgende  unendlich  nahe 
Punkte  der  Curve  hindurchgehen.  Durch  die  zweite  Transformation 
werden  die  Berührungspunkte  der  Schmiegungs-Ebenen  bestimmt,  welche 
durch  einen  gegebenen  Punkt  an  eine  Curve  doppelter  Krümmung  ge- 
legt werden  können.     Die  letztere  Bestimmung  ist  also  die  allgemeinere. 

Ich  werde  im  Folgenden  besonders  von  zwei  Sätzen  von  den  Deter- 
minanten öfter  Gebrauch  machen,  deren  Beweise  man  in  Cr  eile's  Journal 
(Bd.   22,  S.   310  —  312)  findet.     Setzt  man  nämlich  der  Kürze  wegen: 

SO  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass 

wo  X  und  X  die  Zahlen  0,   1,  2,  ...  ^  bedeuten: 
I.  C=A.B, 

U  ü  1  1  n  n 

1. 

Es  seien  Xi,  x^^  %  gegebene  lineare  Functionen  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  eines  beliebig  gegebenen  Punkts  ^  in  der  Ebene.  Ich  werde 
jene  drei  Functionen,  durch  deren  Verhältnisse  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten des  Punkts  ^  bestimmt  sind  und  deren  Werthe  wiederum  durch 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punkts   bestimmt  werden,    die  Coor- 
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dinaten  des  erwähnten  Punkts  nennen.  Es  sei  ferner  u  eine  beliebig 
gegebene  homogene  ganze  Function  >^ten  Grades  von  den  Coordinaten 
^ij  ^2?  ^3-  A^s  den  partiellen  Differentialquotienten  w^,  u^^  %  dieser 
Function,  nach  den  drei  Coordinaten  genommen,  und  den  sechs  beliebig 
gewählten  constanten  Grössen  «i,  «2?  ^^\  ^i?  ^2?  ^3  setze  ich  die  Determinante 


B 


1  ?     2 


fj, 


ao 


&n    &2J    ^3 


zusammen   und    bestimme   die  Coordinaten  Xi,  x^,  x^   als  Functionen   der 
unabhängigen  Variabein    t   durch    die    simultanen   Differentialgleichungen 


dx^ 

dB 

dx^         dB 

dx^  _  dB 

dt 

-  a^' 

dt    ~~   d\  ' 

dt          d\ 

Durch  Integration  erhält  man  folgende  beide  Gleichungen  mit  den 
willkürlichen  Constanten  a  und  l: 

o>i Xi  ~\-  02X2  -\-  o^x^  =  a,       u  =  b. 

Das  dritte  Integral  führt  die  dritte  willkürliche  Constante  durch 
das  -j-  Zeichen  mit  der  unabhängigen  Variabein  t  verbunden  ein.  Da  nun 
durch  die  Differentialgleichungen  (2)  die  Coordinaten  noch  nicht  voll- 
ständig als  Functionen  von  t  bestimmt  sind,  so  will  ich  6  =  0  setzen 
und  die  beiden  andern  willkürlichen  Constanten  gleich  beliebig  gegebenen 
Grössen  annehmen.  Durch  diese  Bestimmungen  wird  der  Punkt  p  in 
eine  durch  die  Gleichung 

3.  u  ==  0 

gegebene  Curve  ^ter  Ordnung  verlegt,  und  man  erhält  die  Coordinaten 
aller  Punkte  dieser  Curve,  wenn  man  der  unabhängigen  Variabein  t  alle 
nur  möglichen  Werthe  giebt.  Die  Coordinaten  dreier  unendlich  nahe 
aufeinander  folgender  Punkte  der  Curve   sind  nun: 

Xij  X2'!  X^f 

Xi  -]-  dxi,  X2  -\-  dx2,  x^  -\-  dxs, 

Xi  -\-  2dXi  -\-  d^Xij      X2  -\-  2dx2  -\-  d^Xoj      x^  -\-  2dx^  -\-  d^x^^ 

Hessens  Werke.  34 
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Setzt  man  die  Determinante  B,    gebildet   aus  diesen  Grössen,    oder, 
was  dasselbe  ist, 


B 


^1 j  ^2  ?  ^3 

tV  jC-^  ,       (A/  Quo  ,       (^  OOo 

d^Xij  d^X2j  d^x^ 


gleich  0,  so  erhält  man  die  Bedingungsgleichung: 

5.  E  =  0, 

welche  die  Coordinaten  des  Punkts  p  der  Curve  ^^  =  0  zu  erfüllen  haben, 
wenn  die  ihm  unendlich  nahe  gelegenen  nächstfolgenden  beiden  Punkte 
der  Curve  mit  ihm  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen  sollen, 
d.  h.  wenn  der  Punkt  p  ein  Wendepunkt  der  Curve  ist. 

Die  Determinante  jR  werde  ich  nun  durch  die  Coordinaten  des 
Punkts  p  ausdrücken.  Zu  diesem  Zwecke  dienen  die  folgenden  Gleichungen, 
welche  aus  den  Gleichungen  '^  =  0  und  a^  x^  -f-  <^2  ^2  +  ^'3  x^  =  a  durch 
Differentiation  hervorgehen: 

Uidxi   -\-U2dX2  -\~u^dx^   ==0,  a-^dxi  -]-^2<^^2   -\- Cisdx^   =  ^j 

.  Ui  d^  x^  -f-  U2  d^  X2  -{-  u^d^x^==  —  U,      «1  d^  x^  -j-  0^2  d^  X2  +  o^  d^  x^  =  0, 

wo   ü  die  Bedeutung 

7.  ü  =  Uli  dx\  -f-  ^22 ^^2  +  %3 d^l  +  2  U2sdx2 dx^  -\-  2  %  dx^dx^ 

-j-  2ui2dXidx2 

hat  und  u^,  ^22?  •  •  •  die  zweiten  partiellen  Differential quotienten  der 
Function  u  bezeichnen. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (2)  respective  mit  b^dt,  62^^?  bc^dt 
und  addirt,  so  erhält  man: 

bidxi  -j-  &2^^2  +  63 <^ ^3  =  Bdt, 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  B  und  bemerkt,  dass  nach 
Satz  (I)  B ,B=  —  Uaipidxi  -\-  b2dx2  +  b^dx^)  ist,    so   geht  dieselbe    in 

8.  B  =  —'Uadt 
über.     Nun  ist  aber  nach  (7) 


u 

dt'' 
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{dx,     ,  dXg    .  dx„\  dx, 

,     f        dx.     ,  dx^     ,  dxA  dx^ 

+      1  (t  X-,  I  Cl  Xa  I 

JMsi  V   +"32^  +  W; 
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*3'    dt    '^'^^'^    dt 


dt 
et  Xc^ 

"^^'di 

dx, 

""'"dt 


Hl  Xn 


d  X       dx 
Setzt  man  in  diese  Gleichung  für  —r^j  ~^'  ~df 

bezeichnet  durch  G^^  G^^  G^  die  Determinanten 


4 

I    dt 
die  Werthe  aus  (2)  und 


9.       G^  = 


Uij       ^2  ?       ^3 


^1, 


ni7 


^2? 


Wp 


(?. 


u 


1? 


2  ?  3 

^21  ?     ^22  J    ^^23 


Ö3^ 


n? 


w< 


'2? 


<^l 


Ö', 


2? 


üo 


^31 5     ^32  ?    ^33 


SO  lässt  sich  jene  Gleichung  wie  folgt  darstellen: 

U 


10. 


Dieser  Ausdruck  von  -^  ist   in  Rücksicht   auf  die  Coordinaten   des 

dt^ 

Punkts^  vom  Grade  Sn  —  4.  Ich  werde  demselben  eine  solche  Form 
geben,  dass  man  sieht,  wie  er  mit  Hülfe  der  Gleichung  der  Curve  u  =  0 
auf  den  Grad  3  (w  —  2)  zurückgeführt  werden  kann. 

Um  die  drei  Determinanten  G^,  G^,  G^  zu  transformiren,   stelle  ich 
folgende  Gleichungen  auf: 

'  {n 1)  Wi  =  Wn^l   4-  ^<12^2  +  ^13%) 

11.  \{n 1)  W2  =  ^21  ^1   +  ^22  ^2  -f"  ^23  ^3  -> 

{n—l)u^  =  ^^3l  x^  +  %2  x^  +  W33  x^\ 

'  z/^i  =  {n—  l){f^ii«/i  +  C/12W2  +  U^^^^i^ 
12.  I  ^x^  =  {n—  l){U.2iU^  +  ^22^2  +  ^^23^3}^ 

/IX^  ==  {n  —  1)  {C/gi  U^   +    £^32  ^2  +    C^33«^3}- 

Die  drei  ersten  dieser  Gleichungen  drücken  die  bekannte  Eigenschaft 

der  homogenen  Functionen  u^^  U2,  u^   aus.     Die   drei   letzten   stellen    die 

Auflösungen   der    drei  ersten  Gleichungen  dar,    wenn   man  die   in  ihnen 

explicite  vorkommenden  Grössen  x^,  X2,  %    als   die  Unbekannten  ansieht. 

Demnach  ist  die  Determinante 

34* 
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13. 


J  = 


t'115 


^21?     ^22  J     %3 


'^31  -)     *^32  1 


homogen  und  vom  Grade  3  (n  —  2)  in  Rücksicht  auf  die  Coordinaten 
^ij  ^27  ^3?  und  die  Coefficienten  TJ^^  in  dem  Systeme  der  Gleichungen  (12) 
sind  ebenfalls  homogene  Functionen  vom  Grade  2  (/^  —  2). 

Zu  dem  genannten  Zwecke   führe   ich  ferner  die  Grössen  a^^  a^^  a^ 
ein,  welche  durch  das  folgende  System  von  Gleichungen  definirt  werden: 


14. 


\{n 1)  ^1  =  Uli  «1   ~{-  Ui2  (^2  ~j~  ^13  ^3? 

(n 1  )  0^2  =  ^21  ^1   +  ^22  ^2  +  ^23  ^3  ? 

Xn—  1)^3  =  ^^3lal   +  Z^32«2  +%3^37 


aus  welchen  sich  wiederum  durch  Auflösung 

Jai  =  (n—1)  {Uli  ^h  4-  ^12 ^2  +  ^13 «3}, 
Ja2  =  {n  —  1)  {C/21  a-i  +  iJss  r?2  +  f/23  %}  ? 
z/cfg  =  (7^  —  1)  {C/31  ^1  +  t/32  (^2  +  Ü733  ^3} 

ergiebt.  Setzt  man  nun  in  die  Determinante  Gi  für  w^,  %,  Wg  die  Werthe 
aus  (11)  und  für  a^,  ^g,  (23  die  Werthe  aus  (14),  so  geht  dieselbe  in 
die  Determinante 

—^  {Uli ^1 H-  «^12^2  +  ^13^3)?  —[ Kl  ^1  +  ^22^2  +  ^23^3)7  ;^  («^31  ^1  +  ^32^2  +  '^33^3)1 

—[  {^n  C^l  +  ^12  C^2  +  «^13  ^3)7  ^^HJ  (^21  «1  +  «^22  ^2  +  ^23  ^3)?   ^^HJ  ^^^^  ^^  "^  ^^^  «2  +  ^33  ^^3) 


'»'12? 


«'13 


Über.     Diese  Determinante  ist  aber  nach  Satz  (I)  gleich  dem  Product 


1 


{n—\Y 


^11?      ^12  5 

Wi3 

^21?     ^22? 

^23 

%1J     %2> 

%3 

^.q 


C^9,       C^Q 


1,    0,    0; 


und  wenn  man  die  folgende  Determinante  durch  G  bezeichnet: 


16. 


C  = 


^1  ?     ^2  ?     ^3 


^IJ      ^2?      ^3 


19.   üeber  die  Wendepunkte  der  algebraischen  ebenen  Curven  etc.  269 

SO  wird  das  genannte  Product  gleich 
17. 


{n — 1)*        SCj  ^ 


Auf  diese  Weise   stellen   sich   die   transformirten  Determinanten  G^, 
G2,  Ö3  wie  folgt  dar: 


18.       G,  = 


J       dC 
{n—\f    9Cj  ' 


G, 


J       dC 
(n-lf   de. 


19. 


Setzt  man  diese  Werthe  der  Determinanten   in  (10),    so    erhält   man 


ü 


J       jdB    dC         dB   dC         dB    dC] 
(l^  — 1)^   [db^    dc^     '     -^^     '^^    + 


{n  —  lf   I  db,    de,     '     db^    dc^     '     db^    de. 
Hieraus  ergiebt  sich  nun  mit  Anwendung  des  Satzes  (II): 


ü 


J       I  ('^1  Xi  +  W2  ^2  +  %  ^3)?  (^^1  ^1  +  ^2  «2  +  ^3  ^3) 


dt^         (n—l)^  j  (ai x^  +  ^2  0^2  +  a^x.^),  (a^  a^  +  <^2  ^2  +  ^s  ^3) 
Es  ist  aber,  wie  aus  den  aufgestellten  Gleichungen  zu  sehen: 

Ui  Xi  -f-  ^2  ^2  -f-  %  ^3   =  ^  ^j 
«1^1   +  <^2^2  +  ^3^3  =   ^J 
^1  ^1   ~|~  ^2  ^2   +  %  ^3   ""==   ^? 

,  ,  (n-l)D 

wenn  man  der  Kürze  wegen 

20.        D  ==  U,,a\  +  1/224  +  U^^al  +  2  ^723^2^3  +  2  tr3ia3ai  +  2  1/^2(^1(^2 

setzt.     Mithin  wird: 


21. 


U 

dt^ 


(n  —  iy 


nu. 


a, 


{n-l)D 


= Du 

n — 1 


(ji  —  Yf 


Setzt  man  diesen  Werth  von   U  in  (8),  so  erhält  man: 
22.  B  =  a{y^^ \-  Du)df. 
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Da  aber  u  =  0  ist,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  R  =  0,  welche  in 
Rücksicht  auf  die  Coordinaten  vom  Grade  Sn  —  4  ist,  auf  die  Gleichung 

23.  J=0 

vom   3  (^  —  2)ten  Grade. 

Dieses  ist  die  gesuchte  BedingungsgleicJiung ,  welche  die  Goordijiaten 
eines  Punkts  der  Curve  u  =  0  erfüllen  müssen,  wenn  der  Punkt  ein  Wende- 
punkt der  Curve  sein  soll. 


2. 

Es  seien  x^^  x^^  x^^  x^  gegebene  lineare  Functionen  der  rechtwink- 
ligen Coordinaten  eines  beliebig  gegebenen  Punkts  ^  im  Räume.  Es 
seien  ferner  ^/u  ^2?  ^3?  2/4  dieselben  linearen  Functionen  der  rechtwink- 
ligen Coordinaten  eines  beliebigen  anderen  Punkts  g.  Diese  gegebenen 
linearen  Functionen  der  Coordinaten  werde  ich  die  Coordinaten  der 
Punkte  p  und  g  nennen.  Durch  u  und  v  bezeichne  ich  zwei  beliebige 
homogene  ganze  Functionen  der  Coordinaten  x^,  x^^  x^,  x^  des  Punkts  ^, 
respective  von  den  Graden  n  und  m,  und  setze  aus  deren  partiellen  Differen- 
tialquotienten ^1,  ^2?  %?  ^4  u^d  t^i,  t?2j  ^3?  ^45  nach  den  Coordinaten  des 
Punkts  p  genommen,  und  den  8  beliebig  gewählten  constanten  Grössen 
%,  «2,  ^3,  «4,  &i,  ^2?  ^3?  ^4  folgende  Determinante  B  zusammen: 


B 


1 7     2  7     3  5     4 


^1,   ^;2,   V, 


3J 


v^ 


a. 


a. 


'2  7      ^3  7 


&1,      62^      h^      ^4 


Die  Coordinaten  x^^  x^-^  x^^  x^  des   Punkts  p  bestimme   ich  als  Func- 
tionen der  unabhängigen  Variabein  t  du»ch  die  Differentialgleichungen 


dx^ 


dB 


dB_ 


(Aj  Jün 


dt  db^  '        dt  db^  '        dt 

In  den  drei  Integralgleichungen 


dB 

db^ 


dx^ 
~dt 


dB 


«1  X^   +  <^2  ^2   +   ^^^3  ^3  +   ^h  ^4  =  ^h 

u  =  b^  V  =  c 
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dieses  Systems  von  Differentialgleichungen  setze  ich  die  willkürliche  Con- 
stante  a  gleich  einer  beliebig  gegebenen  Grösse,  h  und  c  gleich  Null. 
Die  vierte  Integralgleichung  führt  die  willkürliche  Constante,  der  ich 
einen  beliebigen,  aber  festen  Werth  geben  will,  mit  der  unabhängigen 
Variabein  t  durch  das  -\-  Zeichen  verbunden  ein.  Durch  diese  Bestim- 
mungen rückt  der  beliebige  Punkt  p  in  die  Cur ve  doppelter  Krümmung, 
in  welcher  sich  die  durch  die  Gleichungen 


li  =  0, 


0 


gegebenen  Oberflächen  nter  und  mter  Ordnung  schneiden,  und  man  er- 
hält die  Coordinaten  aller  Punkte  dieser  Curve,  wenn  man  der  unab- 
hängigen Variabein  t  alle  nur  möglichen  Werthe  giebt. 

Die  Coordinaten  des  beliebigen  Punkts  q  und  dreier  unendlich  nahe 
auf  einander  folgender  Punkte  der  genannten  Curve  doppelter  Krümmung 
sind  nun: 


2/n  2/2,  2/3,  2/4, 

Xi-{-dXi,  X2-{-dx2j  x^-{-dx^,  x^-\-dx^^ 

x^-{-2  dx^  +  d^x^ ,     x^  +  'idx^'^  d^x^,  x^-\-2  dx^  +  d^x^^    ^^4  +  2  dx^^  +  ^^^4- 

Setzt  man  die  Determinante  B,  gebildet   aus   diesen  Grössen,    oder, 
was  dasselbe  ist,  die  Determinante 


4. 


R  = 


2/l: 

X\  , 


2/2, 

^2, 


2/3,  2/4 


^3, 


Xa 


dxi,    dx^i    dx^^    dx^ 

(t     X-\  ,      Oj     X2  ,      Ci     Xo  ,       Cv    Xa 


gleich    0,    so    erhält    man,    wenn    man    den    Punkt   q    mit    seinen    Coor- 
dinaten als  variabel  betrachtet,  die  Gleichung 

5.  B  =  0 

der  Schmiegungs-Ebene  in  dem  Punkte  p  der  Curve  doppelter  Krümmung. 

Um  R  zu  transformiren ,    dienen  folgende  Gleichungen,    welche  sich 

aus  den  Gleichungen  u  =  0,  v  =  0,  a^  a^i  -j-  «2  ^2  •  •  •  +  <^4  ^4 


a  ergeben: 
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7. 


UiX^  -\~  U2X2  +^^3%  -{- u^x^  =0, 
u^dxi  -\-U2dX2  -\-u^dx^  -\- u^dx^  =0, 
Ui d'^ Xi  -f-  U2 d^ X2  +  ^^3 d^ x^  -\-  u^d^x^=  —  U\ 

6.  {v^dXi    -\-V2dX2  -{-v^dx^  -\- v^dx^^    =0, 

^'l  d^  x^  4"  ^2  <^^  ^2  +  ^3  <^^  ^3  +  ^4  ^^  ^4  =  —  V\ 

a^  x^        +  %  ^2       +  <^3  ^3       +  <^4  ^4        =  ^^ 

a^dxi  -{- a2dx2  -\- a^dx^  -\- a^dx^  =0, 
Qi d^ Xi  -|-  ^2 d^ ^2  +  <^^3 ^^ x^  -\-  a^d^x^  ==  0; 

wo   C/"  und  F  die  Bedeutung 

U  =  Uli  dxl^U22dx\-\-u^^dxl-\-u^^dx\-\-  2ui2dXidx2-{-2  u^^dx^dx^ 
+  2  Wi^do^iC^rr^-f-  2  W23^^2^^3+  2  ^^24<^^2^^4+  2^^34da:3(^a;4, 

V  =  Viidx\  -\-V22dxl  -f  v^^dxl-\-v^^dx\-{-  2vi2dXidx2  +  2  t'i3dii;iC^ir3 
-f-  2  t;i4öi:ri(iir4  +  2 '2;23<^i^2^%+  2  t;24^^2<^^4  +  2  ^(^irg^^r;!;^ 

haben  und  w^,  ^^22  •••  und  t;ii,  ^'22  ...  die  zweiten  partiellen  DifFerential- 
quotienten  der  Functionen  u  und  v  sind,  nach  den  Coordinaten  des 
Punkts  p  genommen. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (2)  respective  mit  b^dt,  Jg^^?  b^dt^ 
b^dt  und  addirt,  so  erhält  man: 

&i  dxi  -\-  &2^%  +  b^dx^  -j-  b^^dx^^  =  Bdt. 

Es  ist  aber  nach  Satz  (I) 

B .  B  =  (bidxj  -\-  62  <^  ^2  •  •  •)  {(C^'^i  —  l^^i)  yi  +  {Ü'v2  —  VU2)  ^2 

+  (C/>3  —  l^%)y3  4-  (C^^4  —  Vu,)tj^}a, 

Multiplicirt  man  daher  diese  Gleichung  mit  der  vorhergehenden,  so 
erhält  man,    mit  Uebergehung   der   gleichen  Factoren   auf  beiden  Seiten, 

8.    B  =  {(Uvi  —  Vui)yi  +  {Uv2  -  Vu2)y2  +  {Uv^  —  Vu^)y^  +  {Uv^  —  Vu^)y^^adt 

Diese  Form  von  B  zeigt,  dass  B  =  0  die  Gleichung  einer  Ebene 
ist,  welche  durch  die  Schnittlinie  der  in  dem  Punkte  p  an  die  beiden 
Oberflächen  w  =  0,  ^=0  gelegten  Tangenten -Ebenen  hindurchgeht. 
Denn  man  erhält  alle  möglichen  Ebenen,  welche  durch  die  genannte 
Schnittlinie,    d.  i.    die    Tangente    der   Curve    doppelter   Krümmung,    hin- 
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durchgehen,  wenn  man  in  der  Gleichung  B  =  0  den  Grössen  U  und  V 
beliebige  Werthe  giebt.  Unter  diesen  Ebenen  befindet  sich  auch  die 
Schmiegungs-Ebene  der  Curve  doppelter  Krümmung  und  diese  entspricht 
eben  den  in  (7)  angegebenen  Werthen  von  U  und  V,  Es  bleibt  daher 
noch  übrig,  diese  Werthe  von  U  und  V  durch  die  Coordinaten  des 
Punkts  p  auszudrücken.     Zu  diesem  Zwecke  setze  ich  in  dem  Ausdrucke 

von    -r-y,  der  sich  auch  so   darstellen  lässt: 


U 


'^''~dr~^^''''~di 


y        /      dx.    , 
e  =  i""  -dt  + 

,  /  t//  Xf  I  C(  Xs)  I  ^  Xn  I  (Ä  X  , 

+  1^-  -Jt-  +  "^^  -dt     +  "^-^  -dt  +  "-  -dt 

I     /        dx^     ,  dx^     ,  dx^   ^^         dXj^\ 

+  V''  ITf  +  ""''  ITf  +  ""''  "cU   +  ""''  'dfJ 

dx^\ 
dt  ) 


dx^ 

dx^ 


+  1 «--?/+"- 'S" 


dt 


-  +  % 


(?if   ' 


die  Werthe  von 


(ä/  X-i  et  Xn 


dt   '      dt   '   ' 
man  durch  öj,   Ö25   6^3?   G^4  die  Determinanten 


aus  (2).     Hiedurch   geht    derselbe,    wenn 


I  u 


u. 


Uo 


^A. 


G,. 


j  ,       6*2?        '^S)       ^^4 
^1,        ^2,        ^3.        ^'4 

I  ^ 

i 
U^  ,       ^2  ,       ^^3  ,       11^ 


G, 


I  ^1  j       ^^2  ?       ^^3  ?       % 

^n      ^^2?      ^3^      ^4 


(^, 


Öfo 


(7. 


0;== 


bezeichnet,  in 


1  ? 

^^1 ,     ^'2 ,     ^' 


^^1 


37 


CI9 


O'o 


V. 


C(a 


G,= 


1?       ^'2^        ^^3?       ^U 
^''31  ?    %2  J     ^33  J    ^34 


2,       U3,       U4 
^^23'    ^^2 
6^2  j       ^3  5        ^'4  i 


^n      ^2.      ^; 


3? 


^^A 


'41  ?     ^^42  5    *'H3  ? 


10. 
über. 


U         ^    dB 

—  =  6-1 


df 


3 


'^'  "^^'  dK    '    ""'  ^K  ~^  "'  36. 


Dieser  Ausdruck  von  — ^  ist  vom  Grade   3^^  +  2m  —  6   in  Rücksicht 

auf    die    Coordinaten    des    Punkts   p.      Ich    werde    demselben    jetzt    eine 
solche  Form  geben,    dass    man  sehen    kann,    wie  er  sich    mit  Hülfe    der 

Hesse's  Werke.  35 
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Gleichungen  u  =  0  und  ^^  =  0  auf  den  Grad  3n  -[-  2  m  —  8  reducirt. 
Dies  wird  erreicht  werden  durch  Benutzung  der  folgenden  Systeme  von 
Gleichungen : 


11. 


12. 


(n  1)  U^   =  Uli  ^1    +   ^^12^2  +  ^13^3  ~r~  ^14^4? 

(/^   1)  IL2  =  U21X1   -\-  U22OC2  -\~  Ihs^S  -\-  %l^4j 

(7t   —    1)  U^  =-   U^i  Xi    -\-  U^2^2   +  %3^3   +  '^34^4^ 

{n  —  1)  u^  =  ^^4l  .i'i  +  ^^42 ^2  +  ^^43%  +  U4,4,x^\ 

Jxi  =  (n  —  1)  {Ij\,  Ui  4-  U12U2  -\-  Ui^Us  +  t/14^^4}? 

JX2  =  (^n  1)  {U2illi    +    f/22''!^2  +    f^23^3   +    ^^24^? 

Jx^  =  {n  —  1)  {U^si^h  +  Uo2'^h  +  t^33%  +  ^44^^-1}; 

JX^  =  (n  1)  {t/41  Ui   +    U^2^h   +    U^S^h  +    C^44^'4}- 


Von  diesen  Gleichungen  drückt  das  erste  System  die  bekannte  Eigen- 
schaft der  homogenen  Functionen  u^^  Wg?  •  •  •  ^^^l  ^^^  letzte  ist  die  Auf- 
lösung des  ersten  nach  den  in  ihm  explicite  vorkommenden  Unbekannten, 
und  J  ist,  wie  bekannt,  die  Determinante 


II 


Ur 


u, 


Ih. 


13. 


J  ■■ 


m    ^12?    ^'13  5    ''''14; 

«91   ,       (A.)c,  ,       U.2^  ,        M94. 


■^^21? 


23? 


'^'24 


!  it 


tu 


II  o 


11^ 


31,     ctgQ,     ^1335      6^34 

^4-1  1      ^40  5      ^^J-S  1       ^^i- 


^41? 


'^43  5 


'H4.\ 


Ich  führe    ferner    vier    neue  Grössen  /?i,  ß^^ 
die  folgenden  Gleichungen  definirt  werden: 


ein ,    welche    durch 


14. 


(n  —\)v,  =  Uiißi-\-  Ui2ß2   +   ^^13  Ä   +  ^uß^J 

(n  —  1)  t;^  =  ^^2J  /?!  4-  it^2ß2  +  '^^23/^3  +  ^^24  Ä? 


und    löse    diese    Gleichungen    nach    den    Unbekannten    /?i,    /?9, 
Dies  giebt 

^ßl   =  0^  —   1)  {f^n^l   +    C^12'^2  +    £^13^3  +    ^14^^ 
15.  <!    z//?2  =  (^1^   —    1)  {U21V1   +    i72,t;2   +    f/23^3  +    ^^24^5 


auf. 


Endlich    bestimme    ich    vier  Grössen  a^,  c^2, 
sie  den  Gleichun^^en 


von    der  Art,    dass 


19.    Ueber  die  Wendepunkte  der  algebraischen  ebenen  Curven  etc. 


275 


16. 


{n  1)  «1  =  Z^ii  ^1    +  ^12  ^2  +  ^13  ^3  +  ^14  ^h  ? 

{n  1)  (72  =   %i  a^   -{-  U.22  «2    +    ^hs  <^3  +  %4  ^4  5 


genügen,    und  löse  diese  Gleichungen   nach  den  Unbekannten  a^^  a^^  .  . 
auf.     Dies  giebt 


17. 


Ja^  =  {n—    1)  {C/21  ^1    -]-    f/22  ^^2  +    ^23  ^''3  +    C^24Ö'4}, 


Die  aufgestellten  Gleichungen  dienen  nun  zur  Transformation  der 
Determinanten  ö^,  ög?  •  •  •  Denn  man  wird  finden,  dass  die  erste  dieser 
Determinanten,  wenn  man  darin  für  Wj,  2^2?  •  •  •  die  Werthe  aus  (11), 
für  Vi,  ^?2?  •  •  •  die  Werthe  aus  (14)  und  für  a^,  02 ,  ...  die  Werthe  aus 
(16)  setzt,  nach  Satz  (1)  in  das  Product 


J 


(71— \y 


ßi,     ß2,     ßs,     Ä 

r/j ,    ^^2  ?    ^3  ?    ^4 


1,  0,  0,  0 

zerfällt,  so  dass,  wenn  man  durch  C  die  folgende  Determinante  bezeichnet: 


C=- 


/y         /y         /y         /y 

tA/1    ,  tA/O   ,  «A/O   ,  tA/4 

ßn    ß],    ßs,    ß. 


J 


dC 


{n—vy   de, 


G, 


ist.     Auf  diese  Weise   stellen  sich  die   transformirten  Determinanten   wie 
folgt  dar: 


19. 


G,= 


J        dC 

J        dC 

Jii-Yf  de,' 


G,^- 


G. 


J       dC 


{n-iy    de,' 
dC 


J 


(n-iy    dei 


35^ 
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Setzt  man  diese  Werthe  von  Gj,  G^2?  •  •  •  ^^  (^0),  so  ergiebt  sich 


\dB  lG_dB_d^dB_dC  dB   dC 


a&3  9^3 


21      _^=_:^ 

^^^^         (n— 1)3 


woraus  mit  AnwenduDg  des  Satzes  (IIj 

U^  X^  -f-  ^^2  ^2  H 1     ^1  ßl  +  ^'2  /'^2  +  •  ' 

<^1  ^1  +  <^2  ^2  H 7     ^1  /5l  +  <^2  /^o  +  ■ 

folgt.     Setzt  man  nun,  um  abzukürzen, 
M=   t/n^?  +  f^22«2+--- 

P::^     C^n'^l+£^22^2+t'33^3     +    ^^^44 '^4  +  2   f/^^  ^^'l  ^2  +  2   t^lS  ^^1  ^3 

4-  2  (7i,t'i^44-  2  f723^2^3+  2  f/24^o^4+  2  U^^v^v^, 


22. 


so  lässt  sich  die  Gleichung  (21)  wie  folgt  darstellen: 


23. 


ü 


J 


{n—\Y 


mv, 


02 -1) 


0/-1) 


a 


M\ 


24. 


Da  aber  t«  =  0  und  v  =  0  ist,  so  wird : 


{n—\f  ' 
ü 


welches    der    gesuchte  Ausdruck    von  -^—  ist;    vom  Grade  ^n-{-2m  —  8 

in    Rücksicht    auf    die    Coordinaten    des    Punkts  p    der    Curve    doppelter 
Krünnnung. 

Auf  dieselbe  Weise  wird  sich  auch  der  Ausdruck 
lassen,  was 
25. 


V 


transformiren 


V 

elf' 


(m  —  1  )* 


giebt,    wo   Q   eine    homogene    Function    der   Coordinaten    des   Punkts   p 
vom   Grade    im-\-2n  —  8   bedeutet,   die    man   aus   dem   in   (22)    ange- 
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gebenen  Ausdrucke    von  P   erhält,    wenn    man    die  Functionen  u    und   v 
mit  einander  vertauscht. 

Setzt  man  endlich  diese  Werthe  von  U  und  V  in  den  in  (8)  ge- 
gebenen Ausdruck  für  R,  so  nimmt  die  Gleichung  der  Schmiegungs-Ebene 
der  Curve  doppelter  Krümmung,  in  welcher  sich  die  Oberflächen  u  =  0 
und  V  =  0  schneiden,  folgende  einfache  Gestalt  an : 

— L.  {^^^  y^  _^  u,  y,  +  u,  ?/3  +  ^4  yd 
26.  '     ^^ 

Diese  Gleichung  der  Schmiegungs-Ebene  ist  vom  Grade  3  (/^  -\-  m  —  3) 
in  Rücksicht  auf  die  Coordinaten  des  Berührungspunkts  p.  Nimmt  man 
in  ihr  die  Coordinaten  des  Punkts  q  als  gegeben  an,  lässt  dagegen  die 
Coordinaten  des  Punkts  jp  beliebig  variiren,  so  stellt  die  Gleichung  (26) 
eine  Oberfläche  von  der  3  (^ -f  m  —  3)ten  Ordnung  dar,  welche  die  ge- 
gebene Curve  doppelter  Krümmung  in  solchen  Punkten  schneidet,  deren 
Schmiegungs- Ebenen  durch  den  gegebenen  Punkt  q  hindurchgehen. 
Hieraus  ergiebt  sich   folgender  Lehrsatz: 

An  eine  Curve  doppelter  Krümmung ,  welche  durch  den  Schnitt 
einer  Oberfläche  nter  und  einer  Oberfläche  mter  Ordnung  entstanden 
ist,  lassen  sich  von  einem  beliebigen  Punkte  ausserhalb  der  Curve 
3nm{n-\-m  —  3)  Schmiegungs^ Ebenen  legen,  und  die  Berührungs- 
punkte liegen  auf  einer  Oberfläche  von  der  3  (^  +  ^^^  —  5)ten  Ordnung. 

Demnach  lassen  sich  von  einem  beliebigen  Punkte  q  an  eine  Curve 
doppelter  Krümmung,  in  welcher  sich  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
schneiden,  zwölf  Schmiegungs-Ebenen  liegen.  Die  Centralprojection  einer 
solchen  Curve  doppelter  Krümmung  auf  eine  beliebige  Ebene  ist  be- 
kanntlich eine  Curve  vierter  Ordnung.  Ihre  Wendepunkte  sind  die 
Projectionen  der  Berührungspunkte  der  zwölf  Schmiegungs-Ebenen,  welche 
sich  durch  das  Centrum  der  Projection  an  die  Curve  doppelter  Krümmung 
legen  lassen.  Eine  Curve  vierter  Ordnung  hat  aber  im  Allgemeinen 
24  Wendepunkte.  Daraus  folgt,  dass  die  Projection  der  Carve  doppelter 
Krümmung    nicht    eine    allgemeine    Curve    vierter    Ordnung    sein    kann. 
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Sie  hat  in  der  That  zwei  Doppelpunkte.  Um  diese  zu  finden,  lege  ich 
durch  die  Curve  doppelter  Krümmung  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
welche  zugleich  durch  das  Centrum  der  Projection  hindurchgeht.  Von 
den  beiden  geraden  Linien,  welche  sich  auf  dieser  Oberfläche  durch  das 
Centrum  der  Projection  legen  lassen,  schneidet  jede  die  Carve  doppelter 
Krümmung  in  zwei  Punkten,  und  die  Schnittpunkte  dieser  beiden  ge- 
raden Linien  mit  der  Projectionsebene  werden  die  gesuchten  Doppel- 
punkte sein.  Da  nun,  wie  Plücker  richtig  bemerkt  hat,  immer  sechs 
Wendepunkte  einer  ebenen  Curve  in  einen  Doppelpunkt  fallen,  so  ver- 
schwinden von  den  24  Wendepunkten  der  projicirten  Curve  vierter 
Ordnung  zwölf,  und  es  bleiben  nur  die  oben  erwähnten  zwölf  Wende- 
punkte übrig. 


Königsberg,  im  November   1849. 


20. 

Ueber  die  ganzen  homogenen  Functionen  von  der  dritten  und 
vierten  Ordnung  zwischen  drei  Variabein. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.     Band  41,    Seite   285  —  292.] 


Im  36.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  S.  172^)  habe  ich  eine 
Eliminationsmethode  auseinander  gesetzt,  um  eine  in  Punktcoordinaten 
gegebene  Gleichung  einer  Curve  dritter  Ordnung  durch  Liniencoordinaten 
auszudrücken.  Diese  Methode  hat,  wie  ich  sehe,  Cayley  im  Märzhefte 
des  Cambridger  Mathematischen  Journals  vom  Jahre  1846  bekannt  ge- 
macht und  zugleich,  nicht  ohne  Mühe  und  Kunst,  das  Resultat  der 
Elimination  in  seine  einfachsten  Bestandtheile  aufgelöst.  Die  Methode 
besteht  in  der  Zurückführung  des  Problems  auf  die  Elimination  von 
sieben  Unbekannten  aus  sieben  linearen  homogenen  Gleichungen.  Eliner 
Ausdehnung  auf  die  Curven  vierter  Ordnung  scheint  dieselbe  nicht  fähig 
zu  sein.  Ich  werde  daher  im  Folgenden  ein  anderes,  nicht  weniger 
symmetrisches  Eliminationsverfahren  entwickeln,  welches  sich  mit  gleicher 
Leichtigkeit  auf  Curven  dritter  und  vierter  Ordnung  anwenden  lässt, 
und  überdies  noch  den  Vortheil  hat,  dass  man  bei  Curven  dritter  Ordnung 
das  Endresultat  durch  Elimination  von  nur  vier  Unbekannten  aus  vier 
linearen  homogenen  Gleichungen  erhält.  Dieses  Eiiminationsverfahren 
steht  in  dem  erwähnten  Falle  zu  dem  Cayley'schen  in  demselben  Ver- 
hältniss,  wie  das  Jacob i'sche  Eliminationsverfahren  für  zwei  Gleichungen 

1)  [Seite  187  dieser  Ausgabe.] 
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mit  einer  Unbekannten  zu  dem  Sylvester'schen,    indem  auch    hier  von 
der  zum  Theil  schon  vollführten  Elimination  ausgegangen  wird. 

Ich  schicke  zwei  allgemeine  Sätze  voran,  von  denen  ich  im  Folgenden 
Gebrauch  machen  werde. 


Wenn  n  liomogene  ganze  Functionen  gleichen  Grades  von  n  Variabein 
für  ein  System  von  Werthen  der  Variahein  verschwinden,  so  verschwin- 
den für  dieses  System  von  Werthen  nicht  allein  die  Determinante  der 
n  Functionen,  sondern  auch  ihre  nach  den  Variahein  genommenen 
ersten  partiellen  Differentialquotienten. 
Wenn  u^,  u^^  u^,  .  .  .  u^,  gegebene  homogene  ganze  Functionen  vom 
_^jten  Grade  von  den  Variabein  x^,  X2,  x^,  .  .  ,  x,,  bedeuten,  so  ist  bekanntlich: 


^  dx^     ^      ^  dx^     ' 


^  dx^     '         dx^ 


+ 


+  X, 


dXu 

dXn 


pil,, 


P^h, 


dUn       ,       ^      dUn        , 
^     dX^        ^         ^    dX^        ' 


"    dXn  ^       '" 


Bezeichnet    man    die    Determinante    der    n  Functionen    mit    21,    mul- 
tiplicirt  die  Gleichungen  (1)  der  Reihe  nach  mit 


az/ 


=  ü,, 


9z/ 


\dx^)  \dxj 

und   addirt,   so   erhält  man: 


C7, 


dJ 


2? 


© 


-  -  IL 


2.  x^J  =  v  {^h  f/i  +  ^2  f4  + f  K  ^^i . 

Diese    Gleichung    beweist,    dass    die    Functionaldeterminante    J    ver- 
schwindet, wenn  die  Functionen  w^,  u^,  .  .  .  u,,  verschwinden. 

Differentiirt  man  die  Gleichung  (2)  nach   x^,  so   erhält  man: 


^  dx,     ' 


+~:-u,+---  + 


dx^ 
-    dx^    ~ 


^'^l 


+  Un 


dUn\ 
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Da  aber 


dx^ 


dx^ 


dx^ 


ist,  so  wird 

3-     ^^^-(^-i)^=^h^+^^i-^+---+"''^r 


dj 


u^  und  J  auch  - —  ver- 

*"  dx^ 


Diese  Gleichung  beweist,  dass  mit  z^i,  '^2? 
schwindet  etc. 

Wenn  n — 1    homogene  ganze  Functionen  pten  Grades    zugleich 
mit  einer  homogenen  ganzen  Function  qten  Grades   von  n  Variabein 
für  ein  System  von  Werthen  dieser  Variahein  verschwinden,  so  ver- 
schwindet auch  die  Determinante  dieser  Functionen,   und   die  ersten 
partiellen  Differentialquotienten  der  Determinante   verhalten   sich  wie 
die  ersten  partiellen  Differentialquotienten  der  Function  qten  Grades. 
Wenn  w^,  ^2?  •  •  •  K-i  homogene  ganze  Functionen  pten  Grades  und  u,^ 
eine  homogene  ganze  Function  qten  Grades  der  n  Variabein  x^,  Xo  .  •  -  00,, 
sind,  so  hat  man: 


4. 


^  a^i         ^  dx^    ' 


.  du. 

'  dXn 


X 


dU^ 


dU^ 


'^  "ä^  +  ^^  dx, 


-\ V^n 


d  X'n 


PU2, 


^      "^  dXo 


''   dx. 


dUn 


Es  sei,  wie  vorhin,  J  die  Determinante  der  n  Functionen  u^,  u^, 
Multiplicirt  man  nun  die  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 


dJ 


\dx. ) 


U,^ 


dJ 


/du,\ 
\dx,  / 


a 


dJ 


2? 


\dx.  I 


U.. 


und  addirt,  so  erhält  man 

5.  x,/l  =  p{u^U^-^u^ü^-\ [-  u,,  C/4  +  {q—p)Un  Un\ 

woraus  sich  zeigt,  dass  z/  verschwindet,  wenn  z^i,  u^^  .  , .  u^  verschwinden. 


Hesse's  Werke. 
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Differentiirt  man  diese  Gleichung  nach  den  Variabein,  so  wird: 


OC"i 


dz/ 


{p-\)J 


u.,  — ^-  + 


+  w« 


f       9C^, 


P 


1"^  -jx:  +  "- 


3^ 

dXn 


+  •  ■  •  +  K 


3  t^„ 
3.r„ 


I 


I       /  N    f  ^Un         ,        TT      S^^^l 


Setzt  man   in  diese  Gleichungen  für  die  Variabein  dasjenige  System 
von  Werthen,    für    welche    die   n  Functionen  it^^  ic.^,  -  -  -  u,^    verschwinden, 

und    bezeichnet    der  Kürze    wegen    den  Ausdruck  ^ — ~  •  U^^    durch  yl,    so 
gehen  dieselben   in  folgende  über: 


0, 


^^      1      2    ^  ^^'^ 
dX^      '  dx^ 

C  Xi)  O  Xn 


dXn  dXn 


Es  verhalten  sich  also  die  partiellen  Differentialquotienten  der  Deter- 
minante wie  die  entsprechenden  partiellen  Differentialquotienten  der 
Function  vom  g'ten  Grade. 


Wenn  man  durch  v  eine  homogene  ganze  Function  dritten  Grades 
von  den  Variabein  x^^  x^-,  x.^  und  durch  v^^  v.^-,  Vs  die  partiellen  Differential- 
quotienten dieser  Function  bezeichnet,  so  verlangt  die  Aufgabe  ^,die  in 
Punldcoordinaten   gerj ebene    Gleichung   v  =  ^    einer    Curue    dritter    Ordnung 
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durcli  Liniencoordinaten  aus  zudrücken^  %  die  Elimination  der  Variabein  Xi^ 
x^^  ^3,  t  aus  folgenden  vier  homogenen  Gleichungen: 

^3  +    ^3     2     =^    ^' 

Man  hat  also  drei  homogene  ganze  Functionen  i\-[-  a^—^  '^2  +  ^2-0"' 
^'3+^3"^    d^^  Variabein   x^^   x^,   ^3,    ^    vom    zweiten    Grade,    und    eine, 

a^Xi  +  o^2^-2  +  ^3^37  ersten  Grades,  welche  für  ein  System  von  "Werthen  der 
Variabein  verschwinden.  Bezeichnet  man  daher  die  Determinante  dieser 
Functionen  mit  6,    so    ist  nach  dem    in  No.   1    bewiesenen  zweiten  Satze: 

Um  die  Determinante  jener  vier  Functionen  zu  bilden,  bezeichne  ich 
die  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  der  Function  v  durcli  v^^, 
1^2 j  .  .  .  und  bilde  die  Determinante  J  aus  folgenden  Componenten: 

^'115      ^12?      "^13  5      ^n 

^21  J         ^''22  ?        '^23  J         ^2  ? 
'^3 1  5         '^32  ?         '^33  )         ^3  7 

r/j,        c^2  7        ^3?       f^- 

Diese  letztere  Determinante  ist  vom  zweiten  Grade  und  homogen, 
sowohl  in  Rücksicht  auf  die  Variabein,  als  in  Rücksicht  auf  die  Grössen 
^15  ^2?  %7  ^^^  ^^^  erhält: 

e  =  Jt. 
Setzt    man    diesen  Werth    von    0    in    die   angegebenen   drei   Gleichungen, 
setzt  man  ferner  —  =  u  und  fügt  die  letzte  Gleichung  (8)  hinzu,  so  hat 

V 

man  aus  dem  System  von  Gleichungen  (8)  folgendes  System  von  Gleichungen 
abgeleitet: 

36* 
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9. 


dXo 


_|-  aa^  =  0, 


Diese  Gleichungen  sind  aber  lineare  homogene  Gleichungen  in  Rück- 
sicht auf  die  Variabein  x^,  x.2^  x>^,  u.  Das  Resultat  der  Elimination  dieser 
Variabein  wird  die  gesuchte  homogene  Gleichung  vom  sechsten  Grade  in 
Rücksicht  auf  die  Liniencoordinaten  a^,  a^,  ^3  sein. 


Wenn  v  eine  gegebene  homogene  Function  vierten  Grades  von  den 
Variabein  x^,  x.^,  %  ist  und  v^,  v.,,  v^  die  partiellen  Differentialquotienten 
dieser  Function  bedeuten,  so  verlangt  die  Aufgabe  ,,die  in  Panktcoordi- 
naten  gegebene  Gleichung  v  =  Q  einer  Carve  vierter  Ordnung  durch  Linien- 
coordinaten auszudrücken^',  die  Elimination  der  Variabein  x^^  x^,  %,  t  aus 
folgenden  vier  Gleichungen: 


10. 


'  3 

3 

^3  +  ^^3  -3- 


^2  +  ^2 


-0, 


a  =  a^  .Ti  +  c^s  ^2  +  ^3^3 


0. 


Um    diese  Elimination    auf   die    aus    hneären  Gleichungen  zurückzu- 
führen,    bemerke    ich,    dass    man    drei    homogene    Functionen  ^1  +  c^i  y , 

^^_|_c;^     ^  ^g_|_cf3—  der  Variabein  x^,  x.^,  x^,  t  dritten  Grades  hat,  und 
3  o 

eine,  nämlich  ^,  ersten  Grades,  welche  für  ein  System  von  Werthen  dieser 
Variabein  verschwinden.  Bezeichnet  man  daher  die  Determinante  dieser 
Functionen  durch  6,  so  hat  man  nach  demx  in  No.  1  bewiesenen  zweiten  Satze : 


dB 

dx^ 


-|_  la^  ^=z  0, 


dXo 


-\-  la2--=  0, 


dXo 


+  ^^^3 


0. 


20.   lieber  die  homogenen  Functionen  von  der  dritten  und  vierten  Ordnung  etc.  285 

Die  Determinante  J  der  Grössen 

'^11?  ^12?  ^13  7  ^^1  7 

^21  1  '^22  1  '^23  ?  ^2  > 

^315  %2  7  ^33  7  ^3? 

«U  «27  «37  0 

unterscheidet  sich  von  der  Determinante  B  nur  durch  den  Factor  t^^  so  dass 

ist.     Setzt   man  daher  diesen  Werth    von  Q    in    die    drei  vorhergehenden 
Gleichungen,  so  gehen  dieselben,  wenn  -^  =  /x  ist,  in 

u.  i|£ +  ,„„.  =  «, 

Über.     Mit  diesen  Gleichungen   bestehen  auch  noch    folgende,    aus  a  ==  0 
abgeleitete  Gleichungen: 

(      ax\=Q^  axl:==--0,  axl=0, 

12.  % 

[  ax^x^^  =  0,      ax^x^  ==  0,      aXiX2  =  0. 

Entwickelt  man  nun  die  Gleichungen  (10),  (11)  und  (12),  so  wird  man 
finden,  dass  diese  zwölf  zugleich  bestehenden  Gleichungen  linear,  und  in 
Rücksicht  auf  die  zwölf  Grössen  xl,  xl,  xl,  x\x.2,  xlx^,  x\x^,  x\x-^,  xlx^, 
xlx2,  x^x^x-^^  t^^  ,u  homogen  sind.  Das  Resultat  der  Elimination  aus 
diesen  linearen  Gleichungen  wird  also  die  gesuchte  Gleichung  in  den 
Liniencoordinaten  a^^  a^^  a^  sein;  welche,  wie  leicht  zu  sehen,  homogen 
und  vom  zwölften  Grade  ist. 

4. 

Die  Aufgabe  ,,die  Bedingungsgleicliung  zu  finden,  welche  erfüllt  werden 
muss,  wenn  eine  Curve  vierter  Ordnimg  einen  Doppelpunkt  haben  soll^^, 
führt  auf  die  Elimination  dreier  Variabein  aus  drei  homogenen  Gleichungen 
dritten  Grades.  Auch  diese  Elimination  lässt  sich  auf  die  Elimination 
aus  linearen  Gleichungen  wie  folgt  zurückführen. 
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Wenn 

13.  ^^1  ==  0,      V2  =  0,      Vs=0 

drei  homogene  Gleichungen  dritten  Grades  von  den  Variabein  x^^  x..^  x^ 
sind,  so  hat  man  drei  homogene  Functionen  v^,  V2,  v^  dritten  Grades, 
die  für  ein  System  von  Werthen  der  Variabein  verschwinden.  Es  ver- 
schwinden daher,  nach  dem  ersten  Satze  in  No.  1,  nicht  allein  die  Deter- 
minante w^  gebildet  aus  den  Grössen 


dv. 

dv. 

dv, 

dx^  ' 

dx^' 

9X3' 

dv. 

3  «2 

dv^ 

aa^i' 

3^2' 

^3' 

dv^ 

3t>3 

dv^ 

aa;, ' 

dx^' 

dx,' 

sondern  auch  die  partiellen  Differentialquotienten  dieser  Determinante. 
Aus  den  obigen  drei  Gleichungen  ergeben  sich  also  folgende  homogene 
Gleichungen  fünften  Grades: 

14.  ^=0,       ^^-^0,      -1^=0. 

dX^  dX^  dX^ 

Wenn  man  zu  diesen  drei  Gleichungen  noch  die  achtzehn  Gleichungen 
fünften  Grades  hinzufügt,  welche  aus  den  drei  Gleichungen  (13)  durch 
Multiplication  mit  den  Producten  xl,  xl^  xl,  X2X^,  x^x^,  x^x^  entstehen, 
so  hat  man  21  homogene  Gleichungen  fünften  Grades.  Entwickelt  man 
diese  und  betrachtet  die  2 1  verschiedenen  Producte  der  Variabein  von 
der  fünften  Dimension,  aus  welchen  die  verschiedenen  Glieder  dieser 
Gleichungen  bestehen,  als  die  Unbekannten,  so  hat  man  21  lineare 
homogene  Gleichungen.  Das  Resultat  der  Elimination  dieser  Unbekannten 
wird  zugleich  das  Resultat  der  Elimination  der  Variabein  aus  den 
Gleichungen  (13)  sein:  eine  homogene  Gleichung  vom  27.  Grade  in  Rück- 
sicht auf  die  Coefficienten  in  den  Gleichungen  (13). 

Anmerkung ,  Wenn  die  Curve  nur  von  der  dritten  Ordnung  ist,  in 
welchem  Falle  die  Gleichungen  (13  und  14)  von  der  zweiten  Ordnung 
sind,  genügen  diese  Gleichungen,  um  aus  ihnen  die  Producte  x{^  x\.  x\^ 
^2^3?  ^3^ij  x^x^  als  aus  linearen  Gleichungen  zu  eliminiren;  woraus  denn 
eine  homogene  Gleichung  vom  zwölften  Grade  in  Rücksicht  auf  die 
Coefficienten  in  den  Gleichungen  (13)  sich  ergiebt. 
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Die  Gleichung  der  Garve  14,  Ordnung  zu  finden^  welche  eine  gegebene 
Curve  V  =  0  4.  Ordnung  in  den  Berührungspunkten  der  Doppeltangenten 
schneidet,  ist  eine  Aufgabe,  deren  Lösung  ich  in  der  Abhandlung  „Ueber 
Curven  3.  Ordnung  etc."  (Crelle's  Journal  Bd.  36  S.  163)^)  dadurch 
angebahnt  habe,  dass  ich  die  Gleichung  einer  solchen  Gurve  vom 
16.  Grade,   nämlich  die  Gleichung 

15.  3  02  0,-^3  03=0, 

aufstellte,    welche  noch    mit  Hülfe    der  Gleichung    der  Curve  v  =  0    um 
zwei  Einheiten  zu  erniedrigen  blieb. 

Ich  behalte  die  dort  gebrauchte  Bezeichnung  hier  bei,  nämlich  n  =  4, 
a^  =  {)^  c/2  =  0,  0.^^=1^  (Tg  =  1,  und  bezeichne  der  Kürze  wegen  die 
partiellen  Differentialquotienten  von  w,  gleich  wie  die  von  v,  durch 
Indices.  Dann  ergeben  sich  aus  den  Formeln  (XX)  für  die  Grössen  Q 
folgende  Werthe: 

9  ^2  =    IV, 

9  (^4  =  {^^11  ^2  —  2  ^^l2  ^1  ^2  +  «^22  ^l]  —  I  {^v,  Fi3  +  10.,  F23  +  w^,  F33}  +  2  ^(;  F33 . 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  v  =  Q  und  mit  Berücksichtigung  der  be- 
kannten Eigenschaft  der  homogenen  Functionen  kann  man  dem  Aus- 
drucke (9  Qgf  folgende  Gestalt  geben : 

(9  Q,f  =-^iv'  F33  + 1-  {w,  F,3  +  w,  V,,  +  w,  F33}  10 

—  i  { ^vl  Vi  1  +  ^^2 1^22  +  ^l  ^33  +  2 IV,  w^  F23  +  2  w,,  w,V^,^2  w,  w.,  V,,}, 

Ebenso  wird: 

{w,,  vi  —  2  w^,  V,  i\2  +  1022  v^  =  ^9^  {—  3  w  F33  -f  {w,  Fi3  4-  w,  V,,  +  w,  V,,)} 

—  i  {^n  Vn  +  ^^22 "^^22  +  '^33  ^33  +  2  ^^23  1^'^23  +  2  'Wsi  F31  +  2  10,2  F12}. 

Mithin  ist 
^Q4-=—  i  ^  V,,  +  i  {w,  Fi3  +  W2  F23  +  ^^^3  ^33) 

—  i  {^11  ^11  +  ^22  1^22  +  ^33  V,,  -f   2  W.s  F23  +  2  ^6^3,  F31  +  2  W,2  F12}. 


1)  [Seite  177  dieser  Ausgabe.] 
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Setzt  man  diese  Werthe  der  Grössen  Q  in  die  Gleichung  (15)^  so 
erhält  man,  indem  sich  die  Glieder  von  der  16.  und  15.  Ordnung  auf- 
heben, die  gesuchte  Gleichung  vom   14.  Grade;  nämlich: 

'  1  —  Qw{w,,  Fii  4-  w,,  F22  +  ^^33  1^33+  2  w;23F234-  2 w;3,  F3,  +  2w,J^,^}) 

Dieses  ist  also  die  Gleichung  der  Curve,  welche  die  gegebene  Curve 
V  =  0  4.  Ordnung  in  den  56  Berührungspunkten  der  Doppeltangenten 
schneidet.  In  ihr  bedeuten  die  Grössen  w  die  partiellen  Differential- 
quotienten der  Determinante,  Vielehe  aus  den  partiellen  Differential- 
quotienten 

'^117  '^12  5  ^13? 

■^'21  7        '^22  ?         ^23  5 
^31 7         ^32  J        ^33 

der  Function  v  gebildet  ist,   und  die  Grössen  F  haben  folgende  Werthe: 


Vn- 

—  ^22  '^33             '^23  5 

'''^23  =^  '^12  ^13   ~ 

""  ^'11 '^23; 

F,,= 

2 
—  ^33^11             '^'31? 

^31  ''^^  "^23  "^21  "" 

"~  '^22  "^31  5 

F    - 

'^  33  ~ 

9 
—  ^11  ^22             '^12  J 

)/j2  =   i'3i'2^32  " 

~   ^33  ^12  • 

Königsberg,  im  Januar   1850. 


21. 

Ueber  die  Bedingung,  unter  welcher  eine  homogene  ganze 
Function  von  n  unabhängigen  Variabein  durch  lineare  Sub- 
stitutionen von  n  andern  unabhängigen  Variabein  auf  eine 
homogene  Function  sich  zurückführen  lässt,  die  eine  Variable 

weniger  enthält.') 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.     Band   42,   Seite   117  — 124.] 


Es  sei  u  eine  beliebige  homogene  ganze  Function  mter  Ordnung 
von  den  n  Variabein  x^^  x^^  .  •  .  x^^  und  u^^  U2,  .  .  .  u^  seien  die  ersten,  w^, 
^12?  •••  ^'22 j  •••  Kn  die  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  dieser 
Function  nach  den  Variabein  genomnrien. 

Durch  die  linearen  Substitutionen: 

^^  ==  ^^r^/l  +  <^2  -1 h  <Pn^ 

WO  für  X  die  Zahlen  1,  2,  . , .  n  zu  setzen  sind,  geht  die  Function  u  in 
eine  homogene  Function  mter  Ordnung  von  den  neuen  Variabein  ^j, 
2/2?  •  •  •  2/h  über,  deren  erste  und  zweite  partielle  Differentialquotienten, 
nach  den  neuen  Variabein  genommen,  durch  ic\  u^^  . .  .  u''  und  ^^^\  u^^,  .  .  . 
u^^,  .  .  .  u''""    ausgedrückt  werden  sollen. 

Bezeichnet  man  hierauf  die  aus  den  zweiten  partiellen  Differential- 
quotienten 

^11?     '^12  7     •     •     • 
tloi  j     ^^22 ;     •     •     • 


1)  [Vgl.  zu  dieser  Abhandlung  die  Note  zu  No.  21  und  No.  30  am  Schlüsse  des  Bandes.] 
Hesse's  Werke.  37 
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gebildete  Determinante,  welche  Determinante  der  Function  u  in  Rücksicht 
auf  die  Variabein  x^,  x^,  ,  , ,  heissen  soll,  durch  A;  ferner  die  aus  den 
zweiten  partiellen  Differentialquotienten 

v}\  u^\  .  .  . 

21  ^^2 

W^  ,    U"'^    .    .    . 


gebildete  Determinante,  welche  Determinante  der  Function  u  in  Bücksicht 
auf  die  Variabein  y^,  2/2?  •  •  •  heissen  soll,  durch  V;  endlich  die  aus  den 
n^  Coefficienten  a\  der  Substitutionen  gebildete  Determinante  durch  r, 
so  ist 

In  der  That:  differentiirt  man  die  Function  u  nach  der  Variabein  y^, 
indem  man  die  Variabein  x  als  Functionen  der  y  betrachtet,  wie  sie 
durch  die  Substitutionen  gegeben  sind,  so  erhält  man 

u""  =  u^  a^  +  ^2  <  H h  ^n  ^^ 

und,  wenn  man  nochmals  nach  x^  differentiirt: 

1^  =  u,^^  <  +  u,^^  al-\ h  ^^w.  al. 

Derselbe  Ausdruck  findet  sich  aber  auch,  wenn  man  u^  nach  y^ 
differentiirt.  Man  kann  daher  -^  =  -^  =  <  setzen,  und  diese  Gleichung 
geht,  mit  Rücksicht  auf  die  Bezeichnung,  in 


u 


'X 


WU<   +W22<H V^nX(^l 


über. 

Es    sei    nun   D    die    aus    den  n^  Grössen  u^    gebildete   Determinante. 
Dann  ist  nach  dem  Hauptsatze  der  Determinantentheorie: 

D  =  rl\, 

Differentiirt  man  die  obige  Gleichung,  durch  welche  u""  aasgedrückt 
wird,  nach  y^^  so  erhält  man: 

u""^  =  uiai  +  uial  -1 h  ^^^a2, 

und  die  aus  den  n^  Grössen  u''^  gebildete  Determinante  A  wird: 


21.   Ueber  die  Bedingung,  unter  welcher  eine  homogene  ganze  Function  etc.  291 

Diese  Gleichung,  welche  ich  schon  im  28.  Bde.  S.  89  des  Crelle'schen 
Journals^)  bewiesen  habe,  scheint  wegen  der  häufigen  Anwendungen,  die 
davon  gemacht  werden  können,  wichtig  genug,  um  sie  auch,  wie  folgt, 
als  Lehrsatz  auszusprechen. 

Lehrsatz   1. 

Wenn  die  n  unabhängigen  Variabein  x^,  X2^  ^  •  ^  x^  lineare  Func- 
tionen der  n  unabhängigen  Variabein  y^  y^^  -  -  -  Vn  ^^n  der  Form: 

^P,  =  <yi  +  <^2  H h  <yn 

sind,  so  ist  die  Determinante  einer  gegebenen  homogenen  ganzen 
Function  der  ersten  Variabein  gleich  der  Determinante  derselben 
Function  in  Rücksicht  auf  die  andern  Variabein,  dividirt  durch 
das  Quadrat  der  Determinante,  gebildet  aus  den  n"  Coefficienten, 
mit  welchen  die  Variabein  2/i?  2/2?  •  •  •  i^  den  Functionen  iTj,  0^2  . . . 
multiplicirt  sind. 
Aus  diesem  Lehrsatze  ergiebt  sich  folgender 

Lehrsatz   2. 

Wenn    eine    homogene    ganze    Function    der    n    unabhängigen 
Variabein  x^^  x^^  , , ,  x^  durch  die  Substitutionen: 

^y,  =  <^i  +  <2/2  H h  ^Cyn 

in  eine  Function  der  Variabein  yi^y^^  --  -  Vn  übergeht,  in  welcher 
eine  dieser  Variabein  fehlt,  so  ist  die  Determinante  dieser  Function 
in  Rücksicht  auf  die  Variabein  x^^  x^-,  .  >  .  x^  identisch  gleich   0. 

Denn  hat  die  Function  u  die  Eigenschaft,  dass  sie  durch  die  ange- 
gebenen Substitutionen  in  eine  Function  der  Variabein  ^1,  y^,  ...  yn-i 
übergeht,  in  welcher  die  letzte  Variable  y^  fehlt,  so  wird  A  identisch 
gleich  0,  weil  die  Componenten  u^''  =  u^""  =  •  •  >  =  w''^  =  0  sind.  Mithin 
wird  auch  A  identisch  gleich  0,  da  r  nicht  verschwinden  kann,  indem 
die  Variabein  x^,  x^^  , . .  x^  von  einander  unabhängig  sind. 


1)  [Seite  114  dieser  Ausgabe.] 

37* 


292  21.   lieber  die  Bedingung,  unter  welcher  eine  homogene  ganze  Function  etc. 

Schwieriger  ist  der  Beweis  des  umgekehrten 

Lehrsatzes   3. 

Wenn  die  Determinante  einer  homogenen  ganzen  Function 
der  Variabein  x^^  x^^  , , ,  x,^  identisch  verschwindet,  so  lässt  sich 
die  Function  durch   lineare  Substitutionen  von  der  Form 

auf     eine    Function     der    Variabein    ^/n  2/2?  ••  •    zurückführen,     in 
welcher  eine  dieser  Variabein  fehlt. 
Da  die  homogene    ganze  Function  u^    der  Voraussetzung   nach,    von 
der  Ordnung  m  ist,   so  ist: 

%1  ^1    +  ^^12  ^2  +    •    •   •    +  ^In  ^n  =  ("^ 1)  ^1 

^21  i^i   +  ^22  ^2  +    •   •   •    +  ^2«  '^n  =  0^^  —  1)  ^2 


^nX  ^1   +  ^n2  ^2  +    •    •    •    +  ^nn  ^n  =  0^^  —^)^n' 

Diese  Gleichungen  nach  x^^  x^-,  -  -  -  x^^  geben,  insofern  die  Variabein 
links  in  den  Gleichungen  explicite  vorkommen,  aufgelöst,  Gleichungen 
von  der  Form 


m 


\  =    ^nl^l  +    £^..2^2  H h  ü,mU,,, 


m 


in  welchen  A  die  Determinante  der  Function  u  bedeutet,  die  eine 
homogene  ganze  Function  von  der  Ordnung  n{m  —  2)  ist,  und  w^o  die 
Grössen  ü^^  =  iT,^  homogene  ganze  Functionen  von  der  (n —  1)  (m  —  2)ten 
Ordnung  sind,  welche,  wie  bekannt,  auch  durch  Differentiation  der  Deter- 
minante nach  den  Componenten,  in  der  Art  abgeleitet  werden  können,  dass: 


ist. 
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Setzt  man  die  Werthe  von  u^^  iC2^  . . .  u^  aus  dem  ersten  Systeme 
von  Gleichungen  in  das  zweite,  so  erhält  man,  durch  Gleichstellung 
der  Coefficienten  gleicher  Variabein  auf  beiden  Seiten,  ein  System  von 
n^  Gleichungen,   welche  sämmtlich  in  folgenden  beiden 

0  =  ü,.^u^i  +  Ü2^u.2i  +  •  •  •  +  C/'.p.w^u 

inbegriffen  sind,  in  welchen  x  und  l  die  Zahlen  1,  2,  .  .  .  :?^  bedeuten. 
Ich  bemerke  noch,  dass  diese  Gleichungen,  gleich  wie  die  beiden  vorher- 
gehenden Systeme,  identische  Gleichungen  sind,  welche  für  alle  Werthe 
der  Variabein  x^,  x^^  ...  erfüllt  werden. 

Man  nehme  nun  an,  dass  die  Function  u  die  in  dem  letzten  Lehr- 
satze bezeichnete  Eigenschaft  habe,  und  dass  die  Determinante  A  dieser 
Function  identisch  verschwinde.  Alsdann  folgt  aus  den  beiden  letzten 
Gleichungen  die  identische  Gleichung 

0  =  U,.^u,x  +  U^^u,^^  +  •  •  ■  U.^u.a, 

in  welcher  x  und  X  die  Zahlen  1,2,...-^^  auch  x  =  l  sind.  Aus  dieser 
Gleichung  geht  ein  ganzes  System  von  n  Gleichungen  hervor,  wenn 
man  für  l  nach  einander  1,  2,  ...  n  setzt.  Betrachtet  man  in  diesen 
w  Gleichungen  die  Grössen  üy^^  U^^^^  ...  C/"^^  als  die  Unbekannten,  so  ist 
eine  von  den  Gleichuugen,  wegen  A  =  0,  eine  Folge  der  übrigen  n  —  1 
Gleichungen;  welche  dann  dazu  dienen  können,  die  Verhältnisse  der 
Unbekannten  zu  finden.  Setzt  man  in  diesem  Systeme  von  n  Gleichungen 
A  statt  X,  so  erhält  man  ein  zweites  System  von  7i  Gleichungen,  von 
welchem  dasselbe  gilt,  wenn  man  in  diesem  Systeme  (7^ ,  t/g^,...  U^x 
als  die  Unbekannten  betrachtet.  Da  sich  aber  beide  Systeme  nur  in  der 
Bezeichnung  der  Unbekannten  unterscheiden,  so  müssen  die  ersten  Unbe- 
kannten den  letzteren  proportional  sein.  Mithin  wird,  wenn  man  durch 
71  einen  noch  zu  bestimmenden  Factor  bezeichnet: 

U^y.  =  ^  Ua,     lh,c  =  71U2X,    ...    U,,y^  =  n  üj^ . 

Dieser  Factor  n  wird  im  Allgemeinen  eine  gebrochene  Function  der 
Variabein  x^^  x^^  ...  sein  können;  wir  werden  indess  nachweisen,  dass 
derselbe  eine  Constante  sein  muss. 
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In  der  That:    dividirt   man    die   xte,   zuletzt   aufgestellte  Gleichung 
durch  die  Ite  Gleichung,  so  erhält  man: 

XK         kk  Tik ' 

welche  Gleichung  beweist,  dass  C7^^,  C/^^,  U^^  einen  gemeinschaftlichen 
Factor  ilf  vom  {n — \)  {m — 2)ten  Grade  haben  müssen.  Diesen  gemein- 
schaftlichen Factor  haben  demnach  auch  alle  die  Grössen  C/n,  C/^g,  ... 
C^22  5  •••  ^nn'  Bezcichnct  man  daher  durch  a^^^  a^<^^  ...  a^^^  ...  o^^  die 
Constanten  Factor en,  mit  welchen  der  Factor  M  zu  multipliciren  ist,  um 
jene  Grössen  zu  finden,  so  ergiebt  sich 

f/ii  =  ö^ii  M,      U^2  =  a^2^,    '  '  •     C^22  =  a22M,    ...     ü,,^  =  a,^^  M, 

und  die  vorhergehende  Gleichung  geht,  wenn  man  diese  Werthe  setzt, 
mit  Weglassung  der  Factor  en   M,  in 

^KK  ^n  ^^  ^xX 
über.     Führt  man  nun,  der  Bequemlichkeit  wegen,  statt  der  n  Constanten 
üi^  die  neuen  Constanten  ^i,  a^^-^^o^  ein,  indem   man 

setzt,    so  folgt  aus  der  letzten  Gleichung,    wenn  man  X  =  1   setzt: 

a     =  a^ ; 

XX  x' 

und  da  ü^  :  U^i :  Uy^^  =  U^  •  U,k :  U^k  ist,  so  ist  auch  a^ :  a^i :  üy^i  =  aa '  a^ :  (IkX  ; 
woraus  a  .  =  a  a, 

xk  X      k 

folgt.     Diese  Bemerkungen  fasse  ich  zusammen  im  folgenden 

Lehrsatz  4. 

Wenn  die  Determinante  einer  homogenen  ganzen  Function  u 
der  unabhängigen  Variabein  x^^  x^^  *  ^ .  x^,  mten  Grades,  identisch 
verschwindet,  so  haben  die  partiellen  Differentialquotienten  U-^^^ 
2  U^2^  2  f7i3,  .  . .  C/22,  .  .  .  Cfnn  ^cr  Determinante  (nach  den  Com- 
ponenten  genommen)  einen,  allen  gemeinschaftlichen  Factor  M 
vom  {n — 1)  (m  —  2)ten  Grade,  und  die  genannten  partiellen 
Differentialquotienten  stellen  sich  unter  der  Form 

U     =a  a  M,  2U.  =  2  a  a.  M 

XX  X      X         ^  xk  X     k 

dar. 
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Setzt    man    diese    Werthe    der    partiellen    Differentialquotienten    der 
Determinante  in  die  identische  Gleichung 

m  —  1 

und  erwägt,    dass  A    identisch   verschwindet,    so  erhält    man,    nach    der 
Division  mit  a^,  die  identische  Gleichung 

welche  folgenden  Lehrsatz  giebt: 

Lehrsatz   5. 

Wenn  die  Determinante  einer  homogenen  ganzen  Function 
von  n  Variabein  identisch  verschwindet,  so  giebt  es  immer 
n  Constanten,  mit  welchen  die  ersten  partiellen  Differential- 
quotienten der  Function  zu  multipliciren  sind,  damit  die  Summe 
dieser  Producte  identisch  verschwinde. 
"Wie  diese  n  Constanten  bestimmt  werden  können,  ist  aus  dem  Lehr- 
satz 4  zu  entnehmen. 

Ich  behaupte  nun,  dass  durch  die  Substitutionen: 

^2  =  ^2-\-    '^^2 


WO  ^1,  -2^25  •••^n   beliebige  lineare  Functionen  der  n — 1   neuen  Variabein 

^n  ^2,  • . .  Vn-i  von  der  Form  ^^  =  &r^i  +  *2  ^2  M h  K-iVn-i  sind,  und 

/  die  ^te  Variable  ist,  aus  der  Function  u  die  letzte  Variable  ganz  ver- 
schwindet. In  der  That:  macht  man  in  der  Function  z*  die  angegebenen 
Substitutionen,  so  erhält  man  durch  die  Entwickelung  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  l: 

'  '1.2  '  '     1 , 2 . . .  m 

In  dieser  Entwickelung  bedeuten  w  und  J)w  die  Ausdrücke,  in  welche 
u  und  ^1%  -[-  <^2^2  +  •  •  •  +  ^w^n  übergehen,  wenn  man  in  denselben  ^1,  z^, 
, . .  z^  statt  x^,  ^^2,  . . .  o;^  setzt.     Ferner  ist: 
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T\2  dDw  ,       dDiv  ,  ,       dDw 


Da  aber  der  iVusdruck  a^u^ -\-  a^u^ -\ 1-  a^u^  identisch  verschwindet, 

so  verschwindet  auch  J)w  identisch.  Verschwindet  aber  Dw  identisch,  so 
verschwinden  auch  die  partiellen  Differentialquotienten  dieser  Function,  nach 
^1,  ^2?  . . .  genommen,  identisch:  mithin  auch  JD^w.  Verschwindet  ferner  D-w 
identisch,  so  verschwinden  aus  demselben  Grunde  auch  JD^w,  B^w,  . .  .  D'^'w. 
Es  fallen  also  aus  der  Entwickelung  von  u  nach  Potenzen  der  ^ten  Variabein  l 
diese  gänzlich  weg,  und  es  wird  durch  die  angegebenen  Substitutionen  u  =  w 
zu  einer  homogenen  Function  der  n — 1  Variabein  y^^  2/2?  ••  •  Vn-i^ 

Hierdurch  ist  nicht  allein  der  Lehrsatz  3  bewiesen,  sondern  auch 
der  Weg  angedeutet,  auf  welchem  man  zu  den  linearen  Substitutionen  ge- 
langt, durch  die  eine  gegebene  homogene  ganze  Function  auf  eine  andere 
zurückgeführt  werden  kann,  welche  eine  Variable  weniger  enthält;  unter 
der  Voraussetzung,  dass  dies  bei  der  gegebenen  Function  möglich  ist. 

Für  die  Fälle  w  =  3  oder  n  =  4:  ergeben  sich  folgende  bemerkens- 
werthe  geometrische  Sätze: 

Lehrsatz  6. 
Wenn  u  =  0  die  homogene  Gleichung  einer  ebenen  Curve 
mter  Ordnung  zwischen  drei  Linearcoordinaten  bedeutet,  so  ist 
die  Bedingung,  dass  diese  Curve  m  von  einem  und  demselben 
Punkte  ausgehende  gerade  Linien  vorstelle,  das  identische  Ver- 
schwinden der  Determinante  A  der  Function  u, 

Lehrsatz   7. 
Wenn  u  =  {)    die    homogene  Gleichung    einer  Oherfläche  mter 
Ordnung  zwischen  vier  Linearcoordinaten  bedeutet,  so  ist  die  Be- 
dingung,   dass  diese  Oberfläche  ein   Kegel  sei,    das  identische  Ver- 
schwinden der  Determinante  A  der  Function  u. 

Königsberg,   im  März   1851. 


lieber  die  geometrische  Bedeutung  der  linearen  Bedingungs- 
gleichung zwischen  den  Coefficienten  einer  Gleichung 

zweiten  Grades. 
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1. 

Wenn  u=0  eine  lineare  Gleichung  ist,  mit  einer  Variabein,  für 
welche  das  geometrische  Bild  bekanntlich  ein  Punkt  auf  einer  gegebenen 
geraden  Linie  ist,  so  wird  dieser  Punkt  zu  einem  ganz  bestimmten  Punkt, 
wenn  zwischen  den  noch  unbestimmt  angenommenen  Coefficienten  der 
Gleichung  u  =  0  eine  lineare  homogene  Bedingungsgleichung  stattfindet. 
Enthält  die  lineare  Gleichung  u  ==  0  zwei  Variabein,  so  weiss  man,  dass 
alle  durch  sie  dargestellten  geraden  Linien  durch  einen  und  denselben  Punkt 
gehen,  wenn  zwischen  den  Coefficienten  in  der  Gleichung  u=0  eine 
lineare  homogene  Bedingungsgleichung  stattfindet.  Ebenso  gehen  alle 
Ebenen  durch  einen  und  denselben  Punkt,  wenn  die  Coefficienten  in  der 
Gleichung  der  Ebene  einer  homogenen  Bedingungsgleichung  genügen. 

Wenn  u  ==  0  die  Gleichung  einer  Curve  oder  Oberfläche  zweiten 
Grades  bedeutet,  und  man  setzt  in  derselben  für  die  variabeln  Coordinaten 
die  Coordinaten  eines  bestimmten  Punktes,  so  erhält  man  eine  lineare 
Bedingungsgleichung    zwischen    den    Coefficienten    der    Gleichung    u  =  0, 

Hesse's  Werke.  38 
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welche  ausdrückt,  dass  alle  Curven  oder  Oberflächen  u  =  0,  welche  der 
genannten  Bedingungsgleichung  genügen,  durch  einen  und  denselben 
Punkt  hindurchgehen.  Diese  Bedingungsgleichung  ist  aber  nicht  allge- 
mein, weil  die  Coefficienten  in  ihr  nicht  von  einander  unabhängig  sind. 
Ich  werde  in  Folgendem  die  geometrische  Bedeutung  einer  allgemeinen 
linearen  Bedingungsgleichung  zwischen  den  Coefficienten  einer  Gleichung 
zweiten  Grades   entwickeln. 

Eine  quadratische  Gleichung  mit  einer  Unbekannten: 

u  =  x^  -\-  mx  -\-  n  =  0, 

deren  Wurzeln  a,  h  sein  sollen,  stellt  auf  einer  gegebenen  geraden  Linie 
zwei  Punkte  a,  b  mit  den  Abscissen  a,  b  dar.  Soll  dieses  Punktenpaar 
mit  einem  andern,  auf  gleiche  Weise  bezeichneten  Punktenpaare  a,  ß 
derselben  geraden  Linie  harmonisch  sein,  so  muss  der  Gleichung 

ab  —  l(a-\-b){a-\-ß)-^aß  =  0 

genügt  werden;  oder,  wenn  man  für  a -\- b  und  ab  ihre  Werthe  setzt, 
der  Gleichung 

n  -^m,}(a  -^  ß)  -{-  aß  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  nun  eine  allgemeine  lineare  zwischen  den  Coef- 
ficienten der  Gleichung  w  =  0 ,  wenn  man  a  und  ß  unbestimmt  lässt. 
Daraus  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Alle  Gleichungen  zweiten  Grades  mit  einer  Variabein,  deren 
Coefficienten  einer  gegebenen  linearen  Bedingungsgleichung  genügen, 
sind  die  analytischen  Ausdrücke  von  Punktenpaaren  auf  einer  und 
derselben  geraden  Linie,  welche  mit  einem  gegebenen  Punktenpaare 
harmonisch  sind. 

Jede  drei  solcher  Punktenpaare  bilden  also  eine  Involution  von 
6   Punkten. 

2. 

Um  die  geometrische  Bedeutung  einer  linearen  Bedingungsgleichung 
zwischen  den  Coefficienten  der  Gleichung  einer  Curve  oder  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  zu  ermitteln,  werde  ich  mich  eines  analytischen  Satzes 
bedienen,  dessen  Beweis  ich  voranschicke. 
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Es  sei  V  eine  beliebige  homogene  Function  zweiten  Grades  der 
n  Variabein  x^^  x^^  , .  .  x^^^  und  dann  seien  ^j,  ^^2?  •  •  •  ^i^  ersten,  und  v^^^ 
v^2^  ' '  •  die  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  dieser  Function,  nach 
d'en  Variabein  genommen.     Unter  dieser  Voraussetzung  ist  bekanntlich 

%  =  ^U^l   +  ^2Ä^2  H h   ^nk^nl 

woraus  ein  ganzes  System  von  n  Gleichungen  hervorgeht,  wenn  man  für  k 
die  Zahlen  1,  2,  . . .  n  setzt.  Durch  Auflösung  dieses  Systems  linearer 
Gleichungen  nach  den  Variabein  erhält  man  Gleichungen  von  der  Form 

in  denen  bekanntlich  F^  =  Vxu  ist,  weil  Vi,x  ==  vxi  ist,  und  z/  die  Deter- 
minante bedeutet,  gebildet  aus  den  n^  zweiten  partiellen  Differential- 
quotienten von  V,  Zwischen  den  Coefficienten  in  den  beiden  angegebenen 
Systemen  hat  man  die  Relationen 

0  =  ^^j/cFa  +  %F2A-] 1-  v^^VnX, 

^  =  Vn  Fl,  +  %,  F2,  H +  z;^,F,,„ 

welche  sich  wie  folgt  wiedergeben  lassen: 

Der    Ausdruck    Vj,xi    verschwindet,    wenn    man    in    seiner    Ent- 
Wickelung   F^,  F12,  ...   Fggj  ...    statt   der   Producte  x^x^^  x^x^-,  ... 
x^x^j  ^  . .  setzt;  und  der  Ausdruck  v^Xj,  nimmt  den   Werth  J  an. 
Wenn  nun  w  eine  andere  homogene  Function   zweiter  Ordnung  von 
denselben  Variabein  i^i,  x^^  .  .  .  x,,   ist   und  w^^  iv^^  .  .  .  w^    die   ersten    par- 
tiellen Differentialquotienten    dieser   Function    sind,    so    ergiebt    sich    aus 
der  eben  gemachten  Bemerkung  folgender  Satz: 

Der  Ausdruck  v^wi  —  vxw^  verschwindet,  wenn  man  in  der 
Entwickelung  desselben  F^,  F^g,  . .  .  F22,  . .  .  statt  der  Producte  x^x^^ 
x-\  Xk)  ....  j/n  Xc) ....  seiaZ, 


Wenn    w=3    und    -^  ,  -^  die  Coordinaten    eines  variabeln  Punktes 

3        3 
bedeuten,  so  sind 

i;  =  0,       w;  =  0 
die  Gleichungen  von  irgend  zwei  Kegelschnitten,  und 

38* 
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V  -\-  llü  =  Q 

ist  die  Gleichung  jedes  beliebigen  Kegelschnitts,  der  durch  die  4  Schnitt- 
punkte der '  beiden  ersteren  hindurchgeht.  Da  nun  durch  4  Punkte 
drei  verschiedene  Linienpaare  gelegt  werden  können,  so  werden  sich 
drei  Werthe  von  l  angeben  lassen,  für  welche  der  Ausdruck  v  '-\-  Iw  in 
zwei  lineare  Factoren  zerfällt.  In  der  Voraussetzung,  dass  x^,  %,  x^  die 
Werthe  der  Variabein   bedeuten,    für    welche   jeder  der    beiden  Factoren 

OC  X  • 

verschwindet,    oder,    mit   anderen  Worten,    wenn  — ^,  -^  die  Coordinaten 

des  Schnittpunktes  des  den  beiden  Factoren  entsprechenden  Linienpaares 
sind,  hat  man  die  Gleichungen: 

Vi  -\-  lwi  =  0, 

aus  welchen  sich  durch  Elimination  der  Variabein  eine  Gleichung  dritten 
Grades  in  l  ergiebt,  deren  Wurzeln  l\  k\  l'"  die  oben  bezeichneten 
Werthe  von  l  in  dem  Ausdrucke  v  -A^  Iw  sind,  für  welche  derselbe  in 
lineare  Factoren  zerfällt.  Bezeichnet  man  die  Coordinaten  des  Schnitt- 
punktes   I    des  ersten   dem  Werthe  l'  entsprechenden  Linienpaares  durch 

^v  ,  ~^^,  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  2   des  zweiten  dem  Werthe  a" 

x^      x^ 

entsprechenden  Linienpaares  durch  — !,  ,  — ^  etc.;    ferner    durch  v[^  w^  die 

Xq       x^ 

Ausdrücke,  in  welche  Vj^^  w^  übergehen,  wenn  man  x[^  x^^  x^^  statt  x^^  x^-, 
x^  setzt  etc.,  so  hat  man  folgende  drei  Systeme  von  Gleichungen: 

^1"  +  ^'"  ^r  =  0, 

v'^,  +  ^'^^3  =  O7  ^3  +  ^^' w^  ==  0,  v'^'  4-  a"^3'  =  0. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  leicht  folgende  beiden  Systeme 
von  Gleichungen: 

x'^  v'i'  +  ^2  ^r  +  ^3  ^3"  =  0?       ^1'  ^r  +  ^2  ^2  +  ^3  ^3"  =  0, 

x^'v[  4-  ir2''z;2  +  x'^'v^  =  0,  x'^'w[  -\-  X2W2  +  ^3" '^^3  =  0, 

x[vi    -\- X2V2   -^  x^vl  =0,  x!iw[   -\- X2W2  -\- x]iW'^  =0. 


v[  -\-  X  w\  =  0, 

v{  +  X'  w'{  ■=--  0, 

V2  -\-  k  w^'^  0, 

V2  -f-  X'  W2  =  0, 
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Denn  multiplicirt  man  das  dritte  System  mit  x'i^  x^^  x^  und  addirt 
die  Producte,  so  erhält  man 

Ebenso  erhält  man  aus  dem  zweiten  Systeme,  wenn  man  mit  x^'^ 
^2'j  xl'  multiplicirt  und   addirt: 

^r  ^1'  +  ^2"  ^2  +  4"  ^3  +  >^"  (^r  ^'1'  +  ^2"  «^2  +  4"  ^3)  =  0- 

Zieht  man  die  eine  von  diesen  Gleichungen  von  der  anderen  ab 
und  bemerkt,  dass  identisch  x'^v^'  -|-  3:^2  ^2  +  %  ^3  =  ^i"'^!  +  ^2  '^2  +  ^3  '^3 
und  ebenso  x-^ w'^' -\- x^  w'^  -\- x'^  w^' ■==  x-l' w'l -^  x^' w'^  -\- x^' ^^^^  ist,  so  er- 
hält man  die  ersten  Gleichungen  aus  den  beiden  zuletzt  angegebenen 
Systemen.  Diese  beiden  Gleichungen  drücken  aus,  dass  die  Punkte  2 
und  3  harmonische  Pole  des  Kegelschnitts  ^  =  0  und  des  Kegelschnitts 
w  =  0  sind.  Die  beiden  Systeme  Gleichungen  sagen  demnach  aus,  dass 
je  zwei  von  den  drei  Punkten  1,  2,  3  harmonische  Pole  sind,  sowohl  in 
Rücksicht  auf  den  KegelscHnitt  ^  =  0,  wie  in  Rücksicht  auf  den  Kegel- 
schnitt w  =  ^. 

Wenn  je  zwei  von  drei  Punkten  harmonische  Pole  eines  gegebenen 
Kegelschnitts  sind,  so  nennt  man  die  drei  Punkte  ein  System  harmonischer 
Pole  des  gegebenen  Kegelschnitts.  Die  obige  Untersuchung  lehrt  also^ 
dass  sich,  wenn  zwei  Kegelschnitte  gegeben  sind,  immer  drei  Punkte 
finden  lassen,  welche  ein  System  harmonischer  Pole  bilden,  sowohl  für 
den  einen  wie  für  den  andern  Kegelschnitt.  Und  man  erhält  diese  drei 
Punkte  als  die  Schnittpunkte  der  drei  Linienpaare,  welche  durch  die 
4  Schnittpunkte  der  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  hindurchgehen. 

Wenn  man  den  Kegelschnitt  ^  =  0  als  gegeben  betrachtet,  und  lässt 
den  Kegelschnitt  w  =  ^  variiren,  so  erhält  man  auf  die  angegebene  Art 
alle   möglichen  Systeme    harmonischer  Pole   des  gegebenen  Kegelschnitts. 

4. 

In  dem  ersten  Systeme  von  Gleichungen,  von  w^elchen  wir  ausgingen, 
bedeutet  l  eine  Wurzel  der  cubischen  Gleichung,  und  ^1,  v^^  v^^  w^^  w^^  w^ 
waren  lineare  Functionen  der  Coordinaten  eines  der  drei  Punkte  1,  2,  3. 
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Eliminirt  man  nun  l  aus  je  zwei  von  diesen  drei  Gleichungen,  so  erhält 
man  folgende  Gleichungen  dreier  Kegelschnitte: 

v^  w^  —  «^3  ^2  =  0,  ^3  ^^l  —  v^w^  =  0,  v^  W2  —  V2  w^  =  0, 

welche  durch  die  drei  Punkte  1,  2,  3  hindurchgehen.  Es  stellt  also 
die  Gleichung 

u  =  \  {V2  w^  —  ^3  w^  +  62  {ü^  w^  —  v^  w^  -\-  &3  {v^  W2  —  V2  w^)  =  0, 

mit  den  willkürlichen  Constanten  &i,  h^^  63,  jeden  beliebigen  Kegelschnitt 
dar,  welcher  durch  die  Punkte  1,  2,  3  hindurchgeht.  Dieselbe  Gleichung 
wird  aber  alle  möglichen  Kegelschnitte  darstellen,  welche  durch  irgend 
ein  System  harmonischer  Pole  des  Kegelschnitts  v  =  Q  hindurchgehen, 
wenn  man  nicht  allein  &i,  &2  7  <^3  5  sondern  auch  die  Coefficienten  in  der 
Function  w  variiren  lässt.  Der  Ausdruck  u  hat  nun  nach  dem  in  No.  2 
bewiesenen  Satze  die  Eigenschaft,  zu  verschwinden,  wenn  man  in  ihm 
•1^11?  ^12?  •••  statt  x^Xi^  x^x^:  . . »  setzt.     Wenn   also 

u  =  aji x^ x^  +  ^22 X2 X2  +  ^/33 x^x^-\-2  0^23 0^2 %  +  2  a3i x^x^-^2  a^^ x^X2  =  Q 

die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  ist,  der  durch  irgend  ein  System  har- 
monischer Pole  des  Kegelschnitts  ^  =  0  hindurchgeht,  so  findet  immer 
die  Bedingungsgleichung 

«11  ^11  +   0^22  ^22  +  %3  ^33  +   2  «33  F23  +   2  ü^,  F31   +   2  ü^^  ^12  =   0 

statt.  Sie  ist  eine  allgemeine  lineare  Bedingungsgleichung  zwischen  den 
Coefficienten  in  der  Gleichung  eines  Kegelschnitts  u  =  ^.  Es  lässt  sich 
also  sagen: 

Wenn  zwischen  den  Coefficienten  der  Gleichung  eines  Kegel- 
schnitts eine  lineare  Bedingungsgleichung  stattfindet,  so  geht  der 
Kegelschnitt  immer  durch  ein  System  harmonischer  Pole  eines  andern 
durch    die    Bedingung sgleichung    bestimmten    Kegelschnitts    hindurch. 

Es  bleibt  noch  übrig,  anzugeben,  wie  durch  die  lineare  Bedingungs- 
gleichung die  Gleichung  v=Q  des  Kegelschnitts  zu  bestimmen  sei,  der 
ein  System  harmonischer  Pole  hat,  durch  welche  der  Kegelschnitt  w  =  0 
hindurchgeht.  Man  sieht  leicht,  wenn  man  in  der  Bedingungsgleichung 
x^x^^  X1X2:  ^2^2?  •••  statt  «11,  0^12,  «22,  ...  setzt,    dass  diese  Gleichung  in 
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die  Gleichung  eines  Kegelschnitts    übergeht,    dessen   reciproke  Polare  (in 
Rücksicht  auf  x^  -\-  xl  -{-  xl  ==  0),  v  ==  0  zur  Gleichung  hat. 

Als  eine  unmittelbare  Folge  aus  dem  Satze,  dass  sich  durch  zwei 
Systeme  harmonischer  Pole  eines  gegebenen  Kegelschnitts  wieder  ein 
Kegelschnitt  hindurchlegen  lässt  (s.  Crelle's  Journal  Bd.  20,  S,  292)^), 
ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Wenn  ein  Kegelschnitt  durch  ein  System  harmonischer  Pole 
eines  gegebenen  Kegelschnittes  hindurchgeht,  so  hat  er  auf  seiner 
Peripherie  unendlich  viele  Systeme  harmonischer  Pole  des  gegebenen 
Kegelschnitts, 

5. 

Wenn    n  =  4.    ist    und  ^- ,  -^ ,  -^  die    Coordinaten    eines    variabeln 

«^4  «^4  "^4 

Punktes  bedeuten,  so  sind 

^  =  0,  ^^;  =  0 

die  Gleichungen  von  irgend  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  und 

V  -{-  Iw  =  0 

ist  die  Gleichung  jeder  beliebigen  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche 
durch  die  Schnittcurve  der  genannten  beiden  Oberflächen  hindurchgeht. 
Unter  diesen  Oberflächen  giebt  es  auch  KegeL  In  der  Voraussetzung, 
dass    l    der    dem  Kegel    entsprechende    Werth    dieser   Constante    ist    und 

'2^  /y»  /v» 

-  ,  -^,  -^  die  Coordinaten   der  Spitze    des    Kegels    bedeuten,    hat    man 

x^      x^      x^ 

die  Gleichungen 

v^  -\-  Iwi  =  0, 

v^  -\-  lws==  0, 
z;^  -\~  Iw^  ==  0; 

aus  welchen  sich  durch  Elimination  der  Variabein  eine  Gleichung  vierten 
Grades  in  l  ergiebt,  deren  Wurzeln  eben  den  Kegeln  entsprechen.  Man 
findet  auf  diese  Weise  4  Kegel  zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  Schnitt- 


1)  [Seite  31  dieser  Ausgabe]. 


304  22.    üeber  die  geometrische  Bedeutung  der  linearen  ßedingungsgleichung  etc. 

curve  zweier  Oberflächen  zweiter  Ordnung  hindurchgehen;  und  die  Spitzen 
von  je  zweien  dieser  Kegel  sind  harmonische  Pole  sowohl  für  die  eine 
Oberfläche,  wie  für  die  andere.  Der  Beweis  dieser  Behauptung  lässt  sich 
leicht  auf  dem  in  No.   3  angegebenen  Wege  geben. 

Man  nennt  ein  System  harmonischer  Pole  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  4  Punkte,  von  denen  je  zwei  harmonische  Pole  der  Oberfläche 
sind.  Demnach  bilden  die  Spitzen  1,  2,  3,  4  der  4  Kegel  ein  System 
harmonischer  Pole,  sowohl  in  Rücksicht  auf  die  eine  Oberfläche,  wie  in 
Rücksicht  auf  die  andere;  was  schon  Poncelet  bewiesen  hat. 

Wenn  man  die  Oberfläche  ^;  =  0  als  gegeben  betrachtet,  und  man 
lässt  die  Oberfläche  w  =  ()  variiren,  so  erhält  man,  indem  man  immer 
die  Spitzen  der  4  Kegel  bestimmt,  alle  möglichen  Systeme  harmonischer 
Pole  der  gegebenen  Oberfläche. 


Wenn  man  aus  je  zwei  der  zuletzt  angegebenen  Gleichungen  l 
eliminirt,  so  erhält  man  6  Gleichungen  von  Oberflächen  zweiter  Ordnung, 
von  denen  jede  durch  die  Spitzen  1,  2,  3,  4  der  4  Kegel  hindurchgeht. 
Die  aus  diesen  Gleichungen  zusammengesetzte  Gleichung 

u  =  &12  (Vi  w^  —  V2  w^)  -f  6i3  (v^  Ws  —  Vs  ^^l)  +  &14  (v,  w^  —  v^  w^) 

-1-/^23  («^2  ^3  ^3  ^2)   +   ^24  (^2  ^4   —    ^4  ^2)    +   ^84  (^3  «^4  ^4  '^s)  =   0, 

mit  den  willkürlichen  Constanten  h,  stellt  also  jede  beliebige  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  dar,  welche  durch  die  genannten  4  Punkte  hindurchgeht. 
Diese  Gleichung  w  =  0  wird  aber  alle  möglichen  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  umfassen,  welche  durch  irgend  ein  System  harmonischer  Pole 
der  gegebenen  Oberfläche  '^  ==  0  hindurhgehen ,  wenn  man  sowohl  die 
Constanten  h,  als  die  Coefficienten  in  der  Function  w  variiren  lässt. 
Der  Ausdruck  u  verschwindet  nun  nach  No.  2,  wenn  man  in  ihm  F^, 
Fi2,  .  .  .  statt  x^x^^  XiX^-,  .  .  .  setzt.      Wenn  also 

'lii  =:::=   ^'11  *^1  *^J        —    ^22      2      '^   — —   ^'33  *^3  ^^3  ^44  '^^  «^4.       1       ^  ^12      1      2  13      1      3 

-f-   2  <2i4  XiX^-A;-   2  ^23  0^2  ^3  +   2  ^24  X^X^  -\-   2  «34  X-^X^=   0 

die  Gleichung  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ist,  welche  durch  irgend 
ein  System  harmonischer  Pole  der  gegebenen  Oberfläche  v  =  ^  hindurch- 
geht,  so  findet  immer  die  Gleichung 
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an  Fn  +  0522  F22  +  ^33  F33  +  ^44  F44  +  2  ai2  F12  +  2  ^,3  F,3  +  2  «^^  Fi^ 

+    2  6/23  F,3  +   2  a24F24  +   2  a34F34  =   0 

statt.  Da  dieses  eine  allgemeine  lineare  Bedingungsgleichung  zwischen 
den  Coefficienten  der  Gleichung  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  u  =  0 
ist,  so  lässt  sich  Folgendes   sagen: 

Wenn  zwischen  den  Coefficienten  der  Gleichung  einer  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  eine  lineare  Bedingungsgleichung  stattfindet,  so  geht 
die    Oberfläche    durch    ein    System    harmonischer  Pole   einer  andern, 
durch    die   Bedingungsgleichung    bestimmten  Oberfläche    zweiter  Ord- 
nung hindurch. 
Um  die  Gleichung  der  zweiten  Oberfläche  zu  bestimmen,  welche  ein 
System  harmonischer  Pole  darbietet,  durch  welche  die  Oberfläche  ^^  =  0 
hindurchgeht,  setze  ich  in  der  Bedingungsgleichung  statt  ^n,  a^^,  ...  die 
Producte  XiX^^  x^x^,  .  .  -,    wodurch  dieselbe    in  die  Gleichung    einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  übergeht,    deren   reciproke  Polare    (in  Rücksicht 
auf  xl  -{-  xl-\-  xl  -\~  xl=  ^)   die  Gleichung   der  gesuchten  Oberfläche    ist. 
Mit  Hülfe    des    Satzes:    dass    sich    zwei    Systeme    harmonischer    Pole 
einer    und    derselben  Oberfläche    zweiter    Ordnung    als    die    Schnittpunkte 
von    drei    Oberflächen    zweiter    Ordnung    betrachten    lassen    (s.    Cr  eile's 
Journal  Bd.   20,  S.  296)^),  wird  leicht  Folgendes  bewiesen: 

Wenn  eine  Oberfläche    zweiter  Ordnung    durch    ein  System    har- 
monischer Pole  einer  gegebenen  Oberfläche  zweiter  Ordnung  hindurch- 
geht,   so  liegen  auf  ihr  unendlich    viele  Systeme   harmonischer  Pole 
der  gegebenen  Oberfläche. 
Ich  will  noch  bemerken,  dass  jeder  beliebige  Punkt  der  Oberfläche, 
welche    die    angegebene  Eigenschaft   hat,    sich    als  ein  Punkt    aus   einem 
Systeme    harmonischer    Pole    der    gegebenen  Oberfläche    betrachten    lässt, 
welche  auf  der  ersteren  Oberfläche  liegen. 

Königsberg,  im  Januar   1852. 

1)  [Seite  36  dieser  Ausgabe.] 
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23. 

Ueber  die  Eigenschaften  der  linearen  Substitutionen,  durch 

welche  eine  homogene  ganze  Function  zweiten  Grades,  welche 

nur  die  Quadrate  von  vier  Variabein  enthält,  in  eine  Function 

von  derselben  Form  transformirt  wird. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.     Band  45,   Seite  93  —  101.] 


Wir  wollen  annehmen,  die  Coefficienten  a  in  den  linearen  Substitutionen 


1         3 


1     *^4  7 


'1/2  ==   02X1   -\-  (^2  ^2   +  ^f^^S  +   0^2^X4^, 
2/3  =  ^3  ^1    +   ^h  ^2  +   ^3^^  %   +   ^3^^  ^4  . 

^4  =  a^x^  -f  ^4  X2  4-  af  x.^  +  4^^  x^ 
seien  so  bestimmt,  dass 

ist. 

Differentiirt  man  dieser  Annahme  gemäss  die  letzte  Gleichung  nach 
einander  nach  den  unabhängigen  Variabein  x^^  X2^  .^3,  ^4,  indem  man  die 
Grössen  y  als  Functionen  von  den  Variabein  x  betrachtet,  wie  sie  durch 
die  Substitutionen  gegeben  sind,  so  erhält  man: 


a-i  X- 


a[  b^  ?/i  +  a2  ho  y^  +  a^  h  Vz  +  4  *4  V^, 
a2X2  =  ai  h,  2/1  +  <  *2 1/2  +  <  h  f/s  +  <  &4  2/4. 

«3  %  =  ^P  &i  2/1  +  4^^  h  y2  +  ^f  ^3  Vz  +  4^^  &4  2/4 . 

«4  ^^4  =  af ^  hl  y^  4~  a^^^  So  ?/2  +  <^3^^  ^3  .^3  +  <^f  ^  ^4  2/4  • 


39^^ 
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Diese  Gleichungen  sind  als  die  Auflösungen  der  Gleichungen  (1)  nach 
den  Variabein  x  zu  betrachten  und  können  als  solche  die  Stelle 
der  Gleichungen  (1)  vertreten.  Wenn  man  nun  a^Xi=  Fj,  0^X2  =  Y2, 
a^x^  =  Y^,  a^x^  =  Y^\  b^  y^  =  Z^ ,  boj/2  =  X^,  b^^s  =  ^3^  ^4^4  =  ^4  setzt, 
so  gehen  diese  Gleichungen  in  die  Substitutionen 

Y,  =  a[  Xi  +  a^  X,  +  ^;  X3  -\-  al  X^, 
Y2  =  «i'  X^  -{-  a^  X2  +  ^3  X3  4"  ^4  X4 , 
73  =  af^X,  +  4^)Z,  +  a^i^X,  +  .f  Z^, 
Y,  =  <Zi  +  a[pX2  +  a^^X,  +  afX, 

über,  in  welchen  die  horizontalen  Reihen  der  Coefficienten  den  ent- 
sprechenden verticalen  Reihen  der  Coefficienten  in  (1)  gleich  sind.  Die 
Gleichung  (2)  geht  über  in: 

5.       ^Y\+  ^   Yl+^Yl-\-   l  Yl  =  l-  X\  -^  l~  XI  +  ^  X\-\- 1-  XI 
a^  a^  üs  a^  b^  h  h  ^4 

Hierdurch  ist,  wenn  man  die  Zahlen  1,  2,  3,  4  durch  x  bezeichnet, 
folgender  Lehrsatz  bewiesen: 

Lehrsatz    1. 
Wenn  die  Substitutionen 

den  Ausdruck  ö,  2/?  +  ^2  ?jl  +  ^3  ^3  +  &4  vl  ^^  ^1  ^1  +  ^^2  A  +  «^'3  ^3  +  ^4  ^4 
verwandeln,  so  transformiren  die  Substitutionen 

(ie^  Ausdruck 

1  72  +  -L  72  _|_  I„  F^  +  ^-  Yl  in    l  XI  +  l  XI  +  1  X\  +  ^Xl 

Ich  führe  diesen  auf  der  Hand  liegenden  Satz,  der  auch  für  eine 
beliebige  Zahl  von  Variabein  gilt,  an,  um  nun  aus  ihm  neue  Sätze  abzu- 
leiten,  welche  nur  bei  vier  Variabein  stattfinden. 

Da  die  horizontalen  Reihen  der  Coefficienten  in  den  Gleichungen  (4) 
den  entsprechenden  verticalen  Reihen  in  den  Gleichungen  (1)  gleich  sind, 
so  wird  auch  bei  den  Auflösungen  der  beiden  Systeme  von  Gleichungen 


23.   lieber  die  Eigenschaften  der  linearen  Substitutionen  etc. 


309 


das  Nämliche   stattfinden.     Es  ergeben  sich   daher    folgende  Auflösungen 
der  Gleichungen  (4): 

X,  =  a\  -  F,  +  a;  -1  7,  +  «f  ]   Y,  +  af»  |  Y„ 


6. 


Ä.2   ^^^^^   ^-^2  ~~~   -^1    ""!      ^2 2 


7(3) 


-,(4) 


Y,, 


X 


«3  -i-  Y,  +  «3  -i  r,  + «?'  ]-  Y,  4-  «r>  I  Y,, 

(A.  Wc)  Uq  t*^ 


-7-  ^4  "^^^   ^^4  ""^  ^    ^1 

^4  *  a^      ' 


^(•'^) 


a. 


Y.  +  4^ 


(4) 


welche  Gleichungen  man  auch  aus  (5)  durch  Differentiation,  ebenso  wie 
die  Gleichungen  (3)  aus  (2),  ableiten  kann.  Setzt  man  die  Werthe  von 
y^^  y^^  .  .  :  aus  (1)  in  (3),  so  ergeben  sich,  durch  Gleichstellung  der 
Coefficienten  gleicher  Variabein  auf  beiden  Seiten  der  Gleichungen, 
folgende  Ausdrücke: 


[  a^  =  h^  a";  af  -\-  h^  a^  dt  +  ^3  ^i  (^s  +  '^4  <^4  ^^4  ? 
(   0  =  öl  a"^  a\  -\-  ^2 <^2  ^2  +  ^3  <^3  ^3  +  ^4 ''''4  ^'^'j 


und  auf  gleiche  Weise  aus  (4)  und  (6) 

1  =   ^  d  a    +  ^-  d'  d'  +   ^  a^^)  d^^  +  -^  a^^^  <^^ 
0  --  -^  a'  a:  +   ^   a"  a:  +   ^   d'^  d'^  +    ^-  d'^  d'^ 


9. 


Wir  wollen  nun  untersuchen,  was  die  Substitutionen 

1 


__    1  ,1^         ,1 


^3  + 


,(4)    ^4^ 


^  a.  (^/o  ^^^  0^4 


10. 

geben. 

Zu  diesem  Ende  werde  bemerkt,  dass  von  den  Bedingungsgleichungen 
{)  .=  l^al  a\  +  &2  f^l  ^2  +  ^3  ^s  ^4  +  ^4  '^r  <^i  welche  erfüllt  werden  müssen, 
wenn  in  dem  durch  die  Substitutionen  (1)  zu  transformirenden  Ausdrucke 
b^y^i -\- b^yl-{-h^yl-\- b^yl  die  Producte  der  Variabein  x^,  x^,  ...  ver- 
schwinden sollen,    die  eine    in    die  andere    übergeht,    wenn  man  -^ 


und 
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-y^  statt  di  und  a»    und   zugleich  h^a  a^' a^^^  a^^^  statt  h     setzt.     Von  den 

/yA  *  ^  /C     K     ^     yt       yt  yc 

[A, 

Bedingungsgleichungen  0  =     -  a^a^  -| a^  aj  -\ af  af  -| a'-^^  af\ 

welche  erfüllt  werden  müssen,  wenn  in  dem  durch  (4)  zu  transformirenden 
Ausdrucke  —  I^?  +  :r  ^2  +  --  1^3  4 Yl   die    Producte    der  Variabein 


a^  a^      "         a« 


Xj,   X2,  .  .  .  wegfallen,    geht    ferner    die    eine    in    die  andere    über,    wenn 
man  —^  und  —^  statt  a^  und  a^  und  zugleich  —  af  a^ ag  ci"  statt  "^-  setzt. 

Hieraus  folgt,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

11.  a^  a'l  af  a^'^  =  A^,  <  <  a^,  al  =  A^ 

setzt,  dass  durch  die  Substitutionen  (9)  und  (10)  die  Ausdrücke 

12.  b^  A^iji  4-  K  A,yl  +  63  A.,yl  +  ft^  ^.^j, 

13.  ^^yi+'^-^yi+^yi-^'^'yi 

in  solche  transformirt  werden,  die  nur  die  Quadrate  der  neuen  Variabein 
enthalten. 

Nimmt  man  an,  der  Ausdruck  (12)  gehe  durch  die  Substitutionen  (9) 
in  folgenden 

14.  c,A,xl  -^  c,A2xl  +  f 3  ^3 xl  +  c^  A^ xi 

über,  so  muss  nach  dem  aufgestellten  Lehrsatze   1    der  Ausdruck 

15.  7^  -  ^i  +  7-L-  ^'  +  .-1-    ^«  +  .- V  ^^ 

^1^1  '^^2^2  ^Z^^Z  '^4^4 

durch  die   Substitutionen  (10)  in 

16.  —, — 7—  ^\  A — 7 — "r-  Xo  -j-  ■'^ — .^  ^Y:  -4-   T     .^  X; 

übergehen. 

Wir  haben  nun  zwei  verschiedene  Functionen  der  Variabein  Y^. 
Y2,....  welche  nur  die  Quadrate  der  Variabein  enthalten,  nämlich  (13) 
und  (15),  welche  beide  durch  die  Substitutionen  (10)  in  solche  Functionen 
der  Variabein  X^,  X2,  ...  übergehen,  die  nur  die  Quadrate  dieser  letzteren 
Variabein  enthalten.  Die  Zahl  der  Bedingungsgleichungen,  welche  zu 
erfüllen  sind,  wenn  dieses  zutreffen  soll,  ist  für  jede  dieser  Functionen  sechs. 
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Nimmt  man  nun  die  Coefficienten  in  den  Substitutionen  als  gegeben  an, 
betrachtet  dagegen  die  4  Coefficienten  in  den  Functionen  (13)  und  (15)  in 
den  erwähnten  Bedingungsgleichungen  als  die  gesuchten  Grössen,  so  hat 
man  dieselben  linearen  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Werthe  der  4  Coef- 
ficienten für  die  eine,  wie  für  die  andere  Function.  Hieraus  ist  ersicht- 
lich, dass  die  entsprechenden  Coefficienten  in  den  beiden  Functionen  nur 
durch  einen  Factor  M  von  einander  verschieden  sein  können.     Es  ist  daher 

Setzt  man  diese  Werthe  von  c^Ä^,  ^2-^2)  ...  in  (14),   so  erhält  man 
den  Ausdruck 

17.  M  (  J  xl  +  -^,  4  +  -^-  xl  +  JV  ^i)^ 

in  welchen  der  Ausdruck  (12)  durch  die  Substitutionen  (9)  übergeht. 

Der  Ausdruck  (13)  geht  demnach,    mit  Rücksicht  auf  den  oben   an- 
gegebenen Lehrsatz,  durch  die  Substitutionen  (10)  in 

18-  ^^  (x~V  ^\  +  "A-  ^2  +  -irV  ^3  +  t\-  ^0 

\h^Ä^       '    '     b,A^  h^A^  h^A^      V 

über.     Diese  Bemerkungen  vereinigen  sich    in  dem    folgenden  Lehrsatze: 

Lehrsatz  2. 
Wenn  die  Substitutionen 

Vx  ==  K,  ^1   +  <  ^2   +   (ff  ^3   +  <^  ^4 

den  Ausdruck  h^  y\  +  &2  2/2  +  ^3  vl  +  ^4  yl  ^^  ^h  ^1  +  ^2  -^2  +  %  ^3  +  ^4  ^l 
verwandeln^  so  transformiren  die  Substitutionen 

■K  =  ^  ^,  +   !  %>  +  ^  ^.  +  ~r  ^. 

den  Ausdruck    b^  A^  y\  +  ^2  -^2 y\  +  ^3  ^^vl  +  ^\  ^4  vX 
in  itf  (  ]'.   4  +  -J-  xi  +  ^xl^  ^  xi), 

und  die  Substitutionen 

Y^^=       ;.    ^1    +  -^-  ^2   +       y,    ^3  +    ;^^   ^4 

^1  «9  ÖEo  Qa 
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transformiren  den  Ausdruck 


A^  Yl  +  -^-  Yl  +  -^^  Yl  +  -~-^  Yl 


a. 


tn 
M 


ixj;  ^'  +  -^  ^'  +  \A  ^'^  +  Xä,^^^' 


Ich  füge    noch    hinzu,    dass  die   Werthe  der  Grössen  Ä   in    (11)   ge- 
geben sind,  und  dass  der  Factor   M  durch  die  Gleichung 


3«S 


bestimmt  wird,  welche  man  durch  Vergleichung  von  (12)  und  (17)  erhält. 
Andere  merkwürdige  Relationen,  die  sich  aus  dem  angeführten  Lehrsatze 
ohne  Schwierigkeit  ableiten  lassen,  übergehe  ich,  weil  sie  Formeln  geben 
würden,  die  in  der  folgenden  Untersuchung  keine  Anwendung  finden. 

Es  sei 

20.  F=   612^/1^72   +   *i3  2/l^3   +   ^14^1  2/4   +    hsy2y3   +    ^>24  2/2^4  +   ^34  «73  ^4 

eine  homogene  Function  zweiten  Grades,  in  welcher  die  Quadrate  der 
Variabein  fehlen,  und  welche  die  Eigenschaft  habe,  dass  sie  durch  die 
Substitutionen  (1),  vermöge  welcher  die  identische  Gleichung  (2)  statt- 
findet ,  in  eine  Function  der  Variabein  x^^  X2,  .  . .  von  derselben  Form 
übergeht,  nämlich  in 

21.  F  =  61^2  ^1  ^2   +   ^rS  ^1  ^3   +   ^14  ^1  ^4  +   '^23  ^2  ^3    +   <^^24  ^2  ^4   +   <^?34  '^S  ^4  • 

In  dieser  Voraussetzuno^  hat  man 


22. 


0  =  b,2  ci'l  al  +  &,3  af  al  -f  h,,  a1  <  +  \z  «2  ^3  +  &24  <  <  +  ^34 «"  <, 

«.2  =^    ^2  «  ^2    +   «1  4)  +    &13  (^r  ^3    +   «1  ^3')  +   &I4  K  ^4   +   ^?  0 

+     ^23  (^2  0^3   +  ^2  al)         +  624  «  «4    +   ^2  O  +   ^34  ifll  a\  +  ^  <) 


23. 


34_  ^(3)  ^(4) 


3^4 
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Dividirt  man  die  Function  F  durch  das  Product  y^y^V^Vx  und  setzt 
hierauf   ^i,   y^^   ^3,   y^    statt  — ,  — ,  — ,  — ,    so    erhält    man    die    neue 

Vi     y^     y^     y^ 

Function 

24.      ^  =  h^^y^y.2  +  Kyiy^  +  &23?/i2/4  +  ^142/2^3  +  ^13^22/4  +  Ky^y^' 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  in  welche  Function  diese  Function 
übergeht,  wenn  man  in  derselben  die  Substitutionen  (9)  macht. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  in  der  durch  (9)  transformirten  Func- 
tion 0  die  Quadrate  der  Variabein  ir^,  ^2?  •  •  •  vermöge  der  Gleichungen  (22) 
wegfallen.  Die  transformirte  Function  4>  hat  mithin  die  nämliche  Form 
wie  die   Function   (P  selber,   nämlich: 

25.         *=   Ä^^X^X,^  -f   ^24^1^3   +    ^23^1^4   +   ^14^2%    +    ^13^2^4   +   -^12^3^4? 

und  die  Coefficienten  A  erhalten  die  Werthe 

-il3  =  ?>34(-rr^  +  -^^-^)+«^24(^^  ^^(7)'--)  + 


Diese  Coefficienten  A  lassen  sich  durch  die  Coefficienten  a  der  trans- 
formirten Function  F  sehr  einfach  ausdrücken.  Um  dazu  zu  gelangen, 
dienen  folgende  Betrachtungen. 

Die  in  (20)  angegebene  Function  F,  welche  durch  die  Substitutionen 
(1)  in  die  in  (21)  angegebene  Function  übergeht,  lässt  sich  als  eine 
Function  der  Variabein  y^,  ^25  •  •  •  oder  als  eine  Function  der  Variabein 
^Ti,  ^^2,  .  .  .  betrachten,  indem  die  ersteren  Variabein  als  Functionen  der 
zweiten  durch  die  Substitutionen  (1)  gegeben  sind,  oder  die  zweiten 
Variabein  als  Functionen  der  ersteren  durch  die  Gleichungen  (3). 
Differentiirt  man  die  Function  F  unter  der  letzteren  Annahme  nach  den 
unabhängigen  Variabein  y^^  y^^  -  -  -i  so  ergiebt  sich 

Hesse's  Werke.  40 


«4 

dx. 

1 

dF 

a. 

dx^ 

1 

dF 
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1  dF  1  dF       .    .      l  dF       .    ,   1  dF       .3.  ,  \  ,dF       ,.. 

1  a2^    \    dF       .    ,      \    dF       ..    ,     1    dF       (^.    ,      1    dF       ... 
h    ^!h  ^1    ^^1        ^2  ^^2        a^    dx^        -^   »   ^   ^^    ^  ' 

1  aF  1  ai^  .    ,  l  dF  .  ,  1  ai^  .3.  , 

63  a^3  «j  a^Tj    '  «2  a^2      «3  a^Cg 

1  ai^  1  ai^  .    ^  i  dF  ..   ,     l  dF  .3.  ,  x  c..^   .4. 

^4  ^.^/4  '^''1  ^^1  «2  a^2      «3  a^3  *  '  6^^  a:i;^ 

Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  für  die  partiellen  Differential- 
quotienten ihre  Werthe,  und  y^  =  a^^\  2/2  =  4^^  I/3  ==  4*\  ^4  =  ^i\  zugleich 
mit  den  entsprechenden  Werthen  der  Variabein  x^  =  X2  =  x^=  0,  x^=  \^ 
so  erhält  man 

l^  {h.af  +  6,3  «r  +  huaf)  =  ""'^  +  ^  +  ~^' 
^  (b,,  af  +  h,  of  +  6,,  «f ')  =  ^  +  J^  +  .''l^^i" . 

L>2  ^1  ^^2  3 

-1  (&31  «f  +  K  af  +  &3.  «f )  =  i^  +  i!^  +  ^ , 

C>3  t^l  ^2  Ctg 

.1    (6,,  «w  +  h,,at^  +  &,3a«)  _  i^  _^  ^  ^  «««^^\ 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  a^^\  a\^\  a^^\  a^^\ 
so  lassen  sich  die  Theile  derselben  links  durch  Hülfe  der  Gleichungen  (22) 
und  die  Theile  rechts  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (23)  auf  die  Weise 
umformen,  dass 

_  1    (i^^  nfaf  +  h,,  0^^  af  +  h,  a^^  a^^)  =  a,  (^^1^  +  'h^'h^  +  ^^^,!i{^ 
l-  (K,  4')  «f  +  &H  .4^^  4'^  +  &12  a^'  of^^)  =  a,  (^^^^  4-  -^^H^^^  +  il^^^^)^ 

6g     ^    -*      2        ^         '  ^*      ^         ^  '  ^"^      ^         -    ^  ^V      6*1^2  ^1^3  a2<^3       ^ 

}~  (6,3  4'^  4'^  +  &1S  <  4'^  +  ^12  <  4^0  =  ^4  (-^""^^  +  -^"^^^^  +  -^^^'-'1. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 


ö, 

^, 

h.A'' 

bA*' 

f4*^«i*'ar' 

aS*^a(*'ai*' 

J(4)     ' 

^Ci)    ' 
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so  erhält  man 
,      1 


''  ai''  +  ^''  a^  +  ^'^  a['' 


Ö34  ^)  -t-  ^14  ^  -h  ^13  -^^)  —  -^(o     V^aT"    ■     ~V«3  ~  «2%    ^' 

^24  ^(o  -h  Ö14  -^  -t-  Ö12  ^^,^)  —     ^^,,    y   ^^^^^     -\~     ^^^^     -t-     ^^^^     j, 


*23  ^T)  +  b 


+   &12 


^^  ai/^  ~^  "1^  a^^^ 


J_ 

aF>'   0^^^"^'   oF'   oF 


und  addirt  die  Producte,  so  giebt  die  Summe  der  Glieder 


Multiplicirt    man    endlich    diese    Gleichungen    der    Reihe    nach    mit 
1      J.        1 

links  gerade  den  Ausdruck^  welcher  vorhin  mit  Ä12  bezeichnet  wurde, 
während  rechts  die  mit  0^13  und  ^3  multiplicirten  Glieder  wegen  der 
Gleichungen  (7)  wegfallen,  so  dass  sich 


^12 
und  nach  (19) 

Ä 
27. 


a,a,A^'^\a[''a''^ 


h,A 


(s) 


f4^    1      KA  \ 


12 


iJf 


*12 


^is  <* 


13 


^" 


^(4) 


^(4) 


und  ebenso 


M 


1      9      S      4 


findet.     Hierdurch  ist  folgender  Lehrsatz  bewiesen. 

Lehrsatz   3. 

Wenn  die  Substitutionen  y^^  ■=  d^x^-^  a^ x^  +  a^^ x^  -\-  d^^ x^  den 
Ausdruck  h^y\  -\-  b2yl-\-  b^yl  +  b^yl  in  a^x\  +  a^xl  +  a^xl-\-  a^xi 
und  überdies  dieselben  Substitutionen  den  Ausdruck 

^2?/l^2  +   *l3  2/l2/3  +  buVlV^  +   ^23  2/2^3  +   ^24  ^2  2/4  +   ^34  ^3  ^4 

in 

012^1  X^  +  ^13^1%  +   0^14  ^1^4   +  <^^23^2^3  +  «^24  ^2  ^4  +  <^34  ^3  ^4 

verwandeln,  so  transformiren  die  Substitutionen 

40* 
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_  1       ,1       ,  J_     I    1 

K  K  }i  K 

den  Ausdruck 

Kyiy2  +  024^1^3  +  KviV^  +  ^14^22/3  +  Ky^y^  +  Ky^y^ 

in 

-       ^    ^    ^      {^34  ^1  ^2   +   0^24  ^1  ^3   +   <^^23  ^1  ^4   +   <^14  ^2  -2^3  +   ^13  ^2  ^4   +   ^^12  ^3  ^4/7 
Ci-j  6t'2  t^3  ^4 

„    ^^  ^i  ^1  ^     ^2  ^2  ^2  ^     ^h  ^3  »^S  -     ^4  ^4  »^4 

^1  J.'         '  2 ^-         ?  ^3   J_(3)         ?  ^4   ^(4) 

e^^rf  ^"^  =  a'l  al  a^  a^  ist. 

Die  beiden  ersten  Lehrsätze  lassen  sich  geometrisch  wie  folgt  deuten: 

Es  seien  8  Punkte  im  Räume  gegeben,  in  welchen  sich  drei 
Oberflächen  zweiter  Ordnung  schneiden.  Betrachtet  man  irgend 
4  von  diesen  Punkten  als  die  Ecken  eines  Tetraeders  und  fällt 
von  den  4  andern  Punkten  Perpendikel  auf  die  Seitenflächen  des 
Tetraeders,  so   mögen  sicli  dieselben  verhalten: 

wie  a[   :  a^   :  a^    :  al   für  den  ersten  Punkt, 

wie  a'^  :  ag   :  a^    :  a'^  für  den  zweiten  Punkt, 

wie  af^  :  af^  :  a^^^  :  af^  für  den  dritten  Punkt, 

wie  «f^  :  cf^2^  :  a^^^  :  af^  für  den  vierten  Punkt. 

Bestimmt  man  dann  4  neue  Punkte,  deren  senkrechte  Abstände 
von  den  Seitenflächen  des  Tetraeders  sich 

wie  a[  :  a^  :  af^ :  a^^^  für  den  ersten  Punkt, 

wie  ag :  02  •  ''4^^ '  <"4^^  für  den  zweiten  Punkt, 

wie  6^3 :  ^3  :  af^ :  a^^^  für  den  dritten  Punkt, 

wie  al :  a^  :  af^ :  af^  für  den  vierten  Punkt 

verhalten,    so    schneiden    sich    in    diesen    4   Punkten    und    in    den 
4  Ecken    des  Tetraeders   auch   drei  Oberflächen   zweiter  Ordnung. 

Der  zweite  Lehrsatz  giebt   folgenden  geometrischen  Satz,    unter  den 
Voraussetzungen  des  eben  genannten  Satzes: 
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Die    4    Punkte,    deren    senkrechte    Abstände    von    den    Seiten- 
flächen des  Tetraeders  sich 

wie  —7-:—r'-—T''—T  für  den  ersten  Punkt, 

Ctl  Oj<i  yi^  Qi^ 

wie  -V  •  -^  •  "^  •  -V  für  den  zweiten  Punkt, 

wie  -7^  :  -7^  :  -m  '  -7^  für  den  dritten  Punkt, 

d-p     af    a['^    af^  ' 

wie  ^n  :  "TIS :    m  : -TT^  für  den  vierten  Punkt 

a\'^    a^^    ai'^    a['^ 

verhalten,    und    die    vier  Ecken    des  Tetraeders    sind    die   Schnitt- 
punkte von  drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

Auf  den  dritten  Lehrsatz  w^erde  ich  Gelegenheit  haben  bei  meinen 
über  die  Doppeltangenten  der  Curven  vierter  Ordnung  angestellten  Unter- 
suchungen zurückzukommen. 


Königsberg,  im  April   1851. 


24. 


Ueber  Determinanten  und  ihre  Anwendung  in  der  Geometrie, 
insbesondere  auf  Curven  vierter  Ordnung. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.     Band   49,   Seite   243  —  264.] 


1. 

Wenn  die  Elemente  dreier  Determinanten: 

so  mit  einander  verbunden  sind,  dass 

ci  =  (^^H  +  «r^^^H h  <H 

ist,  so  ist  bekanntlich: 

1.  AB  =  C. 

Ich  werde  zeigen,  wie  die  partiellen  DifFerentialquotienten  der  Deter- 
minante G,  nach  ihren  Elementen  c  genommen,  durch  die  partiellen 
Differentialquotienten  der  Factoren  A  und  By  nach  ihren  Elementen  ge- 
nommen, sich  ausdrücken  lassen. 

Zu  diesem  Zwecke  differentiire  man  die  Gleichung  (1)  nach  ct^. 
Da  von  den  Elementen  c  nur  c^ ,  cj^ ,  .  .  .  c^  Functionen  dieser  Grösse  sind, 
so  ergiebt  sich: 

7?        ^^     ^^'     h^      \        ^^     h^      \  \        ^^    h^ 
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d  JB 

Diese  Gleichung  multiplicire  man  mit  -y^  und  addire  alle  Gleichungen, 

p 
welche  sich  aus  der  angegebenen  ergeben,   indem  man  statt  p  nach  ein- 
ander die  Zahlen   0,   1,   2,  . .  .  ^  setzt.      Dadurch   erhält  man: 

^       dÄ_  dB  _  dC^  ^-.d^  jo    ,     3£  ^^7,1    I  .     ^  ^  ^ A  h^^ 

Da  aber  die  Summen  ^  —tt  H  einzeln  verschwinden,  mit  Ausnahme 

P 

der  Summe,    in  welcher  q  den  Werth  l    hat,    welche    den  Werth  B    an- 
nimmt, so  erhält  man  die  Gleichung: 

dC   _   dÄ  1:^    ,    _?A1^    I  _i_   ^^    ^^ 


dc^        da^  dh^     '^  aaf  a&^  '    aa^   a6^ 


Um  die  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  von  C  durch  die 
zweiten  partiellen  Differentialquotienten  der  Factoren  A  und  B  auszu- 
drücken, differentiire  man  die  Gleichung  (2)  zuerst  nach  a^  und  dann 
nach  i^,  welches 

d^C  a'M  a^ß  aM         a^Jg  ^     aM         a^^ 


ac^^a"a'^a&;        aa^aa^;^     a^^^a^^^        a^/^^aa/^     a&^a&^^  '    aa^aa^;     a&^;af/ 

giebt.  Wenn  man  in  dieser  Gleichung  statt  q  nach  einander  die  Zahlen 
0,  1,  ...  ^  setzt,  so  entstehen  daraus  n  -\-  1  Gleichungen.  Addirt  man 
dieselben,  so  lässt  sich  die  Summe  wie  folgt  bequem  darstellen: 


d^C        _  ^     aM  d'^B 


X-        q        q  p        q  p       q 

wo  für  p  und  q  die  Zahlen  0,   1,  ...  ^^  zu  nehmen  sind. 

Der   linksseitige  Theil  dieser  Gleichung   lässt  sich    als  eine  Function 

9  C 

der  Elemente  c  ausdrücken.     In  der  That:  differentiirt  man  nach  a'' 

7i 

und  berücksichtigt,    dass  von  den  Elementen  c  nur  c^^,  cj,,  ...  cjl  Func- 
tionen von  af^  sind,  so  erhält  man: 

av;  a^c     ^o   ,       ^'C     .^   ,  ,       a^c     ,, 


dc^da^  dcidc^     '         dcidc^^^     '  dcidcl     '* 
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Differentiirt  man  diese  Gleichung  nach  &^,  von  welcher  Grösse  wieder 
nur  Co,  c^y,  ...  cl  Functionen  sind,  so  ergiebt  sich: 

^laciac;,a<    '  *^ac^ac^a<    '  '^  ^ci^c^^K.      'I 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  für  g  die  Zahlen  0,  1,  ...  n  und 
addirt,  so  erhält  man,   mit  Berücksichtigung  der  Gleichung 

folgende  Gleichung: 

^       d^C  __ 

dc'-dafdV 

K         q  q 

,     ,   ,,     a^C         f      a^c        0  ,        a^c        o  ,         ,        a'C        «l 

i      d'C       ^1  d^C      ^1  ,  a^C       ^i| 

|94ac;,acj''"^  aciac^ac} '^  '  " '  ~^  dci3c;3cl  '"I 

-^      ''-^      c"+       ^^^-       cr4----  +  ^^^— c-> 
ia^ac^acj'     ^  ac^^a.j^ac;'  s^ac^ac^    "j" 

Man  bemerkt,  dass  sich  nicht  genau  diese  Gleichung  ergiebt,  sondern 
dass  in  sämmtlichen  dritten  Differentialquotienten  der  Determinante  G  des 
rechtseitigen  Theiles  der  Gleichung  zwei  obere  Indices  der  Elemente  c 
mit  einander  vertauscht  sind,  und  dass  zugleich  das  positive  Vorzeichen 
jedes  dritten  Differentialquotienten  von  C  in  das  negative  verändert  ist. 
Dieses  ist  aber  erlaubt,  weil  eben  die  Determinante  C  ihr  Vorzeichen 
wechselt,  wenn  man  in  allen  ihren  Gliedern  zwei  obere  Indices  mit  ein- 
ander vertauscht.     Berücksichtigt  man  nun  noch,  dass  der  Ausdruck: 


Hesse's  Werke.  41 
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gleich 


d^C 


^<^^^^ 


ist,  ausgenommen  wenn  p  gleich  l  oder  v  ist,  in  welchen 


P'ällen  der  Ausdruck  verschwindet,    so  stellt  sich  die    zuletzt  angegebene 
Gleichung  wie  folgt  dar: 


d^C 


^  q  q 


9   . 


an; 


^<^<. 


Setzt  man  diesen  Werth  der  Summe  in  die  oben  angegebene  Gleichung 
und  dividirt  durch  2,  so  erhält  man  für  den  gesuchten  Ausdruck  des 
zweiten  partiellen  Differentialquotienten  von  C: 


d'^C 


dcidcl 


1     ^     aM 


d'B 


1-2         da^'daf^       dh^'dh'' 

p        q  p       q 


Bestimmt  man  auf  dem  angezeigten  Wege  durch  Differentiation  dieser 
Gleichung  den  dritten  Differentialquotienten  von  C,  so  ergiebt  sich: 


d^C 


1 


d^A 


dU3 


^<^Cdcl 


1-2.3         da'^da^da^,     dhhifdb'',    ' 


woraus    das    Bildungsgesetz    für    die    höheren    Differentialquotienten    der 
Determinante  G,  nach  ihren  Elementen  genommen,  erhellt. 


Das   Product  zweier  Determinanten 


^2 

1/2 


Ti 


und 


11    ^1'^ 

U.21      U22 


lässt  sich  bekanntlich   wieder  auf  die   Form 

I  ^^^  «2  —  ^12  c/^       u.21  «2  —  ^22  ^1 
^11 72  —  ^12  /i       '^21 72  —  ^22  7\ 
einer  Determinante  bringen. 

Multiplicirt    man    diese    Determinante    noch    einmal    mit    der    ersten 

Determinante 


a.,   a. 


■72  7i 


,    so  erhält  man,  vorausgesetzt,  dass  u^2  =  ^21  ist, 
eine  Determinante  ac  —  b^,  deren  Componenten  folgende  Determinanten  sind: 
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11      ^]'^      ^1 
j  woi     14/29     Ccq 


welches  die  identische  Gleichung 


1^11    ^12    7i 
^21     ^22     Y'l 


I  ^11     ^12  i    i  ^^1     ^2  ' 
I  ^^21     '^22     I  7l     72 


^11     %2     ^1      i  ^11     «^12     7l  \ 


21        ^99       f^9  ! 

ß,     ß,    Ol 


&  = 


11      ^lv>       ^1 


ttin        W]^  1 


W-9-|       t^.T 


r/o 


7i    ^2    0 


:  ac 


giebt.      Ich    werde    im    Folgenden    zeigen,     welche    Ausdehnung    dieser 
Gleichung  gegeben  werden  kann. 


Es  bedeute   B  die  Determinante 


B  = 


11  12  13  1 

21  ^22  ^28  '^ 

%1  ^32  ^33  ^3 

!/l  /2  /3  /? 


in  welcher  jedes  Element  u^^  dem  ihm  entsprechenden  u.^  gleich  ist. 

Man  betrachte  nun  folgenden,  der  Determinante  ac  —  b^  des  vorher- 
gehenden Paragraphen  analog  gebildeten  xiusdruck: 

dB 


(dB  dB       ,   dB     MdB       ,   dB       ,   dB     \      (dB       ,   dB       ,   dB 


rs, 


welcher  sich  als  Determinante  auch  so  darstellen  lässt: 


dB        ,     dB 

«1  + 


dB 


7^ 


«2   + 

7-2   + 


aJ? 


dB 


dB 


«1  + 


dB 

da„ 


+ 


aiif 


Ts 


dB         .dB 

Ti  +    :..    /2 


^3 


Ts 


a.^/i     '     a;.^/^     '      dy^^-^  da,^^     '      aa,  ^^     '     da,        , 

Diese  Determinante  ist  der  partielle  Differentialquotient  des  Products 
MN  =  C  zweier  Determinanten 


M  = 


dB  dB  dB 

dB  dB  dB 

da^   da^   da. 


a,    a,.    a.o 


und      iV  =  i  /i  y,  y^ 


iih 


m.    Mo 


n.   ricy  fio 


AI' 
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nach  c^  ==  m^  n^  -j-  7^2  ^2  +  ^3  ^^3  genommen.  Sie  lässt  sich  also  nach  der 
Gleichung  (2)  in  die  Summe  von  Producten  der  Differentialquotienten 
der  Factoren  wie  folgt  zerlegen: 

dM  dN    ,     dM  dN        dM  dN 


dm^   dn^ 


Um  M  eine  bequeme  Form  zu  geben,   bemerke  man,  dass 


Jf . 


dB 


dB  dB  dB 

dy^    dy^    dy^ 

dB    dB    dB 

da^    da^   da^ 

m^    m^    m^ 


Uli    U12     ^13 

21     ^92      ^23 
^31     ^32      '*^33 


ist.     Bringt  man   dieses  Product  zweier  Determinanten    auf  die  bekannte 
Weise  auf  die  Form  einer  Determinante  und  bemerkt  dabei,  dass 


dB         .dB         .    dB         ,     dB 

^  ^^11  +  a^  ^12  +  ay;  ui,  +  —  ..,==  0, 


dB  dB  dB  dB 


0, 


dB         .dB         ,    dB         ,    dB 

Un  +  -J-  U,,  4-   . --  ^13  +  ^  /i  -  0. 


da 


dß 


dB 
so  stellt  sich  das  Product  M -^-^  wie  folo^t  dar: 

dß  ^ 


dß 


dB 

'dj 

dB 

Tß 


dB 

-dß""^. 


Ti 


dB 

Jß 


r-- 


dB 

dß     ^ 


dB 

Yß 


n 


I  ^11  ^^1  +  ^12'^^2  +  ^13  ^^^3     ^21  '^1  4~  ^22  ^%  +  ^23  '^%     ^31  ^l  +  ^32  ^^^'2  +  %3  '^^3  i 

und    mit    Weglassung    des    gleichen    Factors    —r    auf   beiden    Seiten    der 
Gleichung  erhält  man: 


M  = 


dB 

'd~ß~ 


1X2 

72 


/3 


Uli  Uli  +  ^12^^'^2  +  ^13'^3     '^2\  ^^h  +  %2  ^^^2  +  ^23  ^^h     %1  %  +  ^32 ^^2  +  %3  ^^^3 
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Setzt  man  nun: 

7i  72  73  '' 

^11  ^1  +  ^12  ^^h  +  ^^13  ^3        ^21  ^1  +  ^22  ^^^2  +  ^23  ^h        %1  ^^h  +  ^32  ^2  +  %3  ^^^3 

SO  wird:  ;^ü 

und  wenn  man  diesen  Werth  von  M  in  den  obigen  Ausdruck  substituirt, 
so  geht  derselbe  in 


dB  \  dP    dN    , 


dß 


dP    dN        ^P_  dN 
dm.^    d}i^     '     dm^    d 


über.    Dieses  Product  ist  also  gleich  der  betrachteten  Determinante,  oder  es  ist : 


«11 

Mi2     «13 

«21 

^22      ^23 

.   ü  = 

Wgi 

W32     ^^33 

Uli  %2  ^13  ^1 

C'^oi  ^99  t^93  1^2 

'^^81  %2  ^33  ^3 

a.  cfr,  cfq  0 


M 


^2 


^11  ^12  '<^i3  ;^i 

^21  ^22  ^23  72 

%1  %2  ^33  7^ 

7i  72  7^  0 


II        12        ] 
w.;-!     ^22     ^23     ^"^ 
31     %2     ^33     ^3 


U. 


7i    72    7s    0 


wo   U  die  Bedeutung 


am^   a^j    *"  dm^  dn^    ■"  a^g  a^3 

hat.     Setzt  man  in  diesen  Ausdruck  von  U  die  angegebenen  Werthe  von 
P  und  Ny  so  findet  sich 

7 .  {7  =  Wii  (Cf2  73  —  «3  72?  +  ^22  («3  r  1  —  ^1  ^3)'  +  %3  (^1  ^2  —  ^2  ^O' 

+  (^23  +  %2)  (^8  7l  —  ^1  ^3)  («1  72  —  ^2  7l)  +  (%1  +  '^13)  («]  r 2  —  «2  ^l)  (^2  ^3  —  ^3  7 2) 
+  (Wl2  +  ^^2l)  (<^2  /3  —  ^3  72)  (^3  ri  —  ^1  /3)- 


Es  bezeichne  5  die  Determinante: 


B  = 


in  w^elcher  wie  oben  u^^x 


^11  *^12  *^13  ^14  ^1 

^21  ^'22  23  24  2 

%1  '^^32  ^33  %4  ^3 

^^^j^  ^42  ^43  *^44  ^4 

ri    72    Yz    Yi  ß 

uxx  angenommen  werden  soll. 
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Der  der  Determinante  ac  —  h"^  analog  gebildete  iVusdruck 
(dB        .dB        .  .     dB      \/dB        ^    dB        ,  ,     dB      \ 

lav" ^^  +  ^ ^^  +  •  •  •  +  a.  '^) [da: ^'  +  da: r2  +  ---  +  ,a: y^) 


^/4 

dB 

dyj'  "+"  a/^  '-    '  '    C./4 

lässt  sich  als  eine  Determinante  wie  folgt  darstellen: 


-( 


3-5  ,     dB  ,  .dB 


+  3y:  ^J' 


dB        ,    a£ 

1  /2 


a^        ,    dB 

a«j  '     da^     - 


dy. 


dB 

Ja: 


dB 


n  +  ^-  Y2  +  • 


da, 


-1  ^^2 

Diese    Determinante    lässt    sich    wieder    als    der    zweite    Differential- 
quotient des  Products  zweier  Determinanten 

dB   dB   dB   dB 


M 


^7l     ^^2     ^/3  ^n 

aj5  dB  dB  dB 

a^j    3^2   da^  da^ 

m^     m^     m^  m^ 


^9 


n. 


N-- 


a^    a.,    f/g    a^ 

Yi    72    /3    )\ 
II.     U^    /io    n. 


y>  y^ 


^41 


nach  den  Elementen 


c^  =  m^  u,  -\-  m^  /72  +  t;?3  //3  --}-  m^  z^^, 

genommen,    betrachten.     Es   lässt   sich  also  diese  Determinante   nach  der 
Gleichung  (3)  in  folgende  Summe  von  Producten  zerlegen: 

Um  die  Determinante  M  zu  transformiren,    bilde  man  das  Product: 

11         12  13  14 


i  dB  dB    dB    dB 

\    ^Yl  ^72     ^^3    ^74 

dB  _\  dB  dB  dB  dB 

dß  \  da^  da^   da^    da^ 


Wi     n^    ^3     ^4 


21  ^'22  ^'93  ^91 
^31  ^32  ^33  %4 
^41     ^42      ^43     ^44 
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Drückt   man    dieses  Product    zweier  Determinanten    als    eine   Deter- 
minante aus  und  berücksichtigt,  dass 

dB         ^    dB         ^     dB         ^    dB         ^     dB 

'^n  """  +  ^n  ""''  +  ^n  ""''  +  ^n  """  +  W ""'  ^  ^' 

dB         ,    S)^  dB  dB         I    ^^      _  A 

a^7  ^21  +  Ty~  '^^22  +  a^-  ^23  +  Yy^  ^24  +  -^^f  ^h  —  0, 


dB  ^     dB  ,     dB  ,     dB  ,     dB 

Sofj  '     da^     ^-     '     3^3      "*     *     9«^     ^^     '      dß    '  ^  ' 


so  erhält  man 


M- 

dB 

-Jß- 

dB 

-dß"^ 

dB 

dß  ''- 

dB 

--dß  «3 

dB 

dB 

dB 

dß  y- 

dB 

dfra 

dB 

-  "dj  r^ 

^11  ^1  +  %2 ^^2  H ^21  ^^1  +  «^22 ^2  H '^3 1  ^^h  +  ^32  ^2  H '^41  ^^1  +  ^42  ^^^2  "f   ' 

li^^n^   +Wi2>«2   +•••   ^21^1   +^22^2   +•••   %l^l    +%2^2  +'-*   ^^l'^X    +  ?%  %    +* 

Setzt  man  daher  der  Kürze  wegen: 

a.j  «Q  a. 


P= 


7i  72  7^  n 

^11^%  +  ^12'^^^2  H '<^2l''^'l  +  ^22^^^2  H ^31  ^^h  +  %2^^^2  ~i ^41^'^  +  '<^42^^2  +  " 

^11^1   +^12^2  H ^21^%  +%2^2H %1^1   +  ^32^2  H ^41^1    +^42%  +  ' 


so  ergiebt  sich 

Die    für    die  betrachtete  Determinante    gefundene  Summe   geht  nun, 
wenn  man  den  eben  angegebenen  Werth  von  M  substituirt,  in 

^  dB  ^     d^P  d^N 


^     dß  dmpdn^j         df^lpdVq 
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Über.     Setzt    man    endlich   diese  Summe    gleich    der    betrachteten   Deter- 
minante, so  erhält  man  die  identische  Gleichung: 


u. 


Uli     ^12     ^^1 


^21     ^22     %3     ^24 


11         J2        13        14        1 

t 

^21     ^22     ^23    ^24     ^^2  j 
^.qi     ^S9    ^SR    '^aj.     ^a 


'»'Sl 


'»'32     *^33 


■34 


I  W^i     ^42     ^43     ^44     ^4 

c^i    cfo     ^q    a,    0 


^31     ^32     ^33     ^34 
^41     ^42     ^43     ^44 

Uli  Ui2  ^13  ^14  yi 

^21  ^^22  ^23  ^24  J^2 
^31  ^32  ^33  %4  J^3 
^41     ^42     '^43     ^44    ^4 

ri    ^2    /a    ^4    0 


.77 


^11  ^12  ^13  ^14  ^1 

^21  ^22  ^23  ^24  ^2 

^31  %2  ^33  ^34  ^3 

^41  ^42  ^43  *^44  ^4 

r.  /2  rs  r*  0 


in  welcher   C/"  die  Summe 

U  = 

^         dnipdnq 

dfJpdVq 

bedeutet,  und  p  und  g*  die  Zahlen  1,  2,  3,  4  sind.  Diese  Summe,  eine 
ganze  homogene  Function  zweiten  Grades,  sowohl  in  Rücksicht  auf  die 
Grössen  a  als  y  und  u,  lässt  sich  leicht  berechnen.  Sie  hat  aber  zu 
viele  Glieder,  um  sie  berechnet  hinzuschreiben. 

Auf   dem    angegebenen    Wege    lässt    sich    auch,    unter    der    Voraus- 
setzung, dass  u^^  =  u^^  sei,  die  allgemeine  Gleichung: 


9. 


Mll    M|2  . 

•  Wm 

^21     ^22    • 

•   M2„ 

. 

M„i     W„2- 

•    ^„n 

'«11     Wi2     . 

•    Mi„ 

«i! 

Mil     2^12     .     . 

Um  yx 

Mai     «22     • 

•     «2« 

«2 

iMgl     «^22     ■     ■ 

»in     7l 

«Kl    ^»i2     • 

•     Ku 

«n 

««1    W„2     .     . 

W„„    7n 

«1       «2      • 

■     ^.i 

0 

/ 

I       /2       •     ■ 

/.,     ( 

) 

.11 


^11     ^12     • 

•  «m  «1 

«21     %2     ■ 

■     ^2«     «2 

W«l     W„2    . 

•     Kn    «« 

7l      72     • 

•    /«   0 

ableiten,  wo  JJ  eine  ganze  homogene  Function  zweiten  Grades  sowohl  in 
Rücksicht  auf  die  Grössen  a  als  auf  ßj  und  vom  (n  —  2)ten  Grade  in 
Rücksicht  auf  die  Grössen  u  ist. 
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6. 


Jede  symmetrische  Determinante: 

Uli     ^12     • 
^21     ^22     • 


^wl    ^w2     • 


U^ 


das  heisst  jede  Determinante,  in  welcher  u^^  =  u^^  ist,  lässt  sich  durch 
Multiphcation  mit  dem  Quadrat  einer  beliebigen  andern  Determinante 
wieder  auf  eine  symmetrische  Determinante  bringen.  In  der  That  mul- 
tiplicirt  man  die  angegebene  Determinante  mit  folgender: 

\  Xi     X2    '    '    •   x^^ 
Xi     X2    '    -    '    x^i^ 


fl  9    lA/1      € 


Jyi      U/2       ...       J^^ 

und  setzt  zur  Abkürzung 

2  F{xi  X2  . .  .  X,,)  =  Uli  ^1  ^1  +  '^22  ^2  %  +  •••  +  2  Wi9  ^1  ^9 
so  erhält  man  die  Determinante: 

\F'(xO   F'i^d  ■  ■  ■  F\x„) 

\f\x;)  f'{x;)  .  .  .  F\x:) 


\F\x';)  F'{xl)  .  .  .    F'ix:) 

in  welcher  F' {xf)  den  partiellen  Differentialquotienten  von  F{x^x,  . . .  x,) 
nach  Xj,  bedeutet  mit  den  Variabein  x,,  iCg,  .  .  .  x„,  welchen  der  obere 
Index  q  zugetheilt  ist.  Multiplicirt  man  diese  Determinante  nochmals 
mit  der  vorhergehenden  und  setzt: 

F^^  =  xl  F'  (xf)  +  a;f  F'  («1)  + 

so  erhält  man: 


10. 


Mil     ««,2      . 

■      ^ln\ 

«1 

X2      . 

■      < 

W21  U22    ■ 

■      %« 

Xl 

X2 

■     ■      «,. 

Kl  K 


Hesse's  Werke. 


X,   x:. 


\ hx^.F' 

(4), 

'         Fn 

F,,    . 

^1. 

^F,, 

F,o    . 

F,,, 

\F,a 

F,.,   . 

.      . 

F 

nn 

42 


330 


24.   üeber  Determinanten  und  ihre  Anwendung  in  der  Geometrie  etc. 


Da    aber    F^^  =  F^^    ist,     so    ist    die    letzte    Determinante    wieder 
symmetrisch. 

Auf  dieselbe  Art  lässt  sich  die  identische  Gleichung: 


I  Uli    %2 


11. 


M„ 


Um   «1 


<   0 

x'   0 


-^11     ^12 
■^21     -f'22 


^:;  Ol 


ri       ^2      .     .     •      r.      0         0       0       .     .     .       0       1 

beweisen,  wo  Ä     und  5     die  Bedeutune: 

^^  =:  x1  ai^  xla^^-\-  ' 

haben. 


^  n\     ^  w2 

Ci    G, 


-^2n     ^2 


a  0 


Aus  der  identischen  Gleichung  (9)  von  der  Form: 

12.  j,ü=ac  —  h^ 

lassen  sich  für  die  Geometrie  wichtige  Resultate  ziehen.  Wenn  man  näm- 
lich die  Grössen  u  .  lineare  Ausdrücke  zweier  Variabein  sein  lässt,  so 
stellen  die  Gleichungen: 

z/  =  0,        C7  =  0,        a  =  0,        c  =  0,        &  =  0 

ebene  Gurven  respective  von  der  wten,  {n  —  2)ten  und  die  drei  letzten 
Gleichungen  Curven  von  der  {n —  l)ten  Ordnung  dar,  welche  zu  einander 
in  merkwürdiger  Beziehung  stehen.  Denn  da,  wie  aus  der  Gleichung  (12) 
erhellt,  6^  verschwindet,  wenn  z/  und  a  verschwinden,  so  geht  die  Curve 
62  ^  0  durch  die  n{n~l)  Schnittpunkte  der  Curven  z/  =  0  und  a  =  0 
hindurch.  Die  Gleichung  6  =  0  hat,  weil  sie  von  der  {n  —  l)ten  Ordnung 
ist,  ^n{n^\)  Constanten.  Wendet  man  von  denselben  ln{n-~l)  Con- 
stanten dazu  an,  die  Curve  6  =  0  durch  l-n{n  —  l)  Schnittpunkte  der 
Curven  z/  =  0  und  a  =  0  hindurchgehen  zu  lassen,  so  bleiben  noch  n 
unbestimmte  Constanten  übrig.  In  der  That  enthält  die  Gleichung  6  =  0 
noch  n  willkürliche  Constanten  y,  welche  weder  in  z/  noch  in  a  vor- 
kommen. Daher  kann  die  Curve  6  =  0  nicht  durch  alle  n  (n  —  1)  Schnitt- 
punkte der  Curven  z/  =  0  und  a  =  0  hindurchgehen,  sondern  nur  durch 
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^n{n  —  1)  dieser  Schnittpunkte.  Wenn  nun  die  Curve  b"==0  dennoch 
durch  alle  n{n  —  1)  Schnittpunkte  gehen  soll,  so  ist  dies  nicht  anders 
möglich,  als  dass  von  den  n{n — 1)  Schnittpunkten  je  zwei  in  einen 
zusammenfallen.  Die  Curve  J  =  0  wird  also  in  ^n  {n  —  1)  verschiedenen 
Punkten  von  der  Curve  a  =  0  berührt.  Dieselbe  Curve  wird  ebenso  auch 
von  der  Curve  c  =  0  berührt.  Die  Curve  b  =  0  geht  endlich  durch  alle 
diese  n  {n — 1)  Berührungspunkte  hindurch. 

Ebenso  zeigt  sich,  dass  die  Curve  U  =  0  von  jeder  der  Curven  a  =  0 
und  c  =  0  in  ^{n  —  1)  (^  —  2)  verschiedenen  Punkten  berührt  wird,  durch 
welche  die  Curve  6  =  0  hindurchgeht. 

Die  Gleichung  a  =  0,  mit  den  n  willkürlichen  Constanten  a^  stellt  ein 
ganzes  System  von  Curven  {n —  l)ter  Ordnung  vor,  deren  jede  die  Curve 
nter  Ordnung  J  =  0  in  ^n  {n —  1)  verschiedenen  Punkten  berührt.  Von 
diesen  Berührungspunkten  können  n  —  1  Punkte  auf  der  Curve  z/  =  0 
beliebig  angenommen  werden,  während  die  übrigen  -|-(>^  —  1)  (n  —  2)  Be- 
rührungspunkte durch  die  angenommenen  bestimmt  werden.  In  der  That, 
da  die  Gleichung  a  =  0  n  willkürliche  Constanten  a  in  linearer  Weise 
enthält,  von  denen  eine  durch  Division  zur  Einheit  gemacht  werden 
kann,  so  lassen  sich  die  übrigen  n — 1  Constanten  so  bestimmen,  dass 
die  Curve  a  =  0  durch  n—  1  auf  der  Curve  J  =  0  beliebig  ange- 
nommene Punkte  hindurchgeht. 

Um  die  obigen  Bemerkungen  über  die  Curve  J  =  0  auf  alle  Curven 
nter  Ordnung  ausdehnen  zu  können,  ist  noch  nachzuweisen,  dass  sich  die 
Gleichung  einer  beliebigen  Curve  ^  =  0,  ^ter  Ordnung,  immer  auf  die 
Form  J  =  0  bringen  lasse.  Dieses  ist  in  der  That  immer  möglich,  weil 
die  Zahl  der  Constanten  in  der  Determinante  J  grösser  ist  als  die  Zahl 
der  Glieder  in  v.  Da  nämlich  die  symmetrische  Determinante  J  aus 
^^(^_^1)  verschiedenen  Elementen  besteht,  von  denen  jedes  drei  Con- 
stanten enthält,  so  wird  J  im  Ganzen  fn(n-\-l)  Constanten  enthalten, 
während  v  nur  ^{n-{- 1)  {n-\- 2)  Glieder  hat. 

Diese  Bemerkungen  lassen  sich  in  folgendem  Lehrsatze  zusammen- 
fassen : 

Z)urch  n —  1,   beliebig  auf  einer  gegebenen  Curve  nter  Ordnung 
angenommene  Punkte  lässt  sich  immer  eine  Curve  a  {n — \)ter  Ord- 

42* 
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nung  hindurchlegen,  welche  die  gegebene  Gurve  in  den  genannten 
n  —  1  Punkten  und  in  noch  ^{n  —  1)  {n—  2)  andern,  durch  die 
ersteren  bestimmten  Punkten  berührt.  Legt  man  durch  alle  diese 
^n(n — 1)  Berührungspunkte  eine  beliebige  andere  Curve  b  von  der 
(n  —  l)ten  Ordnung  hindurch,  so  schneidet  dieselbe  die  gegebene  Curve 
in  noch  ^n{n  —  1)  Punkten,  in  welchen  ebenfalls  eine  Gurve  c  von 
der  {n — l)ten   Ordnung  die  gegebene  Gurve  berührt, 

(Dieser  Lehrsatz  ist  hier  nur  für  den  Fall  bewiesen,  wenn  die 
Gleichung  der  Berührungscurve  a  sich  auf  die  Form  der  oben  ange- 
gebenen Gleichung  a  =  0  zurückführen  lässt.  Schon  bei  den  Curven 
vierter  Ordnung  treten  auch  Berührungscurven  auf,  bei  welchen  das 
letztere  nicht  angeht.     Diese   Curven  verlangen  eine  andere  Behandlung.) 

Mit  der  Curve  b  variirt  zugleich  auch  die  Berührungscurve  c.  Aus 
der  letzteren  geht  also,  wenn  man  b  um  die  Berührungspunkte  von  a 
variiren  lässt,  ein  ganzes  System  die  gegebene  Curve  berührender  Curven 
hervor,  deren  je  zwei  die  gegebene  Curve  in  solchen  Punkten  berühren, 
durch  welche  sich  eine  Curve  (n  —  l)ter  Ordnung  hindurchlegen  lässt. 
Diese  letztere  Eigenschaft  dient  als  Kriterium,  ob  zwei  beliebige  Berüh- 
rungscurven demselben  Systeme  oder  verschiedenen  Systemen  angehören. 

Offenbar  wird  eine  gegebene  Curve  v  =  0  nter  Ordnung  so  viele 
verschiedene  Systeme  Berührungscurven  haben,  als  sich  der  Ausdruck  v 
auf  die  Form  einer  symmetrischen  Determinante  J  bringen  lässt.  Hier- 
nach scheint  es,  dass  unendlich  viele  Systeme  von  Berührungscurven  der 
gegebenen  Curve  ^^  =  0  existiren.  Denn  hat  man  v  auf  die  Form  einer 
symmetrischen  Determinante  gebracht,  so  kann  man  letztere,  wie  es  die 
Gleichung  (10)  beweist,  durch  Multiplication  mit  dem  Quadrate  einer 
beliebigen  Determinante,  wieder  auf  eine  symmetrische  Determinante 
bringen.  Dem  ist  aber  nicht  so.  Die  Gleichungen  der  Berührungs- 
curven, welche  sich  aus  den  beiden  Determinanten  ergeben,  sind,  wie 
die  Gleichung  (11)  zeigt,  nur  durch  einen  constanten  Factor  von  ein- 
ander verschieden.  Man  darf  daher  eine  symmetrische  Determinante  J, 
die  durch  Multiplication  einer  anderen  symmetrischen  Determinante  mit 
dem  Quadrat  einer  Determinante  hervorgegangen  ist,  nicht  als  eine  davon 
verschiedene  betrachten. 
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In  diesem  Sinne  lässt  sich,  wenn  ^  ==  0  einen  Kegelschnitt  darstellt, 
V  nur  auf  eine  Art  auf  die  Form  einer  symmetrischen  Determinante  bringen. 
Ball  er  hat  ein  Kegelschnitt  nur  ein  einziges  System  Tangenten. 

Wenn  v  =  0  die  Gleichung  einer  Curve  dritter  Ordnung  ist,  so  lässt 
sich  V  auf  drei  verschiedene  Arten  auf  die  Form  einer  symmetrischen 
Determinante  bringen,  d.  h.  es  giebt,  wie  ich  in  Crelle's  Journal  Bd.  36 
S.  143  ^)  auseinandergesetzt  habe,  drei  verschiedene  homogene  Functionen 
dritter  Ordnung,  deren  Determinanten  jede  gleich  einer  gegebenen 
homogenen  Function  dritter  Ordnung  ist.  Daraus  folgt  der  (Bd.  36 
S.  166^)  bewiesene)  Lehrsatz:  Eine  Curve  dritter  Ordnung  hat  drei  Systeme 
Berührungskegelschnitte . 


Es  ist  mir  der  Beweis  gelungen,  dass  sich  eine  gegebene  Function 
zweier  Variabein  vierten  Grades  auf  36  verschiedene  Arten  auf  die  Form 
einer  symmetrischen  Determinante  J  zurückführen  lässt.  Hieraus  ziehe 
ich  den  Schluss: 

Bass  eine  gegebene  Curve  vierter  Ordnung  36  Systeme  Berührungs- 
curven  dritter  Ordnung  hat,  welche  die  gegebene  Curve  vierter  Ordnung 
in  sechs  verschiedenen  Punkten  berühren. 
Von  diesen  sechs  Berührungspunkten  können  drei  Punkte  willkürlich 
auf   der    gegebenen    Curve    vierter  Ordnung    angenommen    werden.      Die 
drei    andern    sind    durch    die  ersteren    bestimmt    und    zwar    auf    36  ver- 
schiedene Arten. 

Aus  dem  obigen  allgemeinen  Satze  folgt  für  die  Curven  vierter 
Ordnung : 

Bass ,  wenn  man  durch  die  sechs  Berührungspunkte  einer  Be- 
rührungscurve  dritter  Ordnung  und  einer  gegebenen  Curve  vierter 
Ordnung  eine  beliebige  Curve  dritter  Ordnung  hindurchlegt,  dieselbe 
die  gegebene  Curve  in  noch  sechs  Punkten  schneidet,  in  welcher  eine 
andere,  demselben  Systeme  angehörige  Berührungscurve  die  gegebene 
Curve  vierter  Ordnung  berührt. 


1)  [Seite  156  dieser  Ausgabe.] 

2)  [Seite  181  dieser  Ausgabe.] 
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Da  die  Gleichung  a  =  0  der  Berührungscurve  in  dem  vorliegenden 
Falle,  wo  n  =  4:  ist,  vier  willkürliche  Constanten  a  hat,  von  denen  eine 
durch  Division  der  Einheit  gleich  gemacht  werden  kann,  so  zeigt  sich, 
dass  die  drei  andern  sich  so  bestimmen  lassen,  dass  a  in  drei  lineare 
Factoren  zerfällt.  Ich  habe  gefunden,  dass  diese  Bestimmung  auf  56  Arten 
möglich  ist  und  dass  sie  durch  Auflösung  einer  Gleichung  achten  Grades 
erreicht  wird.  Setzt  man  die  linearen  Factoren  von  a  einzeln  gleich  0, 
so  hat  man  die  Gleichungen  von  Doppeltangenten  der  gegebenen  Curve 
vierter  Ordnung.  Man  sieht  hieraus,  dass  auf  diese  Weise  jede  Doppel- 
tangente 6  mal  sich  ergiebt,  da  die  Curve  vierter  Ordnung  bekanntlich 
28  Doppeltangenten  hat. 

Wenn  in  der  identischen  Gleichung  (12),  in  welcher,  n  ==  4:  ange- 
nommen, a  dreien  Doppeltangenten  entspricht,  c  ebenfalls  dreien  anderen 
Doppeltangenten  der  gegebenen  Curve  vierter  Ordnung  entspricht,  so 
hat  man  eine  Curve  h  :==  0  dritter  Ordnung,  welche  durch  die  Berührungs- 
punkte jener  sechs  Doppeltangenten  hindurchgeht.  Solcher  Curven  dritter 
Ordnung,  6  =  0,  finde  ich,  unter  der  Voraussetzung,  dass  unter  den 
sechs  Doppeltangenten  nicht  drei  sind,  deren  Berührungspunkte  in  einem 
Kegelschnitt  liegen,  der  einen  Determinante  J  entsprechend,  280.  Da  aber 
der  gegebenen  Curve  vierter  Ordnung  36  verschiedene  Determinanten  J 
entsprechen,  so  erhält  man  280.36  solcher  Curven  dritter  Ordnung. 
Von  diesen  Curven  dritter  Ordnung  ist  indess  jede  10  mal  gezählt,  weil 
die  genannten  sechs  Doppeltangenten  sich  auf  10  verschiedene  Arten  in 
zwei  Gruppen  zu  dreien  vertheilen  lassen. 

Demnach  bietet  eine  Curve  vierter  Ordnung  1008  verschiedene 
Curven  dritter  Ordnung  dar,  von  denen  jede  durch  solche  sechs 
Paare  Berührungspunkte  von  sechs  Doppeltangenten  hindurchgeht, 
von  welchen  nicht  drei  Paare  gefunden  werden  können,  welche  in 
einem  Kegelschnitte  liegen. 

Die  genauere  Bezeichnung  der  sechs  Doppeltangenten  in  diesem 
Lehrsatze  ist  wesentlich,  weil  es  auch  solche  sechs  Doppeltangenten  giebt, 
durch  deren  Berührungspunkte  sich  zwei  Kegelschnitte  legen  lassen;  und 
zugleich  eine  Curve  dritter  Ordnung,  von  welcher  in  dem  folgenden 
Paragraphen  die  Rede  sein  wird. 
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9. 

Die  Curven  dritter  Ordnung  a  =  0,  welche  eine  gegebene  Curve 
vierter  Ordnung  in  sechs  verschiedenen  Punkten  berühren  und  von  welchen 
der  vorhergehende  Paragraph  handelte,  haben  die  Eigenschaft,  die  Curve 
vierter  Ordnung  in  sechs  Punkten  zu  berühren,  welche  nicht  in  einem 
Kegelschnitt  liegen. 

Es  gieht  aber  ausser  den  genannten  36  Systemen  Berührungs- 
curven  dritter  Ordnung  noch  28  andere  Systeme  Berährungscurven 
dritter  Ordnung,  von  welchen  jede  Curve  die  gegebene  Curve  vierter 
Ordnung  in  sechs  Punkten  berührt,  welche  in  einem  Kegelschnitt  liegen. 

Zu  diesen  Curven  gelangt  man  durch  die  Betrachtung  der  iden- 
tischen Gleichung  (5),  welche,  wenn  man  a^  =  0,  a^  =  ;^i  =  1?  /a  =  ^ 
setzt,  in 

13.  J  =  ac  —  b- 

übergeht.     In  dieser  Gleichung  ist: 

/j    — — ^  U-{-t  Uoo  U-tc) , 

—  a  =  Ui-^j        —  b  =  u^2  —  ^11  ^^>        —  c  =  U22  —  2  ^*l2  ^^  ~\~  '^n  ^^^^' 

Nimmt  man  nun  an,  dass  u^,  ^^,2,  U22  gegebene  Ausdrücke  zweier 
Coordinaten  bedeuten,  respective  von  der  ersten,  zweiten  und  dritten 
Ordnung,  und  lässt  m  einen  veränderlichen  linearen  Ausdruck  jener 
Coordinaten  vorstellen,  so  hat  man  folgende  Gleichungen  von  Curven 
erster,  zweiter,  dritter  und  vierter  Ordnung: 

a  =  0,        6  =  0,        6  =  0,        z/  =  0, 

welche  auf  eine  merkwürdige  Weise  mit  einander  verbunden  sind.  Die 
erste  dieser  Curven  a  ist,  wie  aus  der  identischen  Gleichung  (13)  zu 
ersehen,  eine  Boppeltangente  der  Curve  vierter  Ordnung  J.  Die  zweite  b 
ist  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Berührungspunkte  der  Doppel- 
tangente hindurchgeht,  und  die  dritte  c  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung, 
welche  die  Curve  z/  in  den  übrigen  sechs  Punkten  berührt,  in  welchen 
der  Kegelschnitt  b  die  Curve  J  schneidet.  Der  Kegelschnitt  b  ist  ein 
beliebiger  durch  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangente  hindurch- 
gehender   Kegelschnitt,    weil    der    Ausdruck  b    drei    in    m    vorkommende 
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Constanten  enthält.  Da  sich  nun  die  Gleichung  jeder  Curve  vierter 
Ordnung  auf  die  Form  z/ =  0  bringen  lässt,  wie  durch  Abzahlung  der 
Constanten  in  der  gegebenen  und  der  transformirten  Gleichung  zu  sehen, 
so  lässt  sich  aus  der  identischen  Gleichung  (13)  folgender  Lehrsatz  ablesen: 

Wenn  man  durch  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangente  einer 
gegebenen  Curve  vierter  Ordnung  einen  beliebigen  Kegelschnitt  legt, 
so  schneidet  derselbe  die  gegebene  Curve  in  den  sechs  Funkten,  in 
welchen  eine  Curve  dritter  Ordnung  die  gegebene  Curve  vierter 
Ordnung  berührt. 

Von  diesen  sechs  Berührungspunkten  können  drei  auf  der  gegebenen 
Curve  vierter  Ordnung  beliebig  angenommen  werden,  weil  sich  immer 
ein  Kegelschnitt  angeben  lässt,  der  durch  die  drei  auf  der  Curve  vierter 
Ordnung  beliebig  angenommenen  Punkte  und  die  beiden  Berührungs- 
punkte der  Doppeltangente  hindurchgeht.  Die  drei  andern  Berührungs- 
punkte werden  durch  die  drei  angenommenen  bestimmt. 

Die  Gleichung  c  =  0 ,  mit  den  drei  willkürlichen  Constanten  des 
linearen  Ausdruckes  m,  stellt  ein  ganzes  System  Berührungscurven  dritter 
Ordnung  dar,  welche  ein  und  derselben  Doppeltangente  der  gegebenen 
Curve  vierter  Ordnung  in  der  Weise  entsprechen,  dass  die  Berührungs- 
punkte jeder  Curve  des  Systems  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  der  durch 
die  Berührungspunkte  der  Doppeltangente  hindurchgeht. 

Die  gegebene  Curve  vierter  Ordnung  hat  28  Doppeltangenten. 
Daher  wird  die  Gleichung  der  gegebenen  Curve  28  mal  auf  die  Form 
J  =  0  gebracht  werden  können,  und  jeder  dieser  Formen  wird  ein  System 
Berührungscurven  von  der  bezeichneten  Art  entsprechen.  Jedes  dieser 
28  Systeme  Berührungscurven  enthält  also  eine  Berührungscurve,  welche 
die  gegebene  Curve  vierter  Ordnung  in  drei  gegebenen  Punkten  berührt. 

Durch  Veränderung  von  m  in  m  geht  b  in  h'  und  c  in  c  über, 
wodurch  man  aus  (13) 

14.  J  =  ac  —  b"' 

erhält.  Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorhergehenden  ab,  so  findet 
sich  die  identische  Gleichung 

0  =  a{c  —  c)  —  (&  +  b')  {b  —■  b'), 
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aus  welcher  zu  sehen  ist,  dass  a  ein  Factor  von  &  +  i'  oder  von  h  —  V 
sein  muss.  Da  es  gleichgültig  ist,  welche  von  diesen  Grössen  das  Product 
von  a  und  einem  anderen  linearen  Factor  A  ist,  so  kann  man 

15.  h  —  h'=aA 

setzen  und  erhält,  mit  Berücksichtigung  dieser  Gleichung,  aus  der 
vorhergehenden: 

Q  =  {c-c)-A{h  +  h'), 

welche  identische  Gleichung  ausdrückt,  dass  zwei  Berührungscurven  dritter 
Ordnung  c  und  c  desselben  Systems  sich  in  neun  Punkten  schneiden, 
von  denen  sechs  in  einem  Kegelschnitt  und  die  drei  andern  in  einer 
geraden  Linie  liegen. 

Bezeichnet  man  den  Ausdruck  dritter  Ordnung  c  —  Ah  durch  d, 
so  erhält  man  nach  der  letzten  identischen  Gleichung: 

16.  d  =  c  —  A'b  =  c  ^  Ab\ 

woraus 

{c  —  Ab)(c+Ab)  =  d' 

folgt,  und  hieraus  wird 

cc  —d'  =  A{bc—  b'c  +  Abb'), 

Der  Theil  dieser  Gleichung  rechts  ist  aber  gleich  z/J.%  wie  leicht 
zu  sehen,  wenn  man  die  mit  b  multiplicirte  Gleichung  (14)  von  der  mit 
b'  multiplicirten  Gleichung  (13)  abzieht  und  die  Gleichung  (15)  zu  Hülfe 
nimmt.     Demnach  haben  wir  die  identische  Gleichung 

17.  /IA^  =  cc—d\ 

Diese  Gleichung  beweist,  dass  die  zwölf  Berührungspunkte  der  beiden 
Berührungscurven  c  =  0  und  c  =  Q  desselben  Systems  wieder  auf  einer 
Curve  dritter  Ordnung  d  =  Q  liegen.  Da  d^  wie  aus  (16)  zu  sehen,  drei 
willkürliche  in  m  vorkommende  Constanten  behält,  wenn  man  c  und  b 
als  gegeben  annimmt,  so  lässt  sich  sagen,  dass  die  Gleichung  (i  =  0  jede 
durch  die  Berührungspunkte  der  Curven  z/  =  0  und  c  =  0  gelegte  Curve 
dritter  Ordnung  darstellt.  Der  vorhin  ausgesprochene  Lehrsatz  lässt  sich 
demnach  wi€  folgt  erweitern: 

Hesse's  Werke. 
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Wenn  man  durch  die  Berührungspunkte  einer  Boppeltangente 
einer  gegebenen  Curve  vierter  Ordnung  einen  Kegelschnitt  legt,  so 
schneidet  derselbe  die  Curve  in  noch  sechs  Punkten,  in  welchen  eine 
Curve  dritter  Ordnung  die  gegebene  Curve  berührt.  Legt  man  durch 
diese  sechs  Berührungspunkte  eine  beliebige  Curve  dritter  Ordnung 
hindurch,  so  schneidet  dieselbe  die  gegebene  Curve  vierter  Ordnung 
in  noch  sechs  Punkten,  in  welchen  wiederum  eine  Curve  dritter 
Ordnung,  aus  demselben  Systeme,  die  gegebene  Curve  vierter  Ord- 
nung berührt. 

Zwei  Berührungscurven  gehören  demnach  demselben  Systeme  an, 
wenn  sich  durch  die  zwölf  Berührungspunkte  derselben  mit  der  gegebenen 
Curve  vierter  Ordnung    eine  Curve  dritter  Ordnung    hindurchlegen   lässt. 

Die  drei  in  c  vorkommenden  unbestimmten  Constanten  lassen  sich 
auf  45  verschiedene  Arten  so  bestimmen,  dass  c  in  drei  lineare  Factoren 
zerfällt.  Jeder  dieser  Factoren  gleich  0  gesetzt,  drückt  analytisch  eine 
von  den  Doppeltangenten  der  gegebenen  Curve  vierter  Ordnung  aus,  mit 
Ausschluss  der  Doppeltangente  a.  Demnach  erhält  man  jede  der  27 
andern  Doppeltangenten  auf  diese  Weise   5  mal. 

Wenn  in  der  identischen  Gleichung  (17)  c  dreien  Doppeltangenten 
entspricht  und  c  ebenfalls  dreien  andern  Doppeltangenten,  so  hat  man 
eine  Curve  d=  Q  dritter  Ordnung,  welche  durch  die  zwölf  Berührungs- 
punkte jener  sechs  Doppeltangenten  hindurchgeht.  Wir  wollen  nun  unter- 
suchen, wie  viele  solcher  Curven  d  dritter  Ordnung  eine  gegebene  Curve 
vierter  Ordnung  darbietet. 

Nimmt  man  zu  diesem  Ende  aus  den  45  genannten  Gruppen  von 
Doppeltangenten  eine  Gruppe  c  heraus,  so  lässt  sich  dieselbe  nicht  mit 
jeder  der  übrigen  44  Gruppen  c  combiniren,  weil  unter  diesen  vier 
Gruppen  c  enthalten  sind,  welche  die  erste  in  c  vorkommende  Doppel- 
tangente involviren.  Ebenso  werden  vier  andere  Gruppen  c  die  zweite 
Doppeltangente  in  c  und  noch  vier  andere  die  dritte  Doppeltangente  in 
c  enthalten.  Mit  diesen  zwölf  Gruppen  wird  c  nicht  zu  combiniren  sein. 
Man  wird  also  c  nur  mit  32  Gruppen  c  zu  combiniren  haben,  und  jeder 
dieser  Combinationen  wird  eine  andere  Curve  d  entsprechen.  Da  aber 
45  Gruppen  c    existiren,    so   ist   die  doppelte  Zahl    der   gesuchten  Com- 
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binationen  =  32.45.  Mithin  ist  die  Zahl  der  verschiedenen  Curven  d, 
welche  der  einen  Doppeltangente  a  entsprechen,  =  720.  Die  Zahl  sämmt- 
licher  Curven  rf  =  0,  welche  die  Curve  vierter  Ordnung  aufzuweisen  hat, 
ist  mithin  720.28  =  20160,  weil  die  Curve  vierter  Ordnung  28  Doppel- 
tangenten hat.  Jede  Carve  d  ist  hier  aber  4  mal  gezählt,  weil  sie  nicht 
einer  einzigen  Doppeltangente  a  entspricht,  sondern  vieren.  Desshalb 
muss   jene  Zahl  noch  durch  4    dividirt  werden.     Man    kann    also    sagen: 

Eine  gegebene  Curve  vierter  Ordnung  hat  5040  verschiedene 
Curven  dritter  Ordnung  aufzuweisen,  von  denen  jede  durch  solche 
sechs  Paare  Berührungspunkte  von  sechs  JDoppeltangenten  hindurch- 
geht, von  denen  drei  Paa^re  auf  einem  Kegelschnitt  liegen  und  die 
drei  anderen  auf  einem  anderen  Kegelschnitt, 

10. 
Aus  der  identischen  Gleichung  (5)  von  der  Form: 

jU=ac  —  b' 

lassen  sich,  in  dem  Falle,  wenn  u^^,  u^^,  %2  Functionen  zweiten  Grades 
von  zwei  Coordinaten  bedeuten,  für  die  Carve  vierter  Ordnung  z/ =:  0, 
auf  welche  Form  sich  die  Gleichung  jeder  Curve  vierter  Ordnung  zurück- 
führen lässt,  andere  wichtige  Resultate  ziehen. 

Es  wird  leicht  zu  sehen  sein ,  dass  die  Gleichung  a  =  0 ,  mit  den 
beiden  willkürlichen  Constanten  r/i,  a^,  welche  nur  die  Stelle  von  einer 
Constanten  vertreten,  wenn  man  diese  Constanten  variiren  lässt,  ein  ganzes 
System  von  Kegelschnitten  repräsentirt,  deren  jeder  die  gegebene  Curve  z/ 
in  vier  verschiedenen  Punkten  berührt.  Von  diesen  vier  Berührungs- 
punkten lässt  sich  nun  ein  Berührungspunkt  willkürlich  auf  der  ge- 
gebenen Curve  annehmen,  weil  die  Gleichung  a  ==  0  nur  eine  willkür- 
liche Constante  enthält.  Die  drei  andern  sind  durch  diesen  einen  für 
das  in  Rede  stehende  System  Berührungskegelschnitte  bestimmt.  Ich  werde 
später  zeigen,  dass  eine  gegebene  Curve  vierter  Ordnung  63  Systeme  Be- 
rührungskegelschnitte  hat.  Dieses  vorausgesetzt,  folgt,  dass  sich  ein  ge- 
gebener Ausdruck  vierter  Ordnung  von  zwei  Variabein  63  mal  auf  die 
Form    J   zurückführen    lässt.      Jedes    dieser    Systeme    enthält    einen   Be- 

43* 
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rührungskegelschnitt,  welcher  die  gegebene  Curve  in  einem  gegebenen 
Punkte  berührt,  so  dass  es  also  63  verschiedene  Berührungskegelschnitte 
giebt,  welche  die  gegebene  Curve  in  einem  gegebenen  Punkte  berühren. 
Durch  die  acht  Berührungspunkte  zweier  Berührungskegelschnitte 
a  =  0  und  c  =  0  geht  wieder  ein  Kegelschnitt  &  =  0  hindurch. 
Betrachtet  man  den  ersten  Kegelschnitt  als  gegeben,  den  zweiten  als 
variabel,  so  variirt  auch  der  dritte,  indem  er  immer  durch  die  Berührungs- 
punkte des  ersten  Kegelschnittes  hindurchgeht.  Dies  giebt  folgenden 
Lehrsatz : 

Wenn  man  durch  die  vier  Berührungspunkte   eines  Berährungs- 
kegelschnitts   einer  gegebenen  Curve   vierter  Ordnung   einen  anderen 
Kegelschnitt  legt^  so  schneidet  derselbe  die  gegebene  Curve  vierter  Ord- 
nung  in  noch  vier  Punkten,  in  welchen  ein  zweiter,  demselben  Systeme 
zugehöriger  Kegelschnitt  die  gegebene  Curve  vierter  Ordnung  berührt. 
Es  ist  noch  hinzuzufügen,    dass  zwei  Berührungskegelschnitte  einem 
und  demselben  Systeme  angehören,  wenn  sich  durch  die  acht  Berührungs- 
punkte ein  Kegelschnitt  hindurchlegen  lässt. 

Unter  den  Berührungskegelschnitten  a  =  0  giebt  es  auch  Linien- 
paare, welche  zugleich  Doppeltangentenpaare  der  gegebenen  Curve  vierter 
Ordnung  sind.  In  der  That:  da  die  Gleichung  a  =  0  eine  willkürliche 
Constante  enthält,  so  lässt  sich  dieselbe  immer  so  bestimmen,  dass  sie 
der  Bedingungsgleichung  genügt,  welche  erfüllt  werden  muss,  wenn  a  in 
lineare  Factoren  zerfallen  soll.  Diese  Factoren  einzeln  gleich  0  gesetzt, 
werden  Doppeltangenten  der  gegebenen  Curve  vierter  Ordnung  darstellen. 
Erwägt  man  aber,  dass  die  genannte  Bedingungsgleichung  vom  dritten 
Grade  ist,  in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  in  a,  und  dass  die  Coeffi- 
cienten  selber  quadratische  Ausdrücke  der  willkürlichen  Constante  sind, 
so  sieht  man,  dass  die  Bedingungsgleichung  in  Rücksicht  auf  die  zu 
bestimmende  Constante  zu  einer  Gleichung  sechsten  Grades  wird.  Demnach 
enthält  jedes  System  Berührungskegelschnitte  sechs  Paare  Doppeltangenten 
der  betrachteten  Curve  vierter  Ordnung.  Die  28  Doppeltangenten  der 
gegebenen    Curve   paaren    sich    aber    378  mal.     Je    sechs   Paare    gehören 

S78 
einem  Systeme  an.     Es  müssen   also  — ^-  =63  Systeme  Berührungskegel- 
schnitte existiren;  was  zu  beweisen  war. 
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Wenn  zwei  von  den  Berührungspunkten  des  Kegelschnitts  a  zu- 
sammenfallen, so  berührt  dieser  Kegelschnitt  die  gegebene  Curve  vierter 
Ordnung  in  diesem  Punkte  vierpunktig,  und  ausserdem  noch  in  zwei 
andern  Punkten.  Diese  vierpunktigen  Berührungspunkte  erhält  man  auf 
folgende  Weise.  Man  betrachte  die  vier  Berührungspunkte  des  Kegel- 
schnittes a  als  die  Ecken  eines  Vierecks  und  construire  die  drei  Diagonal- 
punkte p^  in  welchen  sich  die  drei  Linienpaare  schneiden,  welche  durch 
die  Ecken  des  Vierecks  gelegt  werden  können.  Diese  drei  Diagonal- 
punkte beschreiben  nun  eine  Curve  dritter  Ordnung  n,  wenn  der  Be- 
rührungskegelschnitt a  variirt;  und  die  Schnittpunkte  der  Curve  dritter 
Ordnung  n  mit  der  gegebenen  Curve  vierter  Ordnung  sind  die  gesuchten 
vierpunktigen  Berührungspunkte.  In  der  That:  betrachtet  man  a,  b,  c 
als  homogene  Ausdrücke  der  drei  Coordinaten  x,  y,  ^,  wo  z  =  1^  so  hat 
man,  wenn  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Punkts  p  bedeuten,  die  Gleichungen 

dx    ^       dx  ' 

durch  welche  auch  die  folgende  Gleichung  erfüllt  wird: 

da    da    da 

dx     dp     d0 

db    db    db 

dx    dy    d^ 
de     de    de   : 

dx     dy     dz   I 

welche  Gleichung  eben  die  gesuchte  Curve  dritter  Ordnung  darstellt. 
Wenn  nun  zwei  der  Berührungspunkte  des  Kegelschnitts  a  in  einen  Punkt 
zusammenfallen,  so  fallen  auch  zwei  Diagonalpunkte  p  in  diesem  Punkte 
zusammen  und  die  Curve  n  muss  in  diesem  Punkte  die  Curve  vierter 
Ordnung  schneiden.     Man  kann  also  sagen: 

Jedes  System  Berahrimgskegelschnitte  enthält  zwölf  Kegelschnitte, 
welche  die  gegebene  Curve  vierter  Ordnung  vierpunktig  berühren  und  diese 
vierpunktigen  Berührungspunkte  liegen  in  einer  Curve  dritter  Ordnung. 


n 


0, 
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11. 

Man  betrachte  zwei  Berührungskegelschnitte  a  und  c  desselben 
Systemes,  von  denen  der  erste  in  das  Doppeltangentenpaar  a  und  a 
zerfällt,  der  zweite  in  das  Doppeltangentenpaar  c ,  c\  Durch  die  acht 
Berührungspunkte  dieser  beiden  Doppeltangentenpaare  geht,  wie  man  sah, 
ein  Kegelschnitt  h  hindurch.  Das  in  Rede  stehende  System  Berührungs- 
kegelschnitte bietet  nur  sechs  Paare  Doppeltangenten  dar.  Daher  giebt 
es  in  diesem  Systeme  fünfzehn  Kegelschnitte  h,  welche  durch  die  acht 
Berührungspunkte  von  je  zwei  Paaren  Doppeltangenten  hindurchgehen. 
Die  63  Systeme  enthalten  also  15.63  =  945  solcher  Kegelschnitte  6. 
Von  diesen  Kegelschnitten  ist  aber  jeder  3  mal  gezählt  worden.  Denn 
erstens  gehört  der  Kegelschnitt  6,  welcher  durch  die  Berührungspunkte 
der  Doppeltangenten  aa',  cc'  hindurchgelegt  ist,  dem  Systeme  an, 
w^elches  die  Berührungskegelschnitte  da  und  cc'  enthält;  zweitens  dem 
Systeme,  welches  die  Berührungskegelschnitte  de  und  d' c'  enthält; 
endlich  drittens  dem  Systeme,  welches  die  Berührungskegelschnitte  de' 
und   d'  c    enthält. 

Demnach    ist    die    Zahl    der    Kegelschnitte,    welche    durch    acht 
Berührungspunkte  von  vier  Doppeltangenten  einer  Curve  vierter  Ord- 
nung gelegt  werden  können,  gleich  -^  =  315. 
(In  dem  vortrefflichen  Werke   „Treatise  on  the  higher  plane  curves 
by  George  Salmon,  M.  A.  Dublin  1852,"   in  welchem  der  Verfasser  die 
in  dem  Gebiete  der  höheren  Curven  gemachten  Entdeckungen,  vermehrt 
durch  eigene  Untersuchungen,  vorträgt,  findet  man  den  genannten  Lehr- 
satz S.   197    bewiesen    und   S.   198    die    315  Combinationen    der    Doppel- 
tangenten, durch  deren  Berührungspunkte  sich  ein  Kegelschnitt  hindurch- 
legen lässt,   in  einer  Tafel  zusammengestellt.     Meine  Angaben  werden  in 
dieser  Tafel    ihre  Bestätigung  finden.     Den  Beweis  derselben   behalte  ich 
mir  für  eine  spätere  Abhandlung  ^)  über  die  Doppeltangenten  der  Curven 
vierter  Ordnung  vor,    welche  manche  andere  in  dieser  Abhandlung  ohne 
Beweis    hingeworfenen    Angaben    aufklären    wird.      Herr    Salmon    giebt 
S.   199    sieben  Kegelschnitte  an,    welche  durch  die  56  Berührungspunkte 


1)  [No.  25  dieser  Ausgabe.] 
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der  Doppeltangenten  einer  Curve  vierter  Ordnung  hindurchgehen.  Es  sind 
dieses  dieselben  Kegelschnitte,  welche  mir  in  dem  Schreiben  an  den 
Professor  Jacobi  (s.  Crelle's  Journal  Bd.  40  p.  260)^)  vorschwebten. 
Bei  dieser  Gelegenheit  will  ich  noch  bemerken,  dass  drei  von  den  sieben 
Kegelschnitten  auch  durch  zwei  Curven  dritter  Ordnung  und  von  den 
noch  übrigen  vier  Kegelschnitten  ebenfalls  drei  durch  zwei  Curven  dritter 
Ordnung  sich  ersetzen  lassen,  so  dass  erstens  sieben  Kegelschnitte  durch 
die  56  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten  hindurchgehen,  zweitens 
vier  Kegelschnitte  und  zwei  Curven  dritter  Ordnung,  drittens  ein  Kegel- 
schnitt und  vier  Curven  dritter  Ordnung.) 

Es  lässt  sich  auch  angeben,  welche  Doppeltangenten  die  Curve  vierter 
Ordnung  in  acht  Punkten  berühren,  die  in  einem  Kegelschnitt  liegen. 
Zu  diesem  Zwecke  bediene  ich  mich  folgender  Hülfsfigur.  Durch  acht 
Punkte  des  Raumes  ziehe  ich  die  28  geraden  Linien,  welche  je  zwei  von 
den  acht  Punkten  verbinden.  Jede  dieser  geraden  Linien  lasse  ich  einer 
der  28  Doppeltangenten  entsprechen.  Den  Seiten  jedes  räumlichen  Vier- 
ecks der  Hülfsfigur  entsprechen  dann  solche  vier  Doppeltangenten,  deren 
Berührungspunkte  in  einem  Kegelschnitt  liegen.  Solcher  Kegelschnitte 
finden  sich  210.  Ferner  entsprechen  jeden  vier  geraden  Linien,  welche 
die  acht  Punkte  auf  die  Weise  verbinden,  dass  jede  Linie  durch  zwei 
verschiedene  Punkte  hindurchgeht,  ebenfalls  vier  Doppeltangenten,  deren 
Berührungspunkte  auf  einem  Kegelschnitt  liegen.  Solcher  Kegelschnitte 
giebt  es  105.  So  mag  es  scheinen,  als  wenn  die  315  Kegelschnitte  in 
zwei  Gruppen  von  210  und  105  Kegelschnitten  zerfallen,  welche  durch 
besondere  Eigenschaften  sich  von  einander  unterscheiden.  Dem  ist  aber 
nicht  so.  Es  haben  vielmehr  die  315  Kegelschnitte  für  die  gegebene 
Curve  vierter  Ordnung  ganz  dieselbe  Bedeutung. 

Königsberg,  im  April   1853. 
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Der  geometrische  Ort  des  Pols  einer  gegebenen  geraden  Linie 
in  einem  Systeme  Kegelschnitte,  welche  sich  in  denselben  vier  Punkten 
schneiden,  ist  wieder  ein  Kegelschnitt. 

Man  kann  noch  hinzufügen,  dass  dieser  Kegelschnitt  immer  durch 
dieselben  drei  Punkte  hindurchgeht,  wenn  man  die  gerade  Linie  variiren 
lässt,  nämlich  durch  die  drei  Diagonalpunkte  des  Vierecks,  dessen  Ecken 
jene  vier  Schnittpunkte  sind. 

Dieser  bekannte  Satz  der  ebenen  Geometrie  lässt  sich  auf  doppelte 
Art  auf  den  Baum  ausdehnen,  indem  man  für  die  gerade  Linie  eine  Ebene 
substituirt  und  für  das  System  von  Kegelschnitten  entweder  ein  System 
von  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  acht  im  Räume  gegebene 
Punkte  hindurchgehen,  oder  ein  System  von  Oberflächen  zweiter  Ordnung, 
welche  durch  sieben  gegebene  Punkte   hindurchgehen. 

Im  ersten  Falle  erhält  man  den  von  Chasles  in  seinem  „Apergu 
historique  etc.  not.   33"   angegebenen  Satz,  nämlich: 

Wenn  mehrere  Oberflächen  zweiter  Ordnung  durch  acht  gegebene 
Punkte  gehen,  so  liegen  die  Pole  irgend  einer  Ebene,  in  Bezug  auf 
diese  Oberflächen  genommen,  auf  einer  Curve  doppelter  Krümmung 
von  der  dritten  Ordnung, 

Hesse's  Werke.  44 
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Diese  Curve  lässt  sich  allein  für  sich  nicht  als  die  Schnittcurve 
zweier  Oberflächen  zweiter  Ordnung  darstellen,  sondern  immer  nur  in 
der  Verbindung  mit  einer  geraden  Linie,  welche  die  Curve  dritter  Ordnung 
in  zwei  verschiedenen  Punkten  schneidet.  Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass 
die  genannte  Curve  doppelter  Krümmung  von  der  dritten  Ordnung,  durch 
die  Spitzen  der  vier  Kegel  zweiter  Ordnung  hindurchgeht,  welche  sich 
durch  die  acht  gegebenen  Punkte  hindurchlegen  lassen. 
In  dem  andern  Falle  erhält  man  folgenden  Satz: 

Der  geometrische  Ort  des  Pols  einer  gegebenen  Ebene  in  einem 
System  von  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  sieben  gegebene 
Punkte  hindurchgehen,  ist  eine  Oberfläche  dritter  Ordnung, 

In  der  That:  wenn 

L  /'^O,         r/=-0,         ip=^ 

die  in  Rücksicht  auf  die  Coordinaten  x,  y,  z,  p  homogenen  Gleichungen 
von  irgend  drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  darstellen,  welche  durch 
sieben  gegebene  Punkte  hindurchgehen,  und  man  setzt 

so  ist  2F=  0  mit  den  willkürlichen  Constanten  x,  l,  ^i  die  Gleichung 
einer  beliebigen  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  sieben 
gegebenen  Punkte  hindurchgeht.  Wenn  ferner  die  Gleichung  der  ge- 
gebenen Ebene 

3.  a,x  +  ft^  +  c-s  +  d!p  =  0 

ist,  und  man  lässt  x,  y,  z,  p  die  Coordinaten  des  Poles  der  genannten 
Ebene  in  Rücksicht  auf  die  Oberfläche  2F=0  bedeuten,  so  hat  man 
folgende  Gleichungen: 

xf  X  -{-  l(f  X  ^  f^iifj' X  -{-  ra  =  0, 

zf'z  -^  Icp  z  -\-  iiipz  4-  i/c  =  0, 
^/^V  +  ^^^'  P  +  l-^^P  P  +  r(i  =  0; 

woraus  man  durch  Elimination  von  a,  l,  a,  v,  und  wenn  man  die  Deter- 
minante durch  A  bezeichnet,  nämlich: 
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die  Gleichung  vom  dritten  Grade  in  Rücksicht  auf  die  Coordinaten  des  Pols 

5.  ^  =  0 

erhält,    welche  der  Oberfläche  dritter  Ordnung  zugehört,    die   durch  den 
Pol  beschrieben  wird. 

Da  der  Pol  jeder  beliebigen  Ebene,  in  Rücksicht  auf  einen  Kegel 
zweiter  Ordnung,  die  Spitze  des  Kegels  ist,  und  durch  die  sieben  ge- 
gebenen Punkte  ein  ganzes  System  von  Kegeln  zweiter  Ordnung  sich 
hindurchlegen  lässt,  so  werden  die  Spitzen  dieser  Kegel  auf  der  Ober- 
fläche dritter  Ordnung  liegen,  und  man  kann  den  angegebenen  Satz  wie 
folgt  vervollständigen: 

Auf  der  genannten  Oberfläclie  dritter  Ordnung  liegt  die  Curve, 
welche  die  Spitze  des  Kegels  zweiter  Ordnung  beschreibt,  der  durch 
die  sieben  gegebenen  Punkte  hindurchgeht. 

Es  schneiden  sich  also  alle  Oberflächen  dritter  Ordnung,  ^  =  0, 
welche  man  erhält,  wenn  man  die  Ebene  (3)  beliebig  variiren  lässt,  in 
der  Curve,  welche  die  Spitze  des  Kegels  zweiter  Ordnung  beschreibt,  der 
durch  die  sieben  gegebenen  Punkte  hindurchgeht. 

Diese  Curve    der  Kegelspitzen  wollen  wir    nun    zunächst  betrachten. 

Wenn  man  annimmt,  x,  X,  ju  seien  so  bestimmt,  dass  2  F  =  0  zur 
Gleichung  eines  Kegels  wird,  und  man  lässt  x,  y,  z,  p  die  Coordinaten 
der  Spitze  P  des  Kegels  bedeuten,   so  hat  man   folgende  Gleichungen: 

'  2  F' X  =  xf  X  -\-  Iq)  X  -\-  1.1  ip  ;r  =  0, 
2F'y  -r.  xfy  -[-  Icfj  y  -f  axf^/y  ^  0, 
2F' z  =  xfz  4-  l(p  z  -[-  a\p' z  =  0, 
2F' p  ==  xf  p  +  lip  p  -j-  liiip p  =  0. 

Durch  Elimination  von  x,  l,  ja  aus  je  drei  Gleichungen  erhält  man 
nun  folgende  Gleichungen  von   vier  Oberflächen  dritter  Ordnung: 
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welche  Oberflächen  sämmtlich  durch  die  Curve  der  Kegelspitzen  hindurch- 
gehen ;  woraus  sich  wiederum  die  allgemeine  Gleichung  Ä  =  0  mit  den 
willkürlichen  Constanten  a,  b,  c,  d  derjenigen  Oberfläche  dritter  Ordnung 
zusammensetzen  lässt,  welche  durch  die  Curve  der  Kegelspitzen  hin- 
durchgeht. 

Irgend  zwei  von  den  Oberflächen  dritter  Ordnung  A  =  0  schneiden 
sich  jetzt  in  einer  Curve  doppelter  Krümmung  von  der  neunten  Ordnung; 
unter  welcher  eine  Curve  zu  verstehen  ist,  die  von  jeder  beliebigen  Ebene 
in  neun  Punkten  geschnitten  wird.  In  der  That  schneidet  jede  der  ge- 
nannten Oberflächen  die  beliebig  angenommene  Ebene  in  einer  ebenen 
Curve  dritter  Ordnung,  und  zwei  solcher  Curven  schneiden  sich  bekannt- 
lich in  neun  Punkten. 

Diese  Curve  neunter  Ordnung  zerfällt  in  eine  Curve  sechster  Ordnung, 
in  welcher  die  Kegelspitzen  liegen,  und  in  eine  Curve  dritter  Ordnung, 
in  welcher  die  Kegelspitzen  nicht  liegen.  Ich  werde  diese  Behauptung 
dadurch  rechtfertigen,  dass  ich  zwei  Oberflächen  A  ==  0  angebe,  welche 
eine  gegebene  Ebene  in  zwei  ebenen  Curven  dritter  Ordnung  schneiden, 
deren  neun  Schnittpunkte  so  beschaffen  sind,  dass  drei  derselben  mit  den 
beiden  Oberflächen  A=0  variiren.  Diese  drei  Punkte  können  dann 
nicht  die  Spitzen  von  Kegeln  zweiter  Ordnung  sein,  welche  durch  die 
gegebenen  sieben  Punkte  hindurchgehen,  weil  die  Curve  der  Kegelspitzen 
die  gegebene  Ebene  in  ganz  bestimmten,  nicht  variabeln  Punkten 
schneidet. 

Da  die  Gleichung  A  ==  0  die  willkürlichen  Constanten  a,  b,  c,  d  ent- 
hält, so  kann  man  diese  Constanten  auf  mehrfache  Weise  so  bestimmen, 
dass  die  Oberfläche  A  =  0  durch  zwei  in  der  gegebenen  Ebene  beliebig 
angenommene  Punkte  hindurchgeht.  Es  seien  J5  =  0  und  C  ^=  0  zwei 
solche  Oberflächen  A  =  0,  welche  durch  die  beiden  in  der  gegebenen 
Ebene  beliebig  angenommenen  Punkte  hindurchgehen.  Jede  dieser  beiden 
Oberflächen  schneidet  nun  die  gegebene  Ebene  in  einer  ebenen  Curve 
dritter  Ordnung,  und  die  beiden  Curven  dritter  Ordnung  schneiden  sich 
in  neun  Punkten,  von  welchen  zwei  die  beliebig  angenommenen  Punkte 
sind.  Erwägt  man  aber,  dass  durch  acht  Schnittpunkte  zweier  ebenen 
Curven  dritter  Ordnung  der  neunte  Schnittpunkt  bestimmt  wird,  so  wird, 
wenn    man    zwei    von   den    neun  Schnittpunkten,    wie    in    unserem  Falle, 


25.    lieber  die  Doppeltangenten  der  Curven  vierter  Ordnung.  349 

beliebig  variiren  kann,  mit  ihnen  zugleich  noch  ein  dritter  Schnittpunkt 
variiren.  Mithin  sind  von  den  neun  Schnittpunkten  drei  mit  den  Ober- 
flächen B  =  0  und  C  =  0  variabel,  welche  desshalb  nicht  Kegelspitzen  sein 
können.  Es  bleiben  also  sechs  Kegelspitzen  in  der  gegebenen  Ebene  übrig. 
Diese  Bemerkungen   lassen  sich  in  dem  folgenden  Satze  zusammenfassen: 

Der  geometrische  Ort  der  Spitzen  der  Kegel,  welche  durch  sieben 
gegebene  Punkte  des  Baumes  hindurchgehen,  ist  eine  Curve  doppelter 
Krümmung  sechster  Ordnung. 

Man  wird  den  Beweis  dieses  Satzes  nicht  für  vollständig  gelten 
lassen  wollen,  da  im  Grunde  nur  bewiesen  wurde,  dass  die  Curve  der 
Kegelspitzen  nicht  von  einem  höheren  Grade  als  vom  sechsten  sein  kann. 
Wir  werden  desshalb  in  §  4,  welcher  von  den  Schnittpunkten  einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  mit  der  Curve  der  Kegelspitzen  handeln  wird, 
auf  diesen  Satz  wieder  zurückkommen  und  einen  neuen  Beweis  des 
Satzes  aufstellen. 

Der  geometrische  Ort  des  Pols,  dessen  Polar- Ebenen,  in  Bezug 
auf  die  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  sieben  gegebene 
Punkte  des  Baumes  hindurchgehen,  sich  in  derselben  geraden  Linie 
schneiden,  ist  die  Curve  der  Kegelspitzen. 

In  der  That:  die  Bedingungsgleichungen,  welche  die  Coordinaten 
X,  y,  z,  p  des  Pols  P  zu  erfüllen  haben,  wenn  die  Polar -Ebenen  des- 
selben in  Bezug  auf  die  drei  Oberflächen  f=0,  cp  =  0,  ip  =  0  sich  in 
derselben  geraden  Linie  schneiden,  sind  eben  die  Gleichungen  (6). 

Diese  Curve  der  Kegelspitzen  ist  wieder  eine  solche  Curve  doppelter 
Krümmung,  welche  sich  nicht  als  die  Schnittcurve  zweier  algebraischen 
Oberflächen  darstellen  lässt.  Denn  da  die  genannte  Curve  von  der 
sechsten  Ordnung  ist,  so  könnte  sie  nur  die  Schnittcurve  einer  Ober- 
fläche dritter  Ordnung  und  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  sein.  Wir 
werden  aber  später  sehen,  dass  die  Curve  der  Kegelspitzen  nicht  auf 
einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  liegen  kann.  Sie  tritt  daher  immer 
nur  in  Verbindung  mit  einer  anderen  Curve  als  die  Schnittcurve  zweier 
Oberflächen  auf;  wie  wir  sie  denn  auch  im  Vorhergehenden  als  die 
Schnittcurve  zweier  Oberflächen  Ä  =  0  von  der  dritten  Ordnung  in  Ver- 
bindung mit  einer  Curve  dritter  Ordnung  dargestellt  haben. 
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Da  sich  die  Curve  der  Kegelspitzen,  als  die  Schnittcurve  zweier 
Oberflächen,  nur  in  Verbindung  mit  einem  überflüssigen  Factor  aus- 
drücken lässt,  so  wollen  wir  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  P 
der  genannten  Curve  bestimmen,  und  zwar  befreit  von  jeder  fremd- 
artigen Beimischung.  Wenn  man  zu  diesem  Zwecke  die  Function  2  F 
nach  den  Potenzen  und  Producten  der  Coordinaten  des  Punkts  P  ordnet, 
so  erhält  man  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

+  2u,^xp  +  "iu^^yz  -\-  2u^j,yp  -\-  2u^^^zp, 

in  welchem  die  Coefficienten  u  lineare  homogene  Ausdrücke  der  Grössen 
X,  l,  jji  bedeuten.  Bezeichnet  man  ferner  durch  //  die  Determinante  der 
Function  F,  welche  die  aus  den  zweiten  partiellen  Differential quotienten 
der  Function  gebildete  Determinante 


9.  z/  = 


^n     ^12     %3     ^14  1 
21     ^22     ^23         24  I 
^31     ^32     ^33     ^34 

! 

^41     ^42     ^43     ^44  1 


ist,   so  erhält  man  als  das  Resultat  der  Elimination  der  Coordinaten  des 
Punktes  P  aus  den  Gleichungen  (6)  die  Gleichung 

10.  J  =  0, 

Diese  Gleichung  ist  die  Bedingungsgleichung,  welche  erfüllt  werden 
muss,  wenn  die  in  Rücksicht  auf  die  Coordinaten  des  Punktes  P  linearen 
Gleichungen  (6)  zu  gleicher  Zeit  bestehen  sollen.  Man  sieht  hieraus, 
dass  die  Grössen  x^  X,  fj.  in  den  Gleichungen  (6)  nicht  beliebig  ange- 
nommen werden  können,  sondern  dass  sie  der  Gleichung  (10)  genügen  müssen. 

Betrachtet  man  die  genannten  Grössen  als  die  Coordinaten  eines 
Punktes  FT  in  irgend  einer  Ebene,  so  stellt  die  Gleichung  (10)  eine  ebene 
Curve  dar,  welche  von  der  vierten  Ordnung  ist,  weil  z/  in  Rücksicht 
auf  die  Coordinaten  des  Punktes  FI  derselben  Ordnung  angehört.  Wählt 
man  nun  auf  dieser  ebenen  Curve  vierter  Ordnung  irgend  einen  Punkt  TT, 
so  werden  die  Coordinaten  desselben,  für  x,  l,  jul  in  die  Gleichungen  (6) 
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gesetzt,  diese  Gleichungen  erfüllbar  machen;  und  durch  Auflösung  von 
dreien  dieser  Gleichungen  wird  man  die  Coordinaten  eines  Punktes  P  der 
Curve  der  Kegelspitzen  erhalten,  welche  zugleich  der  vierten  Gleichung  (6) 
genügen.  Man  sieht  hieraus,  wie  jedem  Punkte  U  der  ebenen  Curve 
vierter  Ordnung  ein  bestimmter  Punkt  P  der  Curve  der  Kegelspitzen 
entspricht,  und  dass  der  Punkt  P  die  Curve  der  Kegelspitzen  beschreibt, 
wenn  der  entsprechende  Punkt  77  die  ebene  Curve  vierter  Ordnung 
durchläuft.  Ebenso  entspricht  auch  umgekehrt  jedem  Punkte  P  der 
Curve  der  Kegelspitzen  ein  Punkt   FI  der  Curve  vierter  Ordnung. 

Diese  beiden  Curven  stehen  in  einem  Reciprocitäts -Verhältnisse, 
welches  analytisch  durch  die  Gleichungen  (6)  ausgedrückt  ist,  und  welches 
ich  in  den  folgenden  Paragraphen  weiter  entwickeln  werde. 

Die  Function  J  ist,  wie  schon  erwähnt  wurde,  eine  homogene  Func- 
tion vierter  Ordnung  in  Rücksicht  auf  die  Coordinaten  des  Punktes  77. 
Sie  ist  eine  allgemeine  Function  von  dieser  Gattung,  wenn  man  die 
30  Coefficienten,  welche  die  Function  2  7^^  enthält  und  aus  welchen  die 
15  Terme  der  Entwickelung  von  J  zusammengesetzt  sind,  unbestimmt 
lässt.  Man  kann  sogar  über  einige  dieser  30  Coefficienten  nach  Belieben 
verfügen,  ohne  der  Function  J  dadurch  den  Charakter  der  Allgemeinheit 
zu  nehmen.  Aus  diesem  Grunde  stellt  die  Gleichung  J  =  0  eine  beliebige 
ebene  Curve  vierter  Ordnung  dar,  und  die  Eigenschaften,  welche  wir  in 
den  folgenden  Paragraphen  an  dieser  Curve  vierter  Ordnung  entwickeln 
werden,  haben  allgemeine  Gültigkeit  für  die  ebenen  Curven  vierter  Ordnung. 

Zu  eben  derselben  Gleichung  (10),  nur  durch  einen  constanten 
Factor  verschiedenen,  gelangt  man  auch,  wenn  man  für  die  Coordinaten 
des  Punktes  P  in  der  Function  2  F  lineare  Substitutionen  neuer  Variabein 
macht,  hierauf  nach  diesen  neuen  Variabein  differentiirt,  die  Differential- 
quotienten gleich  0  setzt,  um  die  den  Gleichungen  (6)  entsprechenden 
zu  erhalten,  und  aus  diesen  Gleichungen  die  neuen  Variabein  eliminirt. 
In  der  That:  macht  man  die  Substitutionen: 


11. 


X  =  x^X  -^  x^Y  -^-  x^ Z  -\-  x^Py 

y  =  Vi^  +  y^Y  -\r  y^z  -\-  y,P, 

z=^  3,X-^  z,Y-{-  ZsZ+  z,P, 
p  =  p,X  ^  p,^Y  -\-  p^Z  -\-  p^P, 
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SO  geht  durch  dieselben  die  Function  2  jP  in 

+  2  F,,XF  -\-  2  F,,YZ  -\-  2  F,,YP  +  2  F,,ZP 
über;  in  welchem  Ausdrucke  der  Kürze  wegen 

13.  F^^  =  x^F'x\  +  y.F'y^  +  z^F' z^J^  p^F' p^ 
gesetzt  ist. 

Bildet  man  nun  das  den  Gleichungen  (6)  entsprechende  System 

14.  2F'X=Q,      2F'Y=0,      2  F' Z  =  0,      2  F' P  =  0 

und    bezeichnet  durch  F  die    aus    den  Coefficienten  der    neuen  Variabein 
in  diesen  Gleichungen   gebildete  Determinante: 


15. 


so  wird 

16.  F=0 

das  Resultat    der  Elimination    der    neuen  Variabein    aus    den    zuletzt   ge- 
nannten vier  Gleichungen  (14),  und  man  erhält: 

17.  Jr'  =  r: 

in  welcher  Gleichung  r  die  Determinante  bedeutet,  gebildet  aus  den  Coef- 
ficienten der  Substitutionen  (11)  (s.  Crelle's  Juurn.  Bd.  42,  S.  118)^). 


Eine    in    der    Ebene    der   Curve    vierter   Ordnung   J  =  0    gegebene 
gerade  Linie 

18.  Ax-\-Bl-^  Cu  =  0 

schneidet  die  Curve  in  vier  Punkten  /7.  Wir  wollen  untersuchen,  welche 
Eigenschaften  die  diesen  vier  Punkten  entsprechenden  Punkte  P  der 
Curve  der  Kegelspitzen  zeigen. 
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Setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  den  Werth  von  ,it  aus  der  Gleichung  (18) 
in  das  System  Gleichungen  (6),  so  geht  das  letztere  in 

(fx        il>'x\    ,      ((f'x        nj'x\_ 

""y-Ä TT)  +  ^ \  B       G')  —  ^ 

über.  Diese  Gleichungen  bestimmen  aber  die  Spitzen  P  von  vier  Kegeln 
zweiter  Ordnung,  welche  sich  durch  die  Schnittcurve  der  beiden  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung 

^"-  A         G  '        B         G 

hindurchlegen  lassen.  In  derThat:  eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  (19) 
die  Coordinaten  der  Spitze  P  des  Kegels 

K:f-1)  +  '(1~1)-«. 

so  erhält  man  eine  Gleichung  vierten  Grades  in  — ,  deren  Wurzeln  die 
vier  Kegel  bestimmen.     Es  ist  hierdurch  folgender  Satz  bewiesen: 

Ben  vier  Schnittpunkten  TT  der  ebenen  Gurve  vierter  Ordnung 
J  =  0  und  einer  beliebigen  geraden  Linie  entsprechen  in  der  Curve 
der  Kegelspitzen  vier  Punkte  P,  welche  die  Spitzen  von  vier  durch 
die  sieben  gegebenen  Punkte  gelegten  Kegeln  zweiter  Ordnung  sind, 
die  sich  in  einer  und  derselben  Curve  schneiden. 

Da   zwei    von  den  genannten    vier  Kegelspitzen    die    beiden  anderen 
bestimmen,  so  kann  man  auch  sagen, 

dass  umgekehrt  den  Spitzen  P  von  vier  Kegeln  zweiter  Ordnung^ 
welche  durch  die  sieben  gegebenen  Punkte  hindurchgehen,  vier  in 
einer  geraden  Linie  liegende  Punkte  U  entsprechen^  wenn  die  Kegel 
sich  in  einer  und  derselben  Gurve  schneiden, 

Hesse's  Werke.  45 
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Den  Schnittpunkten  einer  zweiten  geraden  Linie 

21.  A^x-^rB^l-\-  C,^i=  0 

und  der  Curve  vierter  Ordnung  J  =  0  entsprechen  auf  der  Curve  der 
Kegelspitzen  vier  Punkte,  welche  die  Spitzen  von  vier  Kegeln  zweiter 
Ordnung  sind,  die  sich  in  der  durch  folgende  beiden  Oberflächen  be- 
stimmten Curve   schneiden: 

'^'^'  A,         G,         ^'       B,         C, 

Die  Werthe  der  Coordinaten,  welche  den  Gleichungen  (20),  ebenso 
die,  welche  den  Gleichungen  (22)  genügen,  genügen  auch  der  Gleichung: 

23.  f{BC,  —  B,C)  4-  (p{CÄ,  —  C,A)  +  U'{AB^  —  Ä,B)  =  0. 

Daher  liegen  die  beiden  Curven  (20)  und  (22)  auf  einer  und  der- 
selben Oberfläche  zweiter  Ordnung  (23),  welche  durch  die  sieben  im 
Räume  gegebenen  Punkte  hindurchgeht.  Diese  Oberfläche  bleibt  unge- 
ändert,  wenn  man  die  gerade  Linie  (18)  um  den  Schnittpunkt  derselben 
und  der  geraden  Linie  (21)  beliebig  dreht.  Es  lässt  sich  also  sagen: 
Wenn  K,  L,  M  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  n  in  der  Ebene 
der  Curve  vierter  Ordnung  J  =  0  bezeichnen  und  man  dreht  um  diesen 
Punkt  eine  gerade  Linie,  welche  die  Curve  in  vier  Punkten  77  schneidet, 
so  sind  die  den  vier  Schnittpunkten  entsprechenden  Punkte  P  die  Spitzen 
von  vier  durch  die  sieben  Punkte  des  Raumes  gehenden  Kegeln  zweiter 
Ordnung,  welche  sich  in  einer  Curve  schneiden,  die  auf  der  Oberfläche 
liegt,  deren  Gleichung 

24.  Kf^L(p-\-  Mifj=  0 

ist.  Diese  Oberfläche  wird  durch  die  zuletzt  genannte  Curve  erzeugt. 
Nimmt  man  die  Oberfläche  (24)  als  gegeben  an,  so  lassen  sich  unendlich 
viele  Curven  (20)  auf  ihr  durch  die  sieben  Punkte  gehend  construiren, 
und  jeder  dieser  Curven  (20)  entspricht  eine  durch  den  Punkt  n  gehende 
gerade  Linie  (18).  Wenn  diese  gerade  Linie  zur  Tangente  der  Curve 
J=0  wird,  so  wird  die  ihr  entsprechende  Curve  einen  Doppelpunkt 
haben,  indem  dem  Tangirungspunkte  der  Tangente  der  Doppelpunkt  der 
Curve  entspricht.  Es  giebt  also  auf  der  Oberfläche  (24)  zwölf  Curven  (20), 
welche  durch  die    sieben  Punkte    hindurchgehen  und    einen  Doppelpunkt 
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haben.  Die  zwölf  Doppelpunkte  sind  die  Schnittpunkte  der  Oberfläche  (24) 
mit  der  Curve  der  Kegelspitzen.  Der  Beweis  dieser  Behauptung  lässt  sich 
leicht  mit  Hülfe  des  ersten  Satzes  des  folgenden  Paragraphen  geben. 

Die  Spitzen  der  vier  Kegel  zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  auf 
der  Oberfläche  (23)  liegende  Curve  (20)  gehen,  bilden  ein  System  har- 
monischer  Pole  der  Oberfläche.  Ebenso  bilden  die  Spitzen  der  vier  Kegel 
zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  auf  derselben  Oberfläche  (23)  liegende 
Curve  (22)  hindurchgehen,  ein  System  harmonischer  Pole  der  Oberfläche. 
Wir  haben  also  zwei  Systeme  harmonischer  Pole  derselben  Oberfläche 
zweiter  Ordnung,  welche  sich,  wie  in  Crelle's  Journal  Bd.  20  p.  296^) 
gezeigt  worden  ist,  als  die  acht  Schnittpunkte  dreier  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  betrachten  lassen.     Demnach   haben  wir  folgenden  Satz: 

Ben  acht  Schnittpunkten  FI  zweier  geraden  Linien  und  der  ebenen 
Curve  vierter  Ordnung  J  =  0  entsprechen  acht  Punkte  P  in  der 
Curve  der  Kegelspitzen,  welche  die  Schnittpunkte  dreier  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  sind. 


Die  Gleichungen  (6)  werden    zu  folgenden,    wenn   man  sie  nach  den 
Coordinaten  des  Punktes  P  ordnet: 

F'z  =  %ir  +  u^^y  +  ^33^  -f  ^34^  =  0, 
[  F'p  =  u^^  X  -\-  ^%  ^  +  ^43^  +  ^44jP  =  0. 


25. 


Aus   je    drei    dieser  Gleichungen    ergeben    sich    die  Verhältnisse    der 
Coordinaten  des  Punktes  P.     Um  sie  bequem  darzustellen,   wollen  wir 

oß  _^^ //  _^^ r^      77 

r\  ^  m,  w  J  ^.  m,  n  *-  n,  m 

setzen,    indem  wir    unter  dem  Zeichen den    partiellen  Differential- 

quotienten    von    J   nur   nach    w^^    genommen    verstehen,    unbekümmert 
darum,  dass  w^^  =  w^^^  ist.     Unter  dieser  Voraussetzung  erhält  man: 


1)  [Seite  36  dieser  Ausgabe.] 
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=  (/gl  :  c/32 :  (733 : 1/34 

woraus,  wenn  man  durch  ()  einen  unbestimmten  Coefficienten  bezeichnet,  fol- 
gendes, dem  Systeme  (6)  aequivalente  System  von  Gleichungen  hervorgeht: 

x^  =(>C/ii,       /   =QÜ22,       ^'   =(>C^33,       p^  =  TJ,^, 
xy  =  ^U^2j       yz=^Ü2^,       ^P=--(>C^34j 
iX;^  =  qU^^,        yp  =  QU2^^ 

\  xp=QÜ,,. 

Da  die  Grössen  ü  in  diesen  zehn  Gleichungen  in  Rücksicht  auf  die 
Coordinaten  des  Punkts  U  homogene  Functionen  dritter  Ordnung  sind, 
also  lineare  Ausdrücke  in  Rücksicht  auf  die  zehn  Producte  x^^  l^,  jul^, 
y?l^  y} fji,  l^y,  l^ ijl,  /.i^x,  /.t^l,  xXa,  so  kann  man  auch  jene  zehn  Gleichungen 
nach  diesen  zehn  Producten  linear  auflösen,  wodurch  sich  Gleichungen 
von  der  Form: 


28. 


ergeben,    in    welchen   Gleichungen    die  Grössen  V  homogene    Functionen 
zweiter  Ordnung  in  Rücksicht  auf  die  Coordinaten  des  Punktes  P  darstellen. 
Es  geht  nun  durch  die  Substitutionen  (27)  die  Gleichung  einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung: 

29.  a^^x^  +  cf22/H +  '^(^i2^y  H =  0? 

in  die  Gleichung  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung: 

30.  «11  C/11  +  CC22  CTgs  +  •  •  •  +  2  0^12  f7j2  +  •  •  •  =  0, 

über;    und  umgekehrt  geht  durch   die  Substitutionen  (28)   die  Gleichung 
einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung: 

31.  /9„i x'  +  ß,,,l'  H H  3 /5„2>^U  H -h  6 ß,,,xKu  =  0, 

in  die  Gleichung  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung: 

^^-       Pni  '^^111  "T~  r222  '^222  -r  *  •  •  +  ^  P112  ^n2  -j-  •  •  •  -j-  o  /->i23  ^^123  ^^  ^? 
über. 


■^  =  ym, 

xn 

V 

l   X    f^22l7 

!^i^x=  F331, 

^     =   '''^222  7 

x\u 

""=    ''^113? 

l  a  =  K2235 

^    l    =z   K332, 

^     ==  '333) 

xl^a  =  V,2s: 
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Hieraus  lässt  sich  schliessen, 

dass  den  Schnittpunkten  P  der  Curve  der  Kegelspitzen  und  einer 
beliebigen  Oberfläche  zweiter  Ordnung  die  Schnittpunkte  U  der  Curve 
vierter  Ordnung  J  =  0  und  einer  durch  die  Oberfläche  bestimmten 
Curve  dritter  Ordnung  entsprechen;  und  dass  umgekehrt  den  Schnitt- 
punkten IJ  der  Curve  vierter  Ordnung  J  =  0  und  einer  beliebigen 
ebenen  Curve  dritter  Ordnung  die  Schnittpunkte  P  der  Curve  der 
Kegelspitzen  und  einer  durch  die  Curve  dritter  Ordnung  bestimmten 
Oberfläche  zweiter  Ordnung  entsprechen. 

Da  nun  die  Curve  J  =  0  von  einer  Curve  dritter  Ordnung  in  zwölf 
Punkten  geschnitten  wird,  so  wird  auch  die  der  Curve  dritter  Ordnung 
entsprechende  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  sowie  jede  Oberfläche  zweiter 
Ordnung,  die  Curve  der  Kegelspitzen  in  zwölf  Punkten  schneiden.  Aus 
dem  eben  bewiesenen  Satze,  dass  die  Curve  der  Kegelspitzen  von  einer 
beliebigen  Oberfläche  zweiter  Ordnung  in  zwölf  Punkten  geschnitten  wird, 
folgt,  wenn  man  die  Oberfläche  zweiter  Ordnung  in  ein  Ebenenpaar  über- 
gehen lässt,  dass  jede  Ebene  die  Curve  der  Kegelspitzen  in  sechs  Punkten 
schneidet,  was  schon  in  dem  ersten  Paragraphen  auf  einem  andern  Wege 
bewiesen  wurde. 

Die  Particularisirung  der  Gleichungen  (31)  und  (29)  führt  zu  den 
interessantesten  Resultaten. 

Nehmen  wir  zum  Beispiel  an,  die  Gleichung  der  Curve  dritter 
Ordnung  (31)  sei: 

xljji  =  0, 

so  ist  die  Gleichung  der  dieser  Curve  entsprechenden  Oberfläche   zweiter 
Ordnung  (32): 

Diese  Oberfläche  geht  also  durch  die  zwölf  Punkte  P  hindurch, 
welche  den  Schnittpunkten  U  der  drei  geraden  Linien  ;f  =  0,  A  =  0, 
a  =  0  und  der  Curve  J  =  0  entsprechen.  Die  zwölf  Punkte  P  sind 
aber  nichts  anderes  als  die  Spitzen  der  Kegel  zweiter  Ordnung,  welche 
sich  durch  die  Schnittcurve  von  je  zweien  der  drei  Oberflächen  f  =  0^ 
(p  =  Oj  1/^=0  hindurchlegen   lassen.      Wir    haben  daher    folgenden  Satz: 
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Wenn  drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  gegeben  sind,  so  schneiden 
sich  je  zwei  von  ihnen  in  einer  Gurve  doppelter  Krümmung ,  durch 
welche  sich  vier  Kegel  zweiter  Ordnung  hindurchlegen  lassen.  Die 
Spitzen  der  zwölf  Kegel,  welche  sich  durch  die  drei  Schnittcurven 
der  Oberflächen  hindurchlegen  lassen,  liegen  wieder  auf  einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung. 

Wenn  der  Theil  links  der  Gleichung  (31)  ein  vollständiger  Cubus 
(Ä^  +  /?2^  +  ß^l^f  ist,  so  erhält  man  aus  der  Gleichung  (32)  die  Gleichung 

33.       ß\  V,,,  +  ßl  V,,,  H +-  3ßlß,V,,,  +  . .  •  +  eß^ß^ßsVus  =  0, 

welche  mit  den  drei  willkürlichen  Constanten  ß  ein  ganzes  System  von 
Oberflächen  zweiter  Ordnung  darstellt,  welche  die  Gurve  der  Kegelspitzen 
viermal  dreipunktig  berühren.  Man  wird  bemerken,  dass  von  diesen 
vier  Berührungspunkten  zwei  beliebig  auf  der  Gurve  angenommen  werden 
können,  und  dass  die  beiden  andern  Berührungspunkte  durch  die  beiden 
ersten  in  der  Weise  bestimmt  sind,  dass  die  vier  Kegel  zweiter  Ordnung, 
welche  von  den  Berührungspunkten  als  Spitzen  der  Kegel  durch  die 
sieben  im  Räume  gegebenen  Punkte  gelegt  werden,  sich  in  einer  und 
derselben   Curve  doppelter  Krümmung  schneiden. 

Die  acht  Berührungspunkte  von  zwei  Oberflächen  aus  dem  genannten 
System  lassen  sich  als  die  Schnittpunkte  dreier  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  betrachten,  und  die  zwölf  Berührungspunkte  von  drei  Ober- 
flächen des  Systems  liegen  auf  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung.  Wenn 
man  daher  durch  die  acht  Berührungspunkte  irgend  zweier  Oberflächen 
des  Systems  irgend  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  legt,  so  schneidet 
sie  die  Curve  der  Kegelspitzen  in  vier  neuen  Punkten,  welche  die  Be- 
rührungspunkte einer  dritten  Oberfläche  des  Systems  sind. 

Unter  diesen  Oberflächen  zweiter  Ordnung  giebt  es  auch  solche, 
welche  die  Curve  der  Kegelspitzen  zweimal  sechspunktig  berühren.  Sie 
entsprechen  den  Doppeltangenten  der  Curve  vierter  Ordnung  J  =  0. 
Endlich  hat  man  noch  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  die  Curve 
der  Kegelspitzen  zwei  mal,  das  eine  mal  neunpunktig,  das  andere  mal 
dreipunktig  berühren.  Sie  entsprechen  den  Wendetangenten  der  Curve 
vierter  Ordnung  J  ==  0. 
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Wir  wollen  die  sich  hier  aufdrängende  Frage,  ob  ausser  den  ge- 
nannten Oberflächen  zweiter  Ordnung  noch  andere  gefunden  werden 
können,  welche  die  Curve  der  Kegelspitzen  vier  mal  dreipunktig  be- 
rühren, unerörtert  lassen,  und  nur  bemerken,  dass  sie  gleichbedeutend 
ist  mit  der  Frage,  ob  es  Curven  dritter  Ordnung  giebt,  welche  die  ge- 
gebene Curve  vierter  Ordnung  vier  mal  dreipunktig  berühren.  Da  nur 
die  Untersuchung  der  Curve  der  Kegelspitzen  hier  von  Interesse  ist  in- 
sofern, als  man  von  den  Eigenschaften  dieser  Curve  auf  entsprechende 
Eigenschaften  der  ebenen  Curve  vierter  Ordnung  z/  =  0  nach  dem  Vor- 
hergehenden zu  schliessen  berechtigt  ist,  so  wollen  wir  uns  damit  be- 
gnügen, in  dem  folgenden  Paragraphen  die  Zahl  der  discutirten  speciellen 
Fälle  der  Gleichung  (31)  nur  noch  um  einen  zu  vermehren,  indem  wir 
untersuchen  werden,  welche  acht  Punkte  auf  der  Curve  der  Kegelspitzen 
den  Schnittpunkten  eines  Kegelschnittes  und  der  Curve  vierter  Ordnung 
z/  =  0   entsprechen. 

5. 

Man  nehme  an,  dass  die  Gleichung  (31)  die  Form 

34.  {ax  +  6;i  +  c^u)F{xl^u)  =  0 

habe,  in  welcher  Gleichung  F{zl(ii)  eine  homogene  Function  zweiter 
Ordnung  bedeutet.  Unter  dieser  Voraussetzung  zerfällt  die  Curve  dritter 
Ordnung  (31)  in  einen  Kegelschnitt  F(xlu)  =  0  und  in  eine  gerade  Linie 
ax  -\-  hl  -\-  c /ji  =  ^,  Durch  Substitution  der  Producte  der  Variabein  aus 
(28)  in  der  entwickelten  Gleichung  (34)  geht  dieselbe  in  eine  Gleichung 
von  der  Form: 

z^ii  o;^  +  ^22  /  -i +  2^12  0;  2/  H =  0 

über,  in  welcher  die  Coefficienten  v  lineare  homogene  Ausdrücke  der 
Grössen  a,  b,  c  sind.  Es  stellt  sich  die  zuletzt  genannte  Gleichung,  nach 
diesen  Grössen  geordnet,  wie  folgt  dar: 

35.  aA  +  bB  -^  cC  =  0. 

In  dieser  Gleichung  bezeichnen  A,  B,  C,  in  Rücksicht  auf  die 
Variabein  x,  y,  z,  p,  homogene  Functionen  zweiter  Ordnung,  welche 
allein    von    der  Function  F{xlu)    abhangen.     Aus    diesem    Grunde    stellt 
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die  Gleichung  (35),  wenn  man  darin  a,  b,  c  variiren  lässt,  ein  ganzes 
System  von  Oberflächen  zweiter  Ordnung  dar,  welche  sämmtlich  durch 
die  acht  Punkte  der  Curve  der  Kegelspitzen  hindurchgehen,  die  den 
acht  Schnittpunkten  des  Kegelschnittes  F(xkfA.)  =  0  und  der  Curve  vierter 
Ordnung  J  =  0  entsprechen.  Die  acht  Punkte,  durch  welche  alle  jene 
Oberflächen  hindurchgehen,  sind  aber  die  Schnittpunkte  der  drei  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  ^  =  0,  B  =  0,  C  =  0,  Man  kann  daher  den 
am  Ende  des  §  3   angegebenen  Satz  wie  folgt  vervollständigen: 

Den  acht  Schnittpunkten  FI  eines  Kegelschnitts  und  einer  ebenen 
Curve  vierter  Ordnung  J  =  0  entsprechen  acht  Punkte  P  auf  der 
Curve  der  Kegelspitzen,  welche  die  Schnittpunkte  dreier  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  sind, 

6. 

Die  Particularisirung  der  Gleichung  (29)  leitet  auf  Eigenschaften 
der  ebenen  Curve  vierter  Ordnung  z/ =  0  hin.  In  der  That:  nehmen 
wir  an,  der  Theil  links  der  Gleichung  (29)  sei  ein  vollständiges  Quadrat 
{a^x  -A^  a^y  -{-  a^z  -\-  a^pf^  so  erhält  man  aus  der  Gleichung  (30): 

36.  a\  U,,+alU,^-^ [-2a,a,U,,^ =  0, 

die  Gleichung  mit  den  vier  willkürlichen  Constanten  eines  ganzen  Systems 
von  Berührungscurven  dritter  Ordnung,  welche  die  Curve  vierter  Ordnung 
J  =  0  sechs  mal  berühren.  Die  Berührungspunkte  sind  nämlich  die  den 
sechs  Schnittpunkten  P  der  Ebene  a^x  -\-  a^y  -\r  cx^^  -{-  (^^p  =  0  (welche 
wir  mit  a  bezeichnen  wollen)  und  der  Curve  der  Kegelspitzen  ent- 
sprechenden Punkte   n  der  Curve  vierter  Ordnung  z/  =  0. 

Da  von  den  sechs  Schnittpunkten  P  der  Ebene  a  und  der  Curve 
der  Kegelspitzen  drei  beliebig  angenommen  werden  können,  wodurch  die 
drei  anderen  bestimmt  sind,  so  können  auch  von  den  Berührungspunkten 
der  Curve  (36)  und  der  Curve  J=0  drei  Berührungspunkte  auf  der 
letzteren  Curve  beliebig  angenommen  werden,  durch  welche  die  drei 
anderen  bestimmt  sind;  was  sich  auch  aus  der  Zahl  der  willkürlichen 
Constanten  in  der  Gleichung  (36)  nachweisen  lässt. 

Die  sechs  Berührungspunkte  der  Berührungscurve  dritter  Ordnung 
liegen  nicht  in  einem  Kegelschnitt. 


25.  lieber  die  Doppeltangenten  der  Curven  vierter  Ordnung.  361 

Denn  wenn  sich  durch  die  sechs  Berührungspunkte  ein  Kegelschnitt 
hindurchlegen  liesse,  so  würde  er  die  Curve  vierter  Ordnung  in  acht 
Punkten  schneiden,  deren  entsprechende  P,  nach  dem  Satze  des  vorher- 
gehenden Paragraphen,  die  acht  Schnittpunkte  dreier  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  sind.  Da  aber  sechs  von  diesen  Schnittpunkten  in  der  be- 
zeichneten Ebene  a  liegen,  so  können  diese  nicht  als  Schnittpunkte  von 
drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  betrachtet  werden. 

Eine  andere  Berührungscurve  dieses  Systems  wird  zur  Gleichung 

37.  y\U,,  +  H^^22  +  •  •  •  +  2;^ir2C^i2  +  •  •  •  -  0 

haben,  auf  gleiche  Weise  der  Ebene  YiX  -\-  y^y  -\-  y^^  ~\~  7^P  "^^  ^  ^^^" 
sprechend.  Da  nun  die  genannten  beiden  Ebenen,  mit  einander  ver- 
bunden, eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung: 

{a^x  +  a^y  +  c^s^  +  ^4i^)  (/i^  +  Y^y  +  /s^  +  7^P)  =  0, 

darstellen,  welche  durch  die  zwölf  den  Berührungspunkten  TI  no'^s.  (36)  und 
(37)  entsprechenden  Punkte  P  der  Curve  der  Kegelspitzen  hindurchgeht, 
so  wird  auch  die  dieser  Oberfläche  entsprechende  Curve  dritter  Ordnung: 

38.  a^y^  U^^  +  ^^2/2 ^22  H h  {^iT^  +  «2/1)  ^"12  H =  0, 

durch  die  zwölf  Berührungspunkte  von  (36)  und  (37)  hindurchgehen.  Es 
ist  hierin  der  Beweis  des  folgenden  Satzes  zu  erkennen: 

Wenn  man  durch  die  sechs  Berührungspunkte  einer  Berührungs- 
curve einer  gegebenen  Curve  vierter  Ordnung  J  ==  0  eine  beliebige 
Curve  dritter  Ordnung  hindurchlegt  ^  so  schneidet  sie  die  gegebene 
Curve  vierter  Ordnung  in  noch  sechs  Punkten,  in  welchen  eine  andere, 
demselben  System  angehörige  Berührungscurve  die  gegebene  Curve 
vierter  Ordnung  berührt. 

Es  ist  noch  zu  bemerken, 

dass  die  Berührungspunkte  zweier  Berührungscurven  desselben 
Systems  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  liegen. 

Unter  den  Berührungscurven  giebt  es  auch  solche,  welche  die  Curve 
vierter  Ordnung  3  mal  vierpunktig  berühren.  Die  Berührungspunkte  ent- 
sprechen den  Berührungspunkten  einer  Ebene,  welche  die  Curve  der 
Kegelspitzen    in    drei   verschiedenen    Punkten    berührt.     Die   Berührungs- 

Hesse's  Werke.  46 
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punkte  zweier  solcher  Curven  sind  zugleich  die  Berührungspunkte  einer 
Berührungscurve,  welche  aber  nicht  demselben  Systeme  angehört,  da  ihre 
Berührungspunkte  nicht  den  Schnittpunkten  einer  Ebene  und  der  Curve 
der  KegelspitzeUj  sondern  zweier  Ebenen  entsprechen. 

Bezeichnet  man  die  negativen  Theile  links  der  Gleichungen  (36),  (37) 
und  (38)  respective  mit  a,  c,  b,  so  lassen  sich  dieselben  wie  folgt  ausdrücken : 


39. 
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und  man  hat,  wie  ich  in  der  vorhergehenden  Abhandlung  „Ueber 
Determinanten  und  ihre  Anwendung  in  der  Geometrie"  durch  die 
Gleichung  (8)"^  gezeigt  habe: 

40.  JU=ac-'b^ 

aus  welcher  identischen  Gleichung  ich  in  der  genannten  Abhandlung  den 
zuletzt  aufgestellten  Satz  abgeleitet  habe.^) 

Es  tritt  uns  hier  die  Frage  entgegen,  ob  das  aufgestellte  System 
von  Berührungscurven  das  einzige  sei,  welches  die  Curve  vierter  Ordnung 
aufzuweisen  hat,  oder  ob  ausser  ihm  noch  andere  existiren.  Man  wird 
leicht  sehen,  dass  diese  Frage  mit  der  Frage  nach  den  verschiedenen 
Functionen  F,  deren  Determinanten  entwickelt  dieselbe  homogene  Func- 
tion J  der  vierten  Ordnung  sind,  gleichbedeutend  ist.  Durch  lineare 
Substitutionen  von  der  Form  (11)  geht  die  in  (8)  gegebene  Function  F 
zwar  in  eine  neue  über,  wie  sie  in  (12)  dargestellt  ist,   allein  die  Deter- 


1)  Die  folgenden  Citate  mit  dem  Zeichen  *  beziehen  sich  auf  meine  Abhandlung  „Ueber 
Determinanten  und  ihre  Anwendung  in  der  Geometrie"  (Cr eile's  Journal  Bd.  49  S.  243 
[No.  24  dieses  Bandes]). 
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minante  dieser  neuen  Function  ist  von  der  Determinante  der  ersten 
nur  durch  einen  Factor  verschieden,  wie  es  die  Gleichung  (17)  be- 
weist, und  die  Gleichungen  der  Berührungscurven ,  welche  sich  von 
den  beiden  Functionen  F  auf  die  beschriebene  Weise  ableiten  lassen, 
unterscheiden  sich,  wie  es  die  identische  Gleichung  (11)*  in  der  citirten 
Abhandlung  beweist,  nur  durch  einen  constanten  Factor.  Da  also  zwei 
Functionen  F  auf  dasselbe  System  Berührungscurven  führen,  wenn  die 
beiden  Functionen  durch  lineare  Substitutionen  von  der  Form  (11)  auf 
einander  zurückgeführt  werden  können,  so  werden  wir  zwei  Functionen  F 
von  der  beschriebenen  Art  nicht  als  verschiedene  Functionen  zu  be- 
trachten haben. 

Es  mag  hier  genügen,  auf  die  Frage  nach  den  verschiedenen  Func- 
tionen F,  deren  Determinanten  dieselbe  homogene  Function  z/  der  vierten 
Ordnung  sind,  aufmerksam  gemacht  zu  haben.  Die  Beantwortung  dieser 
Frage    soll   in  den    zunächst  folgenden  Paragraphen    vorbereitet  w^erden. 

7. 

Unter  den  Oberflächen,  welche,  wie  wir  gesehen  haben,  die  Curve 
der  Kegelspitzen  in  zwölf  Punkten  schneiden,  verdienen  die  Oberflächen, 
welche  durch  die  sieben  im  Räume  gegebenen  Punkte  hindurchgehen, 
einer  besonderen  Erwähnung.  Bezeichnet  man  durch  Ky  L,  M  die 
Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  n  in  der  Ebene  der  betrachteten 
Curve  vierter  Ordnung  J  ==  0^  so  ist  die  allgemeinste  Form  der  Gleichung 
jener  Oberflächen: 

41.  Kf+L(p-\-Mip=0. 

Wir  w^ollen  nun  untersuchen,  in  welche  Gleichung  die  angegebene 
Gleichung  durch  die  Substitutionen  (27)  übergeht. 

Zu  diesem  Zwecke  difi'erentiire  man  die  Gleichung  (9)  nach  x^  welches 

3z/  dJ   awji    ,     dJ   ^^f22    ,     dj   dn^^    .     dJ   du^^    . 

und,  mit  Rücksicht  auf  (26), 

^^    TT        ^^11        I       TT        ^^22        1       TT        ^^12    _X_    TT        ^^21        I       .    .    .    . 

46* 
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giebt.     Substituirt  man  in  dieser  Gleichung  für  die  Grössen  U  ihre  Werthe 
aus  (27),  so  erhält  man: 


9z/  1     [du..        2      I       ^^^22       2      i      n    ^^12  I 

——  ==  —  {^r^  x^  A — ~-  y   +  2  -— -^  xy  A- 


Bemerkt  man  nun,  dass  der  mit  —  multiplicirte  Theil  der  Gleichung 

nach  (8)  der  partielle  Differentialquotient  von  2  F  nach  z  genommen  ist, 
insofern  diese  Grösse  x  in  den  Coefficienten  u  der  Function  2  F  enthalten 
istj  so  hat  man,  mit  Rücksicht  auf  (2): 

l^_}_    a2F  _  1     . 
Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  durch  Differentiation  von  (9)  nach  x,  l,  ^u: 

Setzt  man  diese  Werthe  von  f,  cp,  ip  endlich   in  die  Gleichung  (41), 
so  geht  dieselbe,  mit  Weglassung  des  Factors  p,  in 

d'A  a/;        '  d^i 

über.  Dies  ist  bekanntlich  die  Gleichung  der  Curve  dritter  Ordnung, 
welche  die  Curve  der  vierten  Ordnung  z/  ==  0  in  den  Berührungspunkten 
der  von  dem  Punkte  n  an  die  Curve  gezogenen  Tangenten  schneidet. 
Wir  haben  demnach  folgende  Sätze: 

Ben  zwölf  Schnittpunkten  F  einer  Olerfläche  zweiter  Ordnung, 
welche  durch  die  sieben  im  Räume  gegebenen  Punkte  gelegt  ist,  und 
der  Curve  der  Kegelspitzen,  entsprechen  in  der  ebenen  Curve  vierter 
Ordnung  J  =  0  die  Berührungspunkte  77  der  von  einem  durch  die 
Oberfläche    bestimmten  Punkte  n    an   die    Curve  gelegten  Tangenten. 

Ben  zwölf  Berührungspunkten  FL  der  von  einem  beliebigen  Punkte  n 
an  die  Curve  vierter  Ordnung  J  =  0  gezogenen  Tangenten  entsprechen 
auf  der  Curve  der  Kegelspitzen  zwölf  Funkte  P,  welche  auf  einer 
durch  die  sieben  gegebenen  Punkte  gelegten  und  durch  den  Punkt  n 
näher  bestimmten  Oberfläche  zweiter  Ordnung  liegen. 
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Wenn   in   der   in   (15)    angegebenen    Determinante  F    die   Elemente 
i\\y  ^22^  -^12  verschwinden,  so  wird  dieselbe  zu  einem  vollständigen  Quadrat 


44. 


Jf  = 


Wir  werden  uns  dieses  Umstandes  bedienen,  um  die  Gleichungen  der 
Doppeltangenten  der  Curve  vierter  Ordnung  z/  =  0  abzuleiten. 

lieber  die  Coefficienten  in  den  Substitutionen  (11)  sind  in  dem  Vor- 
hergehenden keine  Bestimmungen  gemacht  worden.  Betrachten  wir  die- 
selben als  die  Coordinaten  von  vier  Punkten  des  Raumes  1,  2,  3,  4, 
indem  wir  annehmen,  dass  die  Coefficienten  mit  dem  Index  1  dem  ersten 
dieser  vier  Punkte  entsprechen  etc.,  so  steht  es  frei,  diesen  Punkten  be- 
stimmte Lagen  im  Räume  anzuweisen,  wodurch  die  Coefficienten  in  den 
Substitutionen  (11)  eben  bestimmt  werden.  Wir  wollen  annehmen,  dass 
die  Punkte  1  und  2  zwei  von  den  acht  Schnittpunkten  der  drei  Ober- 
flächen f,  (f  und  xp  seien.  Unter  dieser  Annahme  verschwinden  die 
Elemente  i^^  und  F22  der  Determinante  F,  weil  die  Coefficienten  von 
X,  l,  f.1  in  den  genannten  Elementen  verschwinden,  und  die  Gleichung 
der  Curve  vierter  Ordnung  nimmt  die  Gestalt 


45.  r^J=.i7^   J'    "      J'   J'  =  0 
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die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  w^elche  die  Curve  vierter  Ordnung 
^  r=z  0  in  vier  Punkten  schneidet.  Die  Coordinaten  der  vier  Schnitt- 
punkte genügen  der  Gleichung  (45)  und  der  Gleichung  F^2  =  0.  Sie 
genügen  auch  den  genannten  beiden  Gleichungen,  wenn  man  in  der 
ersteren  F12  =  0  setzt.     Sie  genügen  mithin  den   beiden  Gleichungen 

D'  =  0      und     F,2  =  0; 

das  heisst,  sie  fallen  paarweise  zusammen.  Eine  gerade  Linie,  welche 
die  Curve  vierter  Ordnung  J  =  0   in  vier  Punkten  schneidet,    die  paar- 
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weise  zusammenfallen,  nennt  man  aber  eine  Doppeltangente  der  Curve. 
Es  ist  mithin  die  Gleichung  F^^  =  0  die  Gleichung  einer  JDoppeltangente 
der  Curve  vierter  Ordnung  J=0,  und  D=0  ist  die  Gleichung  eines 
Kegelschnitts,  welcher  durch  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangente 
hindurchgeht. 

Es  lässt  sich  auch  die  Lage  der  den  Berührungspunkten  77  der 
genannten  Doppeltangente  der  Curve  vierter  Ordnung  J  ==  0  entsprechen- 
den Punkte  P  in  der  Curve  der  Kegelspitzen  näher  bezeichnen.  Legt 
man  nämlich  durch  die  Punkte  1,  2,  in  welchen  sich  der  Annahme  nach 
die  drei  Oberflächen  f^  cp,  ip  schneiden,  eine  gerade  Linie,  so  schneidet 
dieselbe  die  Curve  der  Kegelspitzen  in  zwei  Punkten  P,  welche  den 
Berührungspunkten  77  der  Doppeltangente  entsprechen.  Diese  Behauptung 
werden  wir  durch  die  folgende  Betrachtung  rechtfertigen. 

Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  geraden  Linie  12 
sind  bekanntlich: 

Setzt  man  diese  für  x,  y,  z,  p  in  die  Gleichungen  (6),  so  erhält  man: 

u  =  F'  Xx  -\-  (jF'  X2  =  0, 
v  =  F'y,-\-()F'tj^=  0, 
w  =  F'  z^  -\-  ()F'  Z2  =  0, 
r  =  F'p^  +  qF'p2=  0. 

Es  wird  nun  zu  beweisen  sein,  dass  diesen  vier  Gleichungen  genügt 
werden  kann;  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  dem  folgenden  Systeme  ge- 
nügt wird: 

XiU  -\-  y^v  -\-  z^w  -\- PiT  =  0, 
^2^  +  ^2^  +  ^2^+i^2>^=  Oj 

x^u  -f  y^v  -^  z^iv  -\-p^r:=  0. 

Den  beiden  ersten  von  diesen  Gleichungen  wird  genügt,  w^eil  Fy^^  F22 
und  F12  verschwinden.  Die  folgende  Gleichung,  welche  Fi^  -{-  (^F^s  ==  0 
ist,  bestimmt  den  Werth  von  (),  und  die  letzte  Gleichung  jP^^  -[-  (>724  =  0 
wird  erfüllt,  weil  D  =  0  ist.  Da  aber  den  Gleichungen  D  =  0  und 
F-^2  =02  mal  genügt  wird,  so  hat  auch  ^  zwei  Werthe,   das  heisst,  die 
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gerade    Linie    12    schneidet    die    Curve    der    Kegelspitzen    in    zwei    ver- 
schiedenen Punkten.     Demnach  haben  wir  folgenden  Satz: 

Wenn   man   zwei   von   den   acht  Schnittpunkten   der   drei   Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  f,  cp,  ip   durch  eine  gerade  Linie  verbindet^ 
so  schneidet  dieselbe  die  Ourve  der  Kegelspitzen  in  zwei  Punkten  P, 
welche   den   Berührungspunkten  II  einer    Doppeltangente    der  Ourve 
vierter  Ordnung  J  =  0  entsprechen. 
Bezeichnet  man  nun  die  acht  Schnittpunkte  der  drei  Oberflächen  f, 
cp,  yj  mit  den  Zahlen   1,  2,  ...   8    und  verbindet   irgend  zwei  derselben 
p,  q    durch    eine  gerade  Linie,    so    schneidet    diese  Linie    die  Curve    der 
Kegelspitzen  in  zwei  Punkten  P,  deren  entsprechende  Punkte  77  auf  der 
Curve  vierter  Ordnung  J  =  0  die  Berührungspunkte  der  durch  die  Gleichung: 

46.  i^,,  =  0 

dargestellten  Doppeltangente  der  Curve  vierter  Ordnung  sind. 

Wir  werden  in  dem  Folgenden  sagen,  die  gerade  Linie  pq,  welche 
die  Schnittpunkte  p,  q  der  drei  Oberflächen  f,  cp,  ip  verbindet,  entspreche 
der  Doppeltangente  Fp^  =  0,  welche  wir  der  Kürze  wegen  mit  demselben 
Zeichen  pq  bezeichnen  werden.  Man  wird  aus  dieser  Bezeichnung  nicht 
Anlass  nehmen,  zu  glauben,  dass  den  geraden  Linien  pq,  welche  durch 
denselben  Punkt  des  Raumes  gehen,  Doppeltangenten  pq  entsprechen, 
welche  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  der  Ebene  schneiden.  Jene 
geraden  Linien  ^^g^  entsprechen  solchen  Doppeltangenten  pg';  welche  ganz 
andere  Eigenschaften  haben. 

Die  Zahl  der  geraden  Linien,  welche  je  zwei  von  den  acht  Schnitt- 
punkten der  drei  Oberflächen  f,  cp,  ijj  verbinden,  beträgt  28.  Ihnen  ent- 
sprechen also  die  28  Doppeltangenten  der  Curve  vierter  Ordnung,  welche, 
wie  bekannt,  eine  solche  Curve  darbietet. 

Man  ist  nach  dem  Vorhergehenden  im  Stande,  die  Gleichungen  der 
Doppeltangenten  einer  Curve  vierter  Ordnung  J  =  0  einzeln  abzuleiten, 
wenn  J  als  eine  symmetrische  Determinante  von  der  Form  (9)  gegeben  ist. 
Denn  kennt  man  die  Elemente  u  dieser  Determinante,  so  lässt  sich  aus 
ihnen  die  in  (8)  aufgeführte  Function  2F  componiren,  in  welcher  die 
Coefficienten  von  x,  l,  ^i  die  Functionen  f,  cp,  \p  sind.  Zur  Bildung  der 
Gleichungen    der    Doppeltangenten    brauchen    wir    noch    die    Coordinaten 
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der  acht  Schnittpunkte  der  drei  Oberflächen  /*==  0,  c/)  =  0,  ?//  ==  0,  welche 
man  durch  Auflösung  einer  Gleichung  vom  achten  Grade  erhält. 

Demnach  führt  das  Problem  der  Doppeltangenten  auf  die  Trans- 
formation eines  gegebenen  Ausdrucks  vierter  Ordnung  von  drei  Variahein 
in  die  Form  einer  symmetrischen  Determinante  z/  mit  linearen  Elementen, 
und  demnächst  auf  die  Auflösung  einer  Gleichung  vom  achten  Grade. 
Das  Product  77  {F^^  sämmtlicher  Functionen  F^^  ist  eine  symmetrische 
Function    der    Wurzeln    der    drei    Gleichungen   f==0,    q)=0,    ipf  ==  0. 
Drückt  man  diese  symmetrische  Function  durch  die  Coefficienten  in  den 
genannten  drei  Gleichungen  aus,  so  erhält  man  11  (F^^)  =  0:  die  Gleichung 
des  Systems    sämmtlicher  Doppeltangenten    der  gegebenen  Curve    vierter 
Ordnung  J  ==  0, 

9. 

Aus  den  Gleichungen  von  sechs  Doppeltangenten,  welche  den  sechs 
Kanten  eines  Tetraeders  entsprechen,  dessen  Ecken  vier  Schnittpunkte  1, 
2,  3,  4  der  drei  Oberflächen  f  cp.  ip  sind,  lässt  sich  die  Gleichung  der 
Curve  vierter  Ordnung  J  =  0  ableiten. 

In  dem  vorhergehenden  Paragraph  wurde  nachgewiesen,  dass  der 
Kegelschnitt  D  =  0  die  Doppeltangente  12  in  den  Berührungspunkten 
schneidet.  Bemerkt  man  nun,  dass  D  ungeändert  bleibt,  wenn  1  mit  3 
und  gleichzeitig  2  mit  4  vertauscht  werden,  so  darf  man  hieraus 
schliessen,  dass  der  Kegelschnitt 

D  =  F,,F,,  —  F,,F,,=  0 

durch  die  vier  Berührungspunkte  der  beiden  Doppeltangenten  12  und  34 
hindurchgeht.  Die  Form  der  Gleichung  des  Kegelschnitts  zeigt  ferner, 
dass  die  Doppeltangentenpaare  13,  24  und  23,  14  die  gegenüber  liegenden 
Seiten  eines  Vierecks  bilden,  durch  dessen  Ecken  ebenfalls  der  Kegel- 
schnitt hindurchgeht.     Wir  haben  demnach  folgenden  Satz: 

Wemi  drei  Doppeltangentenpaare  gegeben  sind,  deren  entsprechende 
Linien  die  gegenüber  liegenden  Kanten  eines  Tetraeders  bilden ,  so 
geht  durch  die  Berühj^ungspunMe  des  einen  Doppeltangentenpaares 
und  durch  die  Ecken  des  durch  die  beiden  andern  Doppeltangenten- 
paare gebildeten   Vierecks  ein  und  derselbe  Kegelschnitt, 
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Durch  die  Berührungspunkte  des  Doppeltangentenpaares  12,  34, 
durch  welche  der  Kegelschnitt  D  =  0  hindurchgeht,  lässt  sich  ein  ganzes 
System  von  Kegelschnitten  hindurchlegen: 

Unter  diesen  Kegelschnitten  zeichnet  sich  der  Kegelschnitt  w  aus,  in 
dessen  Gleichung  die  willkürliche  Constante  p  den  Werth  —  1  hat,  nämlich: 

w  =  F,,i\,  +  F,,F,,  -  F,,F,,  =  0. 

Diese  Gleichung  bleibt  ungeändert,  wenn  man  2  mit  4  vertauscht. 
Daraus  folgt,  dass  der  Kegelschnitt  durch  die  Berührungspunkte  der 
beiden  Doppeltangentenpaare  12,  34  und  14,  23  hindurchgeht.  Wir 
finden  auf  diese  Weise  drei  Kegelschnitte  u^  v^  w,  nämlich 

U  =  i^i2  -f '34  +  -^23  -^14  +  -^'13  ^24  =   0, 

V  =  +  F,,Fs,  —  F,,F\,  +  F,,F,,  =  0, 
w=-^  F,,Fs,  +  F,,F,,  —  F,,F,,  =  0, 

von  denen  der  Kegelschnitt  u  durch  die  Berührungspunkte  der  Doppel- 
tangentenpaare 23,  14  und  13,  24  hindurchgeht.  Der  Kegelschnitt  v 
geht  durch  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangentenpaare  12,  34  und 
13,  24;  und  der  Kegelschnitt  w  geht  durch  die  Berührungspunkte  der 
Doppeltangentenpaare  12,  34  und  23,  14  hindurch.  Hierdurch  erhellt 
nachstehender  Satz: 

Durch  die  Berührungspunkte  von  vier  Doppeltangenten  der  Gurve 
vierter  Ordnung  J  =  0    lässt  sich  ein  Kegelschnitt  legen,    wenn  die 
den  Doppeltangenten   entsprechenden  geraden  Linien   ein   räumliches 
Viereck  bilden. 
Der  Kegelschnitt  u   geht   durch   die  Berührungspunkte   der  Doppel- 
tangenten 23.14.24.13  hindurch.     Es  sind  daher: 

u'  =  ^     und     F,s.F,,.F,,,F,,  =  0 

die  Gleichungen  zweier  Curven  vierter  Ordnung,  welche  sich  in  sech- 
zehn Punkten  schneiden,  durch  welche  auch  die  Curve  J  =  0  hindurchgeht. 
Es  müssen  sich  also  zwei  Factoren  r^  und  ()  finden  lassen,  von  der 
Gestalt,  dass: 

r'J^u'-(jF,,F,,F,,F,, 

Hesse's  Werke.  47 
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ist  Da  dieser  iVusdruck  sich  aber  auf  gleiche  Weise  aus  v""  und  F^^  ^u 
•^24^13  u^d  ^^s  w^  und  Fi2  F^A  ^23  Fu  zusammensetzen  lassen  rauss,  so 
zeigt  sich ,  dass  p  =  4  sein  muss.  Man  erhält  also ,  indem  man  für  lo 
und  p  ihre  Werthe  setzt  und  entwickelt: 

F  =  r'J  =  Fl,  Fl,  +  Fl,  Fl  +  Fl,  Fl,  -  2  F,,  F,,  F,,  F,, 


47 


2  ^'l3  ^24  ^'l2  -^^34  —    2  J'io  ^^34  ^23  -^14  '? 


ein  Ausdruck,  der  sich  auch  unmittelbar  durch  Entwickelung  der  in  (15) 
angegebenen  Determinante  F  ergiebt,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 

Fn  =  Fo2  =  i^33  =  -^^44  =   0 

ist.  Setzt  man  diesen  Ausdruck  gleich  0,  so  haben  wir  die  Gleichung 
der  Curve  vierter  Ordnung  aus  den  Gleichungen  der  sechs  Doppel- 
tangenten componirt. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  der  Ausdruck  r^  J  sich  auch  aus 
tc,  Vy  w  auf  die  Weise  zusammensetzen  lässt,  dass: 

—  r^z/  =  VW  -\-  wu  -\-  uv; 

was  geometrisch  auch  daraus  ersichtlich  ist,  dass  die  genannten  drei  Kegel- 
schnitte u,  Vy  w  sich  gegenseitig  nur  in  den  Berührungspunkten  der 
sechs  Doppeltangenten  schneiden. 

10. 

Nachdem  in  §  8  die  Lage  der  Punkte  P  auf  der  Curve  der  Kegel- 
spitzen bestimmt  worden,  welche  den  Berührungspunkten  77  der  Doppel- 
tangenten der  Curve  vierter  Ordnung  J  =  0  entsprechen,  wollen  wir 
nun,  mit  Rücksicht  auf  diese  Bestimmung,  mit  der  in  §  6  angefangenen 
Particularisirung  fortfahren. 

Wir  sahen,  wie  den  sechs  Schnittpunkten  P  einer  beliebigen  Ebene  a 
und  der  Curve  der  Kegelspitzen  die  sechs  Berührungspunkte  IT  einer 
Berührungscurve  entsprechen.  Wenn  man  die  Ebene  a  durch  zwei  von 
den  acht  Schnittpunkten  der  drei  Oberflächen  f,  ap,  ip  hindurchgehen 
lässt,  so  wird  die  dieser  Ebene  entsprechende  Berührungscurve  dritter 
Ordnung  in  eine  Doppeltangente  zerfallen,  welche  der  die  genannten 
beiden  Punkte  verbindenden  geraden  Linie  L  entspricht,  und  in  einen 
Beruhrungskegelschnift,     In   der  That:    da  der  Ebene  a    in  unserem  Falle 
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Ä, 

0 

=  0, 


eine  Curve  dritter  Ordnung  entspricht,  welche  die  Curve  vierter  Ordnung 
J  ==  0  in  zwölf  Punkten  schneidet,  von  denen  vier  in  der  der  geraden 
Linie  L  entsprechenden  Doppeltangente  liegen,  so  müssen  die  übrigen 
Schnittpunkte  in  einem  Kegelschnitt  liegen.  Dreht  man  nun  die  Ebene  a 
um  die  Linie  L  herum,  so  erhält  man  auf  diese  Weise  ein  ganzes  System 
von  Berührungskegelschnitten. 

Dies  lässt  sich  analytisch  verfolgen,  wenn  man  von  der  in  (39)  ge- 
gebenen Gleichung  der  Berührungscurve  dritter  Ordnung: 

ausgeht.  Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  r-,  so  erhält  man  nach 
der  unter  (11)*  angegebenen  identischen  Gleichung: 

^11     ^12     -^13     i 
F21     F22     i^23     ^ 

48.  ar'=  F,,  F,^  F,,  1 

F^l     F^2     -^43     i 
Äi       Ä2      Ä^       ^ 

in  welcher  Gleichung  der  Kürze  wegen 

gesetzt  ist.  Entwickelt  man  die  angegebene  Determinante  unter  Berück- 
sichtigung, dass  i^u  =  F22  =  ^33  =  -^44  =  0  ist,  so  erhält  man : 

-^  =  A\  F,,  I<,  F,,  +  ^:  F,3  F,,  F3,  +  AI  F,,  F,,  F,,  +  AI  F,,  F,,  F,, 

49.  -  {A,  A,  F,,  +  J3  A  F,.}  {-  F,,  F,,  +  F,,  F,,  +  F,,F,,) 

-  {A,  A,  F,,  +  A,  As  F,,)  {+  F,,  F^  -  F,s  F,,  +  F.^  F,,) 

—  {A,  As  F,,  +  A,  A,  F,s}  {+  F,,  F^,  +  F,s  F,,  -  F,s  F,,}. 

Wenn  nun  die  Ebene  a  durch  die  Punkte  1  und  2  hindurchgeht, 
so  verschwinden  die  Constanten  Äi  und  Ä2  und  die  Gleichung  der 
Berührungscurve  nimmt  die  Gestalt 

F,,{AIF,,F,,  -  AsM-F„Fs,  +  F,sF,,  +  F,sF,,)  +  AlF.sF,^}  =  0 

an;  woraus  ersichtlich  ist,  dass  die  genannte  Curve  in  die  Doppel- 
tangente 1 2  und  in  einen  Berührungskegelschnitt  zerfällt,  dessen  Gleichung 

50.  ÄlF,,F,,  —  AsM-F,,Fs,  +  F,,F,,  +  F,sF,,)  +  ÄlF,sF,,  =  0 

47* 
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ist.     Der  Theil  links  dieser  Gleichung  lässt  sich  in  der  Form  einer  Deter- 
minante darstellen.     Setzt  man  nämlich: 

F,^  i\  —  ^23  F^,  —  Fj3  F,^  =  2vs,  =  2  v,s , 
so  stellt  sich  die  Gleichung  (50)  so  dar: 


52. 


'^33      "^34      -^3 
^^43      ^44      A 

Ä,   A,   0 


0. 


Dieses  ist  also  die  Gleichung  eines  Systems  von  Berührungskegel- 
schnitten der  Curve  vierter  Ordnung  z/  =  0,  mit  den  willkürlichen  Con- 
stanten ^3,  A^, 

Man  wird  bemerken,  dass  der  Theil  links  dieser  Gleichung  in  zwei 
lineare  Factoren  F^^  J'23  zerfällt,  also  a  in  die  drei  linearen  Factoren 
-^^12^13^23  7  wenn  ^3=0  ist,  das  heisst,  wenn  die  Ebene  a  durch  drei 
Punkte  1,  2,  3  hindurchgeht.  Wie  oft  also  die  Ebene  a  durch  drei  von 
den  acht  Punkten  1,  2  ...  8  gelegt  werden  kann,  so  oft  zerfällt  der  Aus- 
druck a  in  drei  lineare  Factoren.  Es  lassen  sich  aber  acht  Punkte  zu 
dreien  56  mal  combiniren.  Daher  wird  die  Berührungscurve  56  mal  in 
drei  Doppeltangenten  zerfallen,  oder,  analytisch  ausgedrückt,  der  in 
(39)  gegebene  Ausdruck  a  wird  durch  specielle  Annahme  der  in  ihm 
steckenden  Constanten  a  sich  auf  56  Arten  in  drei  lineare  Factoren  zer- 
legen lassen,  was  ich  in  §  8"^  nur  historisch  mitgetheilt  habe  und  wovon 
nun  hier  der  Beweis  vorliegt. 

Wenn  man  durch  die   vier  Beriihrmigspunläe   eines  Berührungs- 
kegelscTinittes  der  Curve  vierter  Ordnung  J  =  0  einen  anderen  Kegel- 
schnitt  legt,    so   schneidet   er   die  Curve    in   noch   vier  Punkten,    in 
welchen  ein  zweiter,    demselben  System   zugehöriger  Kegelschnitt   die 
Curve  berührt.     Die  acht  Berührungspunkte  zweier  BerührungskegeU 
schnitte  desselben  Systems  liegen  wieder  auf  einem  Kegelschnitt. 
Dieser  Satz  folgt  unmittelbar  aus  dem  zweiten  des  §  6.     Betrachtet 
man  nämlich  den  Kegelschnitt  (52)  und  die  Doppeltangente   12    als  eine 
Berührungscurve  dritter  Ordnung,   und  legt  durch  die  Berührungspunkte 
eine  Curve    dritter  Ordnung,    welche   in    die   Doppeltangente   12    und    in 
einen  Kegelschnitt   zerfällt,    so    sind    die    sechs    neuen  Schnittpunkte    die 
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Berührungspunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung,  bestehend  aus  der  Doppel- 
tangente 12  und  einem  neuen  Berührungskegelschnitt. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  Bedingungsgleichung  zwischen  den 
willkürlichen  Constanten  ^3,  J.4,  welche  erfüllt  werden  muss,  wenn  der 
Theil  links  der  Gleichung  (52)  in  lineare  Factoren  zerfallen  soll,  eine 
homogene  Gleichung  sechsten  Grades  ist.  Hieraus  folgt,  dass  das  be- 
trachtete System  von  Berührungskegelschnitten  sechs  Paare  Doppel- 
tangenten enthält. 

Nach  den  vorausgeschickten  Erwägungen  sind  wir  im  Stande,  diese 
Doppeltangentenpaare  des  in  Rede  stehenden  Systems  von  Berührungskegel- 
schnitten näher  zu  bezeichnen.     Es  sind   folgende  Doppeltangentenpaare: 

13.23        14.24        15.25        16.26        17.27        18.28. 

Durch  die  acht  Berührungspunkte  von  irgend  zwei  Paaren  dieser 
Doppeltangenten  lässt  sich  nach  dem  vorhergehenden  Satze  ein  Kegel- 
schnitt legen;  woraus  wiederum  der  letzte  Satz  des  vorhergehenden 
Paragraphen  hervorgeht.  Dieser  Satz  giebt  Combinationen  von  drei 
Doppeltangenten  der  Curve  vierter  Ordnung  z/  =  0 ,  durch  deren  Be- 
rührungspunkte sich  ein  Kegelschnitt  legen  lässt.  Aus  dem  ersten  Satze 
des  §  6  können  wir  Combinationen  von  drei  Doppeltangenten  herleiten, 
durch  deren  Berührungspunkte  sich  kein  Kegelschnitt  legen  lässt.  In  der 
That:    da  die  Doppeltangenten 

12        23        31, 

wie  man  sah,  eine  Berührungscurve  des  betrachteten  Systems  a  =  0  bilden, 
so  lässt  sich  durch  ihre  sechs  Berührungspunkte  kein  Kegelschnitt  legen. 
Solcher  Combinationen  giebt  es  56.     Man  kann  also  sagen: 

Durch  die  Berührungspunkte  von  drei  Doppeltangenten  der  Curve 
vierter  Ordnung  J  =  0  lässt  sich  kein  Kegelschnitt  legen,  wenn  die 
den  Doppeltangenten  entsprechenden  geraden  Linien  ein  Dreieck  bilden. 

Betrachtet  man  die  sechs  Doppeltangenten: 

12        23        31        45        56        64, 
oder  die  sechs  Doppeltangenten: 

12        23        31        45        34        35, 
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SO  bilden  die  drei  ersten  eine  Berührungscurve  a  =  0  und  die  drei  letzten 
ebenfalls  eine  solche  Berührungscurve.  Nach  dem  letzten  Satze  des  §  6 
lässt  sich  durch  die  Berührungspunkte  zweier  Berührungscurven  eine  Curve 
dritter  Ordnung  hindurchlegen.  Mithin  liegen  die  Berührungspunkte  der 
genannten  sechs  Doppeltangenten  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung.  Dieses 
lässt  sich  allgemeiner  so  ausdrücken: 

Die    Berührungspunkte    von    sechs    Doppeltang enten    der    Curve 
vierter   Ordnung  J  ==  0    liegen    auf   einer   Curve    dritter   Ordnung, 
wenn   die  den  sechs  Doppeltangenten   entsprechenden  geraden  Linien 
zwei  gesonderte  Dreiecke  bilden,  oder  wenn  sie  zwei  Dreiecke  bilden, 
welche  eine  Ecke  gemein  haben. 
Wir  haben  nur  des  einen  Systems  von  Berührungskegelschnitten  er- 
wähnt, welches  sich  aus  dem  betrachteten  System  von  Berührungscurven 
dritter    Ordnung    ergab,     indem    wir    die    Ebene    a^     welche    die    den 
Berührungspunkten    IT   der    Berührungscurve    entsprechenden    Punkte    F 
enthielt,    um    die    gerade    Linie   12    herumdrehten.     Da    aber    28    gerade 
Linien  pq    vorhanden    sind,    so    erhalten    wir    auf   gleiche    Weise    durch 
Umdrehung  der  Ebene  a    um    diese    28  geraden  Linien    28  verschiedene 
Systeme    von    Berührungskegelschnitten,     welche     alle     aus     dem     einen 
Systeme  von  Berührungscurven  hervorgehen. 


IL 

In  dem  §  9*  findet  sich  die  Existenz  von  28  Systemen  von  Be- 
rührungscurven dritter  Ordnung  nachgewiesen,  welche  eine  gegebene 
Curve  vierter  Ordnung  in  sechs  verschiedenen  Punkten  berühren,  die  in 
einem  Kegelschnitt  liegen;  desgleichen  finden  sich  Eigenschaften  dieser 
Curven  entwickelt.  Wir  vermögen  jetzt  die  Gleichungen  dieser  Curven 
selbst  abzuleiten. 

Zu  dem  Ende  entnehmen  wir  aus  dem  §  9   die  identische  Gleichung: 

deren  Theil  rechts  sich  als  Determinante  darstellt,  so  dass  man 
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hat.  Die  Elemente  F^^,  u,  4:I\^i\^i\^  in  dieser  Determinante  sind  Func- 
tionen respective  vom  ersten,  zweiten  und  dritten  Grade  in  Rücksicht 
auf  die  Coordinaten  des  Punktes  77.  Bezeichnet  man  nun  durch  a,  l,  c 
die  Ausdrücke: 

53.  a  =  F2s,      b  =  u  —  F2sm,      c  =  4:F^^F2iF^^  —  2um-\- F2^m^, 
so  erhält  man  die  identische  Gleichung 

54.  — f  =  —  r^z/  =  ac  —  h^. 

Aus  der  Form  dieser  identischen  Gleichung  zeigt  sich,  wenn  man  m 
eine  beliebige  lineare  Function  der  Coordinaten  des  Punktes  IT  bedeuten 
lässt,  dass  c  =  0  ein  ganzes  System  von  Curven  dritter  Ordnung  dar- 
stellt, welche  die  Curve  vierter  Ordnung  z/  ^  0  in  sechs  verschiedenen 
Punkten  berühren,  durch  welche  der  Kegelschnitt  h  =  0  hindurchgeht, 
der  die  Curve  vierter  Ordnung  überdies  in  den  Berührungspunkten  der 
Doppeltangente   23    schneidet. 

Der  Ausdruck  c  zerfällt  in  drei  lineare  Factoren,  wenn  m=0  ist. 
Man  kann  im  Allgemeinen  die  drei  in  m  steckenden  Constanten,  so  dass 
c  in  drei  lineare  Factoren  zerfällt,  auf  so  viele  Arten  bestimmen,  als 
sich  Combinationen  von  drei  Doppeltangenten  finden  lassen,  deren  Be- 
rührungspunkte mit  den  Berührungspunkten  der  Doppeltangente  23  in 
einem  Kegelschnitt  b  =  0  liegen.  Diese  Combinationen  finden  sich  auf 
folgende  Art.  Man  suche  die  von  den,  den  Doppeltangenten  entsprechenden, 
geraden  Linien  gebildeten  räumlichen  Vierecke,  welche  die  Seite  23  ge- 
mein haben.  Ihre  Zahl  beträgt  30.  Mithin  giebt  es  30  Combinationen 
von  der  beschriebenen  Art.  Es  finden  sich  ferner  15  andere  Combi- 
nationen unter  der  Voraussetzung  des  Satzes,  „dass  die  Berührungspunkte 
von  vier  Doppeltangenten  in  einem  Kegelschnitt  hegen,  wenn  die  den 
Doppeltangenten  entsprechenden  geraden  Linien  die  Punkte  12  ...  8  paar- 
weise verbinden":  eines  Satzes,  dessen  Beweis  am  Ende  des  §  12  gegeben 
werden  wird.  Denn  es  giebt  15  Systeme  von  drei  geraden  Linien,  welche 
die  sechs  Punkte  1,  4,  5,  6,  7,  8  paarweise  verbinden.  Wir  haben  also 
im  Ganzen  45  Combinationen  von  drei  Doppeltangenten  von  der  oben 
bezeichneten  Art.  Es  lässt  sich  mithin  c  eben  so  oft  in  drei  lineare  Fac- 
toren zerlegen.     Diese  Angabe  findet  man  in  §  9*  ohne  Beweis  aufgeführt. 
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12. 

Das  Problem  der  Doppeltangenten  einer  Curve  vierter  Ordnung  ver- 
langt, wie  sich  in  §  8  zeigte,  die  Transformation  eines  gegebenen 
homogenen  Ausdrucks  vierter  Ordnung  von  drei  Variabein  in  die  Form 
einer  symmetrischen  Determinante  mit  linearen  Elementen,  oder,  was  das- 
selbe ist,  die  Bestimmung  einer  Function  F,  deren  Determinante  z/  eben 
die  gegebene  Function  vierter  Ordnung  ist.  Die  Bestimmung  dieser 
Function  hat  aber  grössere  Schwierigkeiten,  als  sich  mit  den  erlangten 
Hülfsmitteln  überwinden  lassen.  Wir  wollen  uns  daher  begnügen,  indem 
wir  die  Kenntniss  der  Function  F  voraussetzen,  andere  Functionen  F  zu 
ermitteln,  welche  dieselbe  Determinante  haben. 

Es  sei  die  Function  F: 

55.  2  F  =  u^^x^  +  ^22?/^  +  •  •  •  +  2  u^o^y  -|-  .  .  . 

bekannt.      Durch    Bestimmung   der   Coordinaten    der    acht   Schnittpunkte 
der  drei  Oberflächen 

erhält  man  die  Coefficienten  in  den  Substitutionen  (11),  durch  welche  die 
als  bekannt  vorausgesetzte  Function  F  in 

56.  F  =  F^^XY-^F^,XZ^F^,XF^F^,YZ-\-F^,YF\F^,ZF 
transformirt  wird;  und  die  Determinante  F  dieser  Function,  nämlich: 

^^  F=-.r'^  =  F\, Fl,  +  Fl, Fl  +  F',, Fl, -  2 F,, F,, F,, F,, 

ist  der  gegebene  homogene  Ausdruck  vierter  Ordnung,  multiplicirt  mit  r^: 
also  ist  F  =  r^  J  =  0  die  Gleichung  der  gegebenen  Curve  vierter  Ordnung. 
Wir  bemerken,  dass  die  Determinante  F  ungeändert  bleibt,  wenn 
man  12  mit  34  vertauscht  und  gleichzeitig  13  mit  24  und  14  mit  23, 
während  die  Function  F  sich  durch  diese  Vertauschung  ändert.  Sie  geht 
nämlich  in  die  Function  F: 

58.     F'  =  F,,  r  r  +  F,,  XZ!-^  F,,  Z^P'+  F\,  Y'  Z' -\-  F^J'F'^  F,,  Z'F' 

über,  wenn  man  gleichzeitig  X! ,  Y\  , , ,  statt  der  Variabein  X,  Z,  . .  .  setzt. 
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Diese  Function  F'  ist  in  der  That  von  der  Function  F  verschieden, 
denn  die  eine  kann  nicht  durch  lineare  Substitutionen  der  neuen  Variabein 
von  der  andern  abgeleitet  werden.  Beide  Functionen  haben  aber  die- 
selbe Determinante  /^. 

Auf  gleiche  Weise  nun,    wie    die   drei  Oberflächen   zweiter  Ordnung 

d2F         r>       r,       d2F  ..        d2F  ^         ^ 


dy.  '  '  dl 


deren  acht  Schnittpunkte  mit  den  Zahlen  1,  2  ...  8  bezeichnet  wurden, 
der  Function  F  ejitsprechen ,  entsprechen  auch  die  drei  Oberflächen 
zweiter  Ordnuno;* 


*o 


d2F'  d2F'  _  ^       d2F'  ___ 


dz  '        dl  '        di-i 

welche  sich  in  den  acht  Punkten  l\  2\  ...  8'  schneiden  mögen,  der 
Function  F\  Die  Spitzen  der  Kegel  zweiter  Ordnung,  welche  durch 
diese  acht  Punkte  hindurchgehen,  beschreiben  wieder  eine  Curve  sechster 
Ordnung,  welche  unter  Vermittlung  der  Gleichungen: 

d2F' _  ^2F'  _  ^2F^_  l2F'  _ 


dX'~  ~    '       dT   ~    '       dZ'  '        dF' 

analog  den  Gleichungen  (14)  der  Curve  vierter  Ordnung  z/  =  0  entspricht. 
Es  entspricht  endlich  jeder  geraden  Linie  pq  eine  von  den  Doppel- 
tangenten der  Curve  vierter  Ordnung  z/  ==  0.  Da  nun  auch  jeder  ge- 
raden Linie  ah,  welche  zwei  von  den  acht  Punkten  1,  2,  ...  8  verbindet, 
eine  von  den  Doppeltangenten  entspricht,  so  werden  einer  jeden  Doppel- 
tangente zwei  gerade  Linien  entsprechen:  die  eine  aus  dem  Systeme  F, 
die  andere  aus  dem  Systeme  F\  Wir  werden  daher  sagen,  dass  zwei 
gerade  Linien  ah  und  pq,  aus  den  beiden  Systemen  genommen,  ein- 
ander entsprechen,  wenn  jede  von  ihnen  derselben  Doppeltangente  der 
Curve  vierter  Ordnung   entspricht. 

Nach  dieser  Erklärung  sollen  die  in  den  beiden  Systemen  einander 
entsprechenden  geraden  Linien  näher  bezeichnet  werden.  Zu  diesem 
Zwecke  ist  es  nöthig,  die  Coordinaten  der  acht  Punkte  in  dem  Systeme  F 
und  in  dem  Systeme  F'  festzustellen.  Wir  setzen  also  fest,  dass  des 
Punktes  1  Coordinaten  Z=l,  r=0,  Z=0,  P  ==  0,  des  Punktes  l' 
Coordinaten  Z'=  1,   Z'=  0,  Z'==  0,  P'=  0  etc.  sein  sollen;  dass  ferner 

Hesse's  Werke.  48 
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des    Punktes    5    Coordinaten    X^,    Y^,   Z^,    P^    sein    sollen,    wonach    des 


Punktes  5'  Coordinaten  gleich 


1 


1 


^5'    5^5'    ^5'    ^5 


gesetzt  werden  können, 


weil,  wenn  die  ersten  Coordinaten  der  Gleichung  F=0  genügen,  die 
letzteren  der  Gleichung  F'  ==  0  genügen  müssen  etc.  Diese  Bestimmungen, 
in  den  folgenden  beiden  Schematen  übersichtlich  zusammengestellt,  sind: 


X    Y    Z    P 


1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

X, 

r, 

z. 

p. 

X, 

r. 

z. 

p. 

^7 

Yi 

Z-, 

F, 

^^8 

Y, 

z. 

P. 

X' 

Y' 

Z' 

P' 

1' 

1 

0 

0 

0 

2' 

0 

1 

0  . 

0 

3' 

0 

0 

1 

0 

4' 

0 

0 

0 

1 

„  / 

1 

1 

1 

1 

0 

X, 

^5 

^5 

^5 

6' 

1 

1 

1 

1 

^6 

X 

Ze 

^0 

7' 

1 

1 

1 

1 

X, 

^T 

z, 

^, 

8' 

1 

l 

1 

1 

^8 

Ys 

Zs 

ps 

Betrachtet  man   nun  die  Gleichung  der,    der  geraden  Linie  ab  ent- 
sprechenden Doppeltangente  ah,  welche  in  (46)  aufgestellt  wurde,  nämlich 

so  ist  der  Theil  F^i.   links  dieser  Gleichung  als    eine  Function   der  Coor- 
dinaten der  beiden  Punkte  a  und  b  nach  (13)  wie  folgt  gegeben: 


Stellt  man  diese  Function  als  eine  Function  der  Coordinaten  X,  Y,  Z,  P 
derselben  beiden  Punkte  dar,  indem  man  die  letzteren  durch  X^,  Y^,  .  .  . 
X^,,  Zft;  ...  bezeichnet,  welche  unter  Vermittelung  der  Gleichungen  (11) 
den  ursprünglichen  Coordinaten  der  genannten  beiden  Punkte  entsprechen, 
so  findet  sich: 


dF 


dF\ 


dF' 


(dF  \  (   dF  \  (  dF  \  (   dF  \ 
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Setzt   man    endlich    für    \-;r^^)  ,   (-^r-^)  ?  •  •  •   ibi'e  Werthe    aus   (56) 

V  d  A.  /  b       \  d  JL   J  h 

genommen,  so  erhält  man  für  die  Gleichung  der  Doppeltangente  ah: 

F„,=  X„iF,,Y,  +  F,,Z,  +  F,,P,)+  Y,{F,,X,-\-F,,Z,  +  F,,P,) 
^^-  +  Z, {F,,  X,  -]-  F,,  Y,  +  F,,  P,)  +  P,  (F«  X,  +  F,,  Y,  +  F,,  Z,)  =  0. 

Ebenso  ergiebt  sich  für  die  Gleichung  der  Doppeltangente  p'q,  wenn 
man  die  in  (58)  gegebene  Function  F'  zum  Grunde  legt: 

F'^.,=  T^\F,,Y;.-{-F,,Z',  +  F,,P')  +  Y'^.{F,,X,  +  F,,Z,  +  F,,P^ 

-^Z^.iF,,X;.-{-F,,Y;.-^F,,p-.)  +  P;.(F,,X;,  +  F,,Y-.  +  F,,Z;.)=0. 

Geht  man  auf  die  angegebenen  Schemata  zurück,  so  findet  sich, 
indem  man  a=l,   &  =  2,  ^  =  3,  g  =  4  setzt,  dass: 

ist.     In  diesem  Falle  stellen  die  Gleichungen  (59)  und  (60)  dieselbe  Doppel- 
tangente der  Curve    vierter  Ordnung  J  =  0  dar.     Es    sind    mithin    nach 
der  obigen  Erklärung   12  und  3^4'  zwei  entsprechende .  gerade  Linien. 
Auf  diese  Weise  ergeben  sich  als  entsprechende  gerade  Linien: 

r  12   13   14   23   24   34 
(^)  i3Y  2V  2Y   lY  1'3'      V2\ 

Die  angegebenen  geraden  Linien  bilden  die  Kanten  zweier  Tetraeder 
12  3  4  und  l'2'3'4'.  Die  Kanten  des  einen  entsprechen  also  den  Kanten 
des  anderen  Tetraeders,  auf  die  in  (Ä)  angegebene  Weise. 

Es  wurde  in  §  10  bewiesen,  dass  sich  durch  die  Berührungs- 
punkte von  drei  Doppeltangenten  der  Curve  vierter  Ordnung  J  =  0  kein 
Kegelschnitt  legen  lässt,  wenn  die  den  Doppeltangenten  entsprechenden 
geraden  Linien  ein  Dreieck  bilden.  In  dem  Systeme  F'  bilden  nun  die 
geraden  Linien  l'2',  l'3',  2'3'  ein  Dreieck.  Daraus  folgt,  dass  die  diesen 
geraden  Linien  entsprechenden  Doppeltangenten  34,  24,  14  die  Curve  in 
sechs  Punkten  berühren  werden,  welche  nicht  in  einem  Kegelschnitt  liegen. 
Da  nun  die  den  genannten  Doppeltangenten  in  dem  Systeme  F  ent- 
sprechenden geraden  Linien  34,  24,  14  in  einem  Punkte  4  zusammen- 
stossen,  so  ist  zugleich  folgender  Satz  bewiesen: 

48* 
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Durch  die  Berührungspunkte  von  drei  Doppeltang enten  der  Curve 
vierter  Ordnung  J  =  0  lässt  sich  kein  Kegelschnitt  legen,  wenn  die 
den  Doppeltangenten  entsprechenden  geraden  Linien  in  einem  Punkte 
zusammenlaufen. 
Es  ist  für  die  folgende  Auseinandersetzung  vortheilhaft,  die  28  den 
Doppeltangenten    der  Curve  vierter  Ordnung  ^  =  0    in    dem  Systeme  F 
entsprechenden  geraden  Linien,  welche  die  acht  Punkte  1,   2,  ...  8   paar- 
weise   verbinden,    auf    zwei    Tetraeder    12  34    und    5  6  78    zu    beziehen. 
Sechs   von    den  genannten    geraden  Linien    bilden    dann    die  Kanten    des 
ersten,  sechs  andere  die  Kanten  des  zweiten  Tetraeders  und  die   16  noch 
übrigen  geraden  Linien   verbinden  die  Ecken  des   ersten   mit  den  Ecken 
des  zweiten  Tetraeders.     In  dem  System  F'  werden  wir  auf  gleiche  Weise 
die  den  Doppeltangenten  entsprechenden    geraden  Linien    als  die  Kanten 
zweier  Tetraeder  l'2'3'4'  und   5' 6' 7' 8'  betrachten  und  die  noch  übrigen 
16    geraden  Linien    als  die   Verbindungslinien  der  Ecken    des   ersten  mit 
den  Ecken  des  zweiten  Tetraeders. 

Nachdem  nun  nachgewiesen  ist,  wie  die  Kanten  des  Tetraeders  12  3  4 
den  Kanten  des  Tetraeders  l'2'3'4'  entsprechen,  wollen  wir  untersuchen, 
welche  geraden  Linien  in  dem  Systeme  F  den  Verbindungslinien  der 
Ecken  der  beiden  Tetraeder  des  Systems  F'  entsprechen. 

Der  geraden  Linie  l'5'  entspricht  die  Doppeltangente  V  b\  deren 
Gleichung    aus    (60)    hervorgeht,    wenn   man    X^.  =  1,    Z^.  =  0,    Z^.  =  0, 

P^.  =  0    und    ZJ.  =  -^,    Yl.  =  -^^,    Z^'.  =  -^-,    P^;  =  -— -    setzt.      Die 

•^5  ^5  ^5  ^h 

Gleichung  dieser  Doppeltangente  wird  demnach  zu 

oder,  wenn  man  mit  den  Nennern  multiplicirt : 

F,,Z,P,  +  F,,  Y,P,  +  F,,r,Z,  =  0. 

Da  aber  die  Coordinaten  X5,  Tg,  Z5,  P5  statt  X,  Y,  Z,  P  gesetzt 
die  in  (56)  angegebene  Function  F  verschwinden  machen,  so  erhält  man 
die  identische  Gleichung: 
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mit  deren  Hülfe  die  vorhergehende  Gleichung  in 

und,  mit  Weglassung  des  Factors  X5,  in 

F,,:^,  +  F,,Z,  +  F,,P,=  0 

übergeht.  Diese  Gleichung  der  Doppeltangente  l'5'  ist  aber  gerade  die 
Gleichung  der  Doppeltangente  15,  wovon  man  sich  durch  (59)  über- 
zeugen kann.  Man  sieht  hieraus,  dass  die  16  Verbindungslinien  der 
Ecken  der  beiden  Tetraeder  in  dem  System  F  den  16  Verbindungslinien 
der  Ecken  der  beiden  Tetraeder  in  dem  System  F'  auf  folgende  Weise 
entsprechen : 


( 


,ri525354516263646    17273747    18283848 
^Hl'5^  2^5'  3^5^  4^5'  1^6^  2^6^  3^6^  4^6'  1^7'  2^7^  3^7'  4^7^  iV  2^8^  3^8'  4^8^ 


Es  können  nun  den  sechs  Kanten  des  Tetraeders  5  6  7  8  in  dem 
System  F  nur  noch  die  sechs  Kanten  des  Tetraeders  5' 6' 7' 8'  in  dem 
System  F'  entsprechen.  Es  bleibt  aber  zu  untersuchen  übrig,  in  welcher 
Weise  die  sechs  Kanten 

56        57        58        67        68        78 

des  ersten  Tetraeders  den  sechs  Kanten 

5^6^      5^7^       5'8'       6^7'       6^8^      7^8^ 

des  anderen  Tetraeders  entsprechen. 

Wir  werden  nachweisen,  dass  der  geraden  Linie  5' 6'  die  gerade 
Linie  5  6  nicht  entsprechen  kann. 

Wenn  5'  6'  und  5  6  entsprechende  gerade  Linien  wären,  so  würden, 
weil  die  geraden  Linien  5^6',  6' 2^,  2' 1^,  1^5'  in  dem  System  F^  ein  räum- 
liches Viereck  bilden,  die  diesen  geraden  Linien  entsprechenden  Doppel- 
tangenten 5  6,  6  2,  3  4,  15  die  Curve  vierter  Ordnung  z/  =  0  in  acht 
Punkten  berühren,  welche  in  einem  Kegelschnitt  liegen.  Es  berühren 
aber  die  vier  Doppeltangenten  5  6,  6  2,  2  1,  15  die  Curve  in  acht  Punkten, 
welche  in  einem  Kegelschnitt  liegen,   weil  die  diesen  Doppeltangenten  in 
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dem  System  F  entsprechenden  geraden  Linien  ein  räumliches  Viereck 
bilden.  Es  müssten  also  die  Doppeltangenten  1  2  und  3  4  zusammen- 
fallen; was  gegen  die  Annahme  ist. 

Eben  so  wenig  kann  die  gerade  Linie  5'  6'  der  geraden  Linie  5  7 
entsprechen.  Denn  die  geraden  Linien  6'l',  1^5',  5^6'  bilden  in  dem 
System  i^''  ein  Dreieck,  deren  entsprechende '  Doppeltangenten  6  1,  15,  5  7 
die  Curve  in  sechs  Punkten  berühren  müssten,  durch  welche  sich  kein 
Kegelschnitt  legen  lässt,  während  man  weiss,  dass  sich  durch  die  Be- 
rührungspunkte der  Doppeltangenten  6  1,  15,  5  7,  7  6  ein  Kegelschnitt 
legen  lässt.  Da  nun  die  gerade  Linie  5^6'  keiner  von  den  geraden 
Linien  5  6,  5  7,  5  8,  6  7,  6  8  entsprechen  kann,  so  muss  sie  der  geraden 
Linie   7  8  entsprechen. 

Es  entsprechen  also  die  Kanten  des  Tetraeders  5  6  7  8  den  Kanten 
des  Tetraeders  5' 6' 7' 8'  auf  folgende  Weise: 

f56     57     58     67     68     7  8, 

(^^  1  7^8'   6^8'   6^7'   5^8'   5^7'   5^6^ 

Auch  auf  directem  Wege  lässt  sich  dieses  nachweisen,  indem  man 
zeigt,  dass  sich  die  beiden  Ausdrücke  F^^^  und  F'r^.^.  nur  durch  einen  con- 
stanten  Factor  von  einander  unterscheiden.  Dieser  Beweis  lässt  sich  aber 
nicht  ohne  weitläufige  Transformation  der  genannten  Ausdrücke  durch- 
führen. Wir  wollen  uns  daher  mit  dem  gegebenen  Beweise  begnügen, 
und  in  der  Entwickelung  neuer  Resultate  fortfahren. 

Die  geraden  Linien  l'2',  2^6',  6' 5',  5' l'  bilden  in  dem  Systeme  F' 
ein  räumliches  Viereck.  Die  ihnen  entsprechenden  Doppeltangenten  3  4, 
2  6,  7  8,  5  1  berühren  also  die  Curve  vierter  Ordnung  z/  =  0  in  acht 
Punkten,  durch  welche  sich  ein  Kegelschnitt  legen  lässt.  Die  diesen 
Doppeltangenten  entsprechenden  geraden  Linien  in  dem  Systeme  F  ver- 
binden die  acht  Punkte  1,  2,  ...  8  paarweise;  aus  welcher  Bemerkung 
der  am  Ende  von  §   11   erwähnte  Satz  hervorgeht,  nämlich: 

Die  Berührungspunkte  von  vier  Doppeltangenten  der  Curve  vierter 
Ordnung  J  =  0  liegen  auf  einem  Kegelschnitt^  wenn  die  den  Doppel- 
tangenten entsprechenden  geraden  Linien  die  Punkte  12  ...  8  paar- 
weise verbinden. 
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13. 

Auf  dieselbe  Art,  wie  die  in  (8)  gegebene  Function  F  durch  die 
Substitutionen  (11)  in  die  Form  (56)  übergeht,  transformiren  die  Sub- 
stitutionen 

y  =  y^'^  +  y^n  +  yi'Q  +  y^  ^^. 

P  =  PJ  +  P^V  +  Pi'C  +  Ps^ 


61. 


dieselbe  Function  F  in  folgende: 

62.  F  =  F,,^rj  +  F,,rQ  +  F,sSd^  +  F,,if(;  +  F,,i^»  +  F.^^C»- 

Diese  Function  ist  nach  der  in  §  6  gegebenen  Erklärung  keine  neue 
Function  F,  weil  sie  eben  durch  die  linearen  Substitutionen  (61)  aus  der 
in  (8)  gegebenen  Function  F  hervorgeht.  Man  kann  aber,  so  wie  man 
aus  den  Coefficienten  der  Function  F  in  (56)  die  Function  F'  in  (58) 
componirte,  auch  hier  aus  den  Coefficienten  der  Function  F  in  (62) 
folgende  Function  F  zusammensetzen: 

63.  F=  F,Jr;  +  F,,rC  +  F,,'^&'+F,,rrQ'-^F,,ii&'  +  F,,'C  &\ 

Diese  Function  ist  nach  der  gegebenen  Erklärung  eine  von  F  ver- 
schiedene, also  eine  neue  Function  dieser  Gattung. 

Die  Functionen  F'  und  F  sind  nicht  verschiedene  Functionen,  weil 
die  eine  durch  lineare  Substitutionen  in  die  andere  übergeht.  Diese  Be- 
hauptung wird  durch  die  folgende  Betrachtung  gerechtfertigt  werden. 

Die  acht  Schnittpunkte  der  drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  /*  =  0, 
(^  =  0,  ip  =  0  lassen  sich  nach  dem  in  Grell e's  Journal  Bd.  20  S.  297  ^) 
ausgesprochenen  Lehrsatze  9  als  zwei  Systeme  harmonischer  Pole  einer 
andern  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ansehen.  Demnach  mögen  die  Schnitt- 
punkte 1,  2,  3,  4  das  eine  und  die  Schnittpunkte  5,  6,  7,  8  das  andere 
System  harmonischer  Pole  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  bilden,  deren 
Gleichung  *  =  0  sei.  Um  die  Bedingungen  dieser  Annahme  analytisch 
auszudrücken,  sollen  durch  a  und  b  irgend  zwei  von  den  Zahlen  1,  2,  3,  4 


1)  [Seite  37  dieser  Ausgabe.] 
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und  durch   p  und  q   irgend    zwei    von  den  Zahlen   5,   6,   7,   8    bezeichnet 
werden.     Alsdann  erhält  man: 

64.  X,  0'  {x,)  +  y,  *'  {y,)  +  z,  ^'  (^,)  +  g,  ^  {p,)  =  0, 

65.  x^<P'  {x^  +  y^  *'  {y^  +  z^  *'  {z^  +  p,  ^  (p,)  =  0. 

Die  erste  dieser  Gleichungen,  welche  sechs  Gleichungen  in  sich 
schliesst,  drückt  die  Bedingung  aus,  dass  die  Punkte  1,  2,  3,  4  ein 
System  harmonischer  Pole  der  Oberfläche  <#>  =  0  bilden.  Ebenso  drückt 
die  zweite,  welche  ebenfalls  sechs  Gleichungen  umfasst,  die  Bedingung 
aus,  dass  die  Punkte  5,  6,  7,  8  ein  System  harmonischer  Pole  derselben 
Oberfläche  bilden.  Diesen  zwölf  Gleichungen  haben  nun  die  neun  in  der 
Gleichung  der  Oberfläche  <P  =  0  enthaltenen  Constanten  zu  genügen ; 
was  unmöglich  zu  sein  scheint.  Es  ist  aber  an  der  citirten  Stelle  nach- 
gewiesen worden,  dass  drei  von  diesen  zwölf  Gleichungen  aus  den  neun 
anderen  folgen;  wesshalb  die  zwölf  Gleichungen  in  der  That  nur  die 
Stelle  von  neun  Gleichungen  vertreten,  aus  welchen  sich  die  neun  Con- 
stanten in  der  Function  0  auf  lineare  Weise  berechnen  lassen. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Bedingungsgleichungen  (64)  transformiren  die 
Substitutionen  (11)  die  Function  fp  in  die  Form: 

66.  cp  =  h,  X'  +  b,  Y'  +  ^3  Z'  +•  b,  P^ 

während    dieselbe    Function,    mit    Rücksicht    auf   die    Bedingungen    (65), 
durch  die  Substitutionen  (61)  die  Form 

67.  *  =  a,  r  +  a,  if  +  ^3  ^^  +  a,  d' 

annimmt. 

Setzt  man  nun  die  aus  den  Substitutionen  (11)  und  (61)  genommenen 
Werthe  von  x  einander  gleich  und  ebenso  die  Werthe  von  y,  z,  p,  so 
erhält  man  vier  Gleichungen,  welche,  nach  X,  Y,  Z,  P  aufgelöst, 
folgende  Substitutionen  ergeben: 


68. 


x  =  x,'§-{-x,n-{-x.X-^x,d^, 

Y=Y,'§+Y,n+Y,'Q+  Y,d, 
z  =  za -^  Z,ri -^  Z.X+  z,&, 
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In  der  That:  wenn  ^=1,  ^?  =  0,  ^=0,  0^=0  ist,  so  nehmen  die 
Variabein  x,  y,  z,  p  nach  (61)  die  Werthe  %,  ^5,  ^5,  p^  an,  welchen 
letzteren  nach  (11)  die  Werthe  X5,  Z5,  Z5,  P5  der  Variabein  X,  Y,  Z,  P 
entsprechen,  die  man  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  (68)  erhält,  wenn 
man  ^  =  1,  ^y  =  0,  ^  =  0,  ^  =  0   setzt. 

Demnach  haben  die  Substitutionen  (68)  die  Eigenschaft,  dass  sie  die 
Function  (66),  welche  nur  die  Quadrate  der  Variabein  X,  Y  ,  .  .  enthält, 
in  die  Function  (67)  transformiren ,  welche  ebenfalls  nur  die  Quadrate 
der  Variabein  §,  rj,  ...  enthält. 

Eine  andere  Eigenschaft  der  Substitutionen  (68)  ergiebt  sich  aus  der 
Ansicht  der  Functionen  (56)  und  (62).  Sie  transformiren  die  eine  Function, 
in  welcher  die  Quadrate  der  Variabein  fehlen,  in  die  andere  Function, 
in  welcher  ebenfalls  die  Quadrate  der  Variabein  fehlen. 

Es  haben  demnach  die  genannten  Substitutionen  die  beiden  Eigen- 
schaften, welche  der  in  Grell e's  Journal  Bd.  45  S.  100^)  bewiesene 
Lehrsatz  3  verlangt.  Der  genannte  Lehrsatz  tritt  also  hier  in  Wirksamkeit. 
Nach  diesem  Lehrsatze  wird  die  Function  (58),  nämlich: 

r  =  F,,r  Y'  +  F,,r  z'  -\-  F,,r  p'  +  F,,r  z'  +  F,,r  p' 

durch   die  Substitutionen 

■\r^  1       ^//     ,         1         //     ,         1      «>//     ,  1       n// 


70. 


Y  =^-^    -{-^^V    +^^Q    ^^y-^  , 

-^5  -'-e  -'-1  -^8 


m 


/  i .  ^1  ^2     3     4 
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transformirt,  indem  der  Kürze  wegen 

und    Ä""  =  X  Y  Z  P 

K       X       y.       >< 

gesetzt  ist.  Vergleicht  man  die  Function  F'  in  (71)  mit  der  Function  i^ 
in  (63),  so  findet  sich,  dass  sie  sich  nur  durch  einen  constanten  Factor 
von  einander  unterscheiden.  Sie  sind  also  nach  der  in  §  6  gegebenen 
Erklärung  keine  verschiedenen  Functionen. 

14. 

Um  eine  neue  Function  F  aus  der  in  (8)  gegebenen  Function  F 
abzuleiten,  transformire  man  die  gegebene  Function  durch  lineare  Sub- 
stitutionen, welche  sich  von  den  Substitutionen  (11)  nur  dadurch  unter- 
scheiden, dass  der  Index   5   statt  des  Index   4  gesetzt  wird,  in: 

72.      F=F,,XY  +  F,,XZ -\-F,,XF  +  F^^Z  +  F,,YF+F,,ZP. 

Aus  den  Coefficienten  der  Variabein  der  auf  diese  Weise  transfor- 
mirten  Function  componire  man  die  neue  Function 

F"=  F,,  X"  r"  +  F,,  X"  Z"  +  F,,  Z"  P"  +  F\,  F"  Z" 

-^F,,Y''P''  +F,,Z"F\ 

Die  acht  Schnittpunkte  der  drei  Oberflächen 

d-A  ''        dX         ^''        3,«  ' 

haben  wir  mit  den  Zahlen  1,  2,  ...  8  bezeichnet.  Die  acht  Schnitt- 
punkte der  drei  Oberflächen 

az         "^^        dl         ^'        d^i         ^' 

welche  in  gleicher  Weise  der  Function  F''  entsprechen,  werden  wir  mit 
l'',  2'\  ...  8''  bezeichnen.  Endlich  stellen  wir  die  Coordinaten  der  ersten 
und  der  zweiten  acht  Punkte  wie  folgt  übersichtlich  zusammen: 
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X    Y    Z    P 


X"  Y"  Z"  P' 


1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

X, 

r. 

z, 

p. 

^6 

r. 

z. 

Pe 

X, 

Y. 

z, 

P. 

Xs 

Ts 

Zs 

Ps 

1' 

2' 
3" 

5" 

4'' 
6" 

7" 


1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

X, 

y. 

■^4 

p. 

1 

1 

1 

1 

^6 

Ye 

^ 

Pe 

1 

1 

1 

1 

X, 

y, 

^, 

P, 

1 

1 

1 

1 

^8 

^8 

^8 

Ps 

Es  versteht  sich,  dass  diese  Coordinaten  andere  Werthe  haben,  als 
die  mit  demselben  Zeichen  bezeichneten  in  den  beiden  Schematen  des  §  11. 

Es  entsprechen  nun  die  Kanten  des  Tetraeders  12  3  5  den  Kanten 
des  Tetraeders   r'2''3''5''  in  folgender  Weise: 


(Ä") 


12        13        15        23        25        3    5, 

3"  5"      2"  5"     2"  3"      1"5"      l"3"      l"  2". 


Ebenso    werden   die  Kanten   des   Tetraeders  4  6  7  8    den  Kanten   des 
Tetraeders  4"  6"  7" 8"  wie  folgt  entsprechen: 


iC") 


{r 


6       47        48        67        68       7   8, 
8"     6"  8"      6"  7"     4"  8"     4^7"     4'' 6". 


Endlich  entsprechen  die  Verbindungslinien  der  Ecken  der  dem 
System  F  angehörigen  Tetraeder  den  Verbindungslinien  der  Ecken  der 
dem  System  F''  angehörigen  Tetraeder  auf  folgende  Weise: 


( 


D//X  h4161718    24262728    343637 
^  \  1"4"  1"6"  VT  r'8"  2"4"  2"6"  2''7"  2''8''  3"4"  3"6"  3''7 


38    5456575  8, 
3''8"5'T5"6"5"7"5"8''. 


Hätte  man  am  Anfang  dieses  Paragraphen  lineare  Substitutionen  ge- 
wählt, welche  sich  von  den  Substitutionen  (61)  nur  dadurch  unterscheiden, 
dass  der  Index  5  in  den  Index  4  verändert  ist,  so  würde  man  schliesslich 
eine  Function  F    erhalten   haben,    welche    von  F''  nicht  verschieden   ist. 

49* 
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Fährt  man  in  der  vorgezeichneten  Weise  fort,  aus  der  gegebenen 
Function  F  neue  Functionen  dieser  Gattung  zu  bilden,  so  ist  leicht  zu 
sehen,  dass  man  so  viele  neue  Functionen  B"  erlangen  wird,  als  die  acht 
Punkte  1,  2,  ...  8  in  zwei  Gruppen  von  vier  Punkten  sich  vertheilen  lassen. 
Nimmt  man  noch  die  gegebene  Function  F  hinzu,  so  erhält  man  den  Satz: 

Einer  gegebenen  Gurve  vierter  Ordnung  J  ==  0  entsprechen  36  ver- 
schiedene Functionen  F,  deren  Determinanten  sämmtlich  gleich  z/  sind. 

Jeder  dieser  Functionen  entspricht  ein  System  von  28  geraden, 
acht  Punkte  des  Raumes  paarweise  verbindenden  Linien,  welche  in  der 
beschriebenen  Weise  den  28  Doppeltangenten  der  gegebenen  Curve  ent- 
sprechen. In  der  folgenden  Tafel  findet  man  die  den  28  Doppeltangenten 
in  den  verschiedenen  Systemen  entsprechenden  geraden  Linien  zusammen- 
gestellt. Die  Zahlen  der  ersten  verticalen  Reihe  in  der  Tafel  entsprechen 
den  36  verschiedenen  Functionen  F,  Die  letzte  verticale  Reihe  enthält  die 
diesen  Functionen  entsprechenden  zwei  Gruppen  der  acht  Punkte  1,  2,  ...  8. 
Ausserdem  findet  man  in  der  ersten  horizontalen  Reihe  die  28  den  Doppel- 
tangenten in  dem  Systeme  F  entsprechenden  geraden  Linien  verzeichnet. 
Darunter  stehen  die  diesen  entsprechenden  geraden  Linien  des  Systems  F\ 
wie  sie  in  Ä ,  B\  C'  angegeben  sind,  mit  Weglassung  des  Index  '.  Die 
folgende  horizontale  Reihe  enthält  die  entsprechenden  geraden  Linien  des 
Systems  F''  nach  Vorschrift  von  Ä\  B\  G" ,  mit  Weglassung  des  Index  ''  etc. 

Der  Gebrauch  der  am  Schluss  dieses  Paragraphen  angehängten  Tafel 
ergiebt  sich  nach  dem  Vorgehenden  von  selbst.  So  entnehmen  wir  zum 
Beispiel,  gestützt  auf  den  zweiten  Satz  des  §  9,  aus  der  Tafel,  da  12, 
25,  56,  61  in  der  Reihe  35  ein  Viereck  bilden,  dass  die  ihnen  ent- 
sprechenden Doppeltangenten  in  der  Reihe  0,  nämlich  12,  34,  56,  78 
die  Curve  der  vierten  Ordnung  z/  =:  0  in  acht  Punkten  berühren,  welche 
in  einem  Kegelschnitt  liegen;  w^as  wir  am  Ende  des  §  12  in  Gestalt  eines 
Satzes  ausgedrückt  haben. 

Zur  Vervollständigung  des  obigen  Satzes  in  diesem  Paragraphen 
bleibt  noch  nachzuweisen  übrig,  dass  der  Curve  vierter  Ordnung  z/  =  0 
ausser  den  genannten  36  Functionen  F,  nicht  noch  andere  Functionen  F 
entsprechen,  deren  Determinanten  gleich  /l  sind.  Diesen  Nachweis  wird 
der  folgende  Paragraph  geben. 
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0.  12  13  14  15  16  17  18  23  24  25  26  27  28  34  35  36  37  38  45  46  47  48  56  57  58  67  68  78 

1.  34  24  23  15  16  17  18  14  13  25  26  27  28  12  35  36  37  38  45  46  47  48  78  68  67  58  57  56 

2.  35  25  14  23  16  17  18  15  24  13  26  27  28  34  12  36  37  38  45  78  68  67  56  57  58  48  47  46 

3.  36  26  14  15  23  17  18  16  24  25  13  27  28  34  35  12  37  38  78  46  58  57  56  48  47  67  68  45 

4.  37  27  14  15  16  23  18  17  24  25  26  13  28  34  35  36  12  38  68  58  47  56  48  57  46  67  45  78 

5.  38  28  14  15  16  17  23  18  24  25  26  27  13  34  35  36  37  12  67  57  56  48  47  46  58  45  68  78 

6.  45  13  25  24  16  17  18  23  15  14  26  27  28  34  35  78  68  67  12  46  47  48  56  57  58  38  37  36 

7.  46  13  26  15  24  17  18  23  16  25  14  27  28  34  78  36  58  57  45  12  47  48  56  38  37  67  68  35 

8.  47  13  27  15  16  24  18  23  17  25  26  14  28  34  68  58  37  56  45  46  12  48  38  57  36  67  35  78 

9.  48  13  28  15  16  17  24  23  18  25  26  27  14  34  67  57  56  38  45  46  47  12  37  36  58  35  68  78 

10.  56  13  14  26  25  17  18  23  24  16  15  27  28  78  35  36  48  47  45  46  38  37  12  57  58  67  68  34 

11.  57  13  14  27  16  25  18  23  24  17  26  15  28  68  35  48  37  46  45  38  47  36  56  12  58  67  34  78 

12.  58  13  14  28  16  17  25  23  24  18  26  27  15  67  35  47  46  38  45  37  36  48  56  57  12  34  68  78 

13.  67  13  14  15  27  26  18  23  24  25  17  16  28  58  48  36  37  45  38  46  47  35  56  57  34  12  68  78 

14.  68  13  14  15  28  17  26  23  24  25  18  27  16  57  47  36  45  38  37  46  35  48  56  34  58  67  12  78 

15.  78  13  14  15  16  28  27  23  24  25  26  18  17  56  46  45  37  38  36  35  47  48  34  57  58  67  68  12 

16.  12  45  35  34  16  17  18  23  24  25  78  68  67  15  14  36  37  38  13  46  47  48  56  57  58  28  27  26 

17.  12  46  36  15  34  17  18  23  24  78  26  58  57  16  35  14  37  38  45  13  47  48  56  28  27  67  68  25 

18.  12  47  37  15  16  34  18  23  24  68  58  27  56  17  35  36  14  38  45  46  13  48  28  57  26  67  25  78 

19.  12  48  38  15  16  17  34  23  24  67  57  56  28  18  35  36  37  14  45  46  47  13  27  26  58  25  68  78 

20.  12  56  14  36  35  17  18  23  78  25  26  48  47  34  16  15  37  38  45  46  28  27  13  57  58  67  68  24 

21.  12  57  14  37  16  35  18  23  68  25  48  27  46  34  17  36  15  38  45  28  47  26  56  13  58  67  24  78 

22.  12  58  14  38  16  17  35  23  67  25  47  46  28  34  18  36  37  15  45  27  26  48  56  57  13  24  68  78 

23.  12  07  14  15  37  36  18  23  58  48  26  27  45  34  35  17  16  38  28  46  47  25  56  57  24  13  68  78 

24.  12  68  14  15  38  17  36  23  57  47  26  45  28  34  35  18  37  16  27  46  25  48  56  24  58  67  13  78 

25.  12  78  14  15  16  38  37  23  56  46  45  27  28  34  35  36  18  17  26  25  47  48  24  57  58  67  68  13 

26.  12  13  56  46  45  17  18  78  24  25  26  38  37  34  35  36  28  27  16  15  47  48  14  57  58  67  68  23  l  23^8 

1457 

2368 
1458 
2367 
1467 
2358 
1468 
2357 
1478 
2356 
1567 
2348 


27.  12  13  57  47  16  45  18  68  24  25  38  27  36  34  35  28  37  26  17  46  15  48  56  14  58  67  23  78 

28.  12  13  58  48  16  17  45  67  24  25  37  36  28  34  35  27  26  38  18  46  47  15  56  57  14  23  68  78 

29.  12  13  67  15  47  46  18  58  24  38  26  27  35  34  28  36  37  25  45  17  16  48  56  57  23  14  68  78 

30.  12  13  68  15  48  17  46  57  24  37  26  35  28  34  27  36  25  38  45  18  47  16  56  23  58  67  14  78 

31.  12  13  78  15  16  48  47  56  24  36  35  27  28  34  26  25  37  38  45  46  18  17  23  57  58  67  68  14 

32.  12  13  14  67  57  56  18  48  38  25  26  27  34  28  35  36  37  24  45  46  47  23  17  16  58  15  68  78 

33.  12  13  14  68  58  17  56  47  37  25  26  34  28  27  35  36  24  38  45  46  23  48  18  57  16  67  15  78 

34.  12  13  14  78  16  58  57  46  36  25  34  27  28  26  35  24  37  38  45  23  47  48  56  18  17  67  68  15 

35.  12  13  14  15  78  68  67  45  35  34  26  27  28  25  24  36  37  38  23  46  47  48  56  57  58  18  17  16 
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15. 

Die    Zahl    der    Combinationen    der    28    Doppeltangenten    der    Curve 

28   27    26 
vierter    Ordnung    z/=Oj    zu    dreien,    beträgt  — '      ' —  =  3276.      Unter 

diesen  Combinationen  von  drei  Doppeltangenten  giebt  es  solche,  deren 
Berührungspunkte  nicht  auf  einem  Kegelschnitt  liegen  und  solche,  durch 
deren  Berührungspunkte  sich  ein  Kegelschnitt  legen  lässt. 

Es  giebt  2016  Coinhinationenlvon  drei  Doppeltang enten  einer 
Curve  vierter  Ordnung  z/  ==  0 ,  deren  Berührungspunkte  nicht  in 
einem  Kegelschnitt  liegen. 

In  der  That:  in  §  10  wurde  nachgewiesen,  dass  das  der  Function  F 
entsprechende  System  von  Berührungscurven  dritter  Ordnung  a  =  Q 
56  Combinationen  von  drei  Doppeltangenten  in  sich  schliesst,  durch 
deren  Berührungspunkte  sich  kein  Kegelschnitt  legen  lässt.  Da  man  aber 
36  Systeme  von  Berührungscurven  dritter  Ordnung  hat,  welche  den 
36  Functionen  F  entsprechen,  so  hat  man  auch  36.56  =  2016  Com- 
binationen von  drei  Doppeltangenten,  deren  Berührungspunkte  nicht  auf 
einem  Kegelschnitt  liegen.  Zwei  von  diesen  Combinationen,  welche  ver- 
schiedenen Systemen  von  Berührungscurven  angehören,  können  aber  nicht 
zusammenfallen,  weil  dann  nach  dem  zweiten  Satze  in  §  6  die  beiden 
Systeme  selbst  zusammenfallen  müssten. 

Die  in  dem  Satze  angegebene  Zahl  von  Combinationen  erhält  man 
auch,  durch  folgende  Betrachtung.  Nach  dem  zweiten  Satze  in  §  10 
wird  man  so  viele  Combinationen  von  drei  Doppeltangenten  haben,  deren 
Berührungspunkte  nicht  in  einem  Kegelschnitt  liegen,  als  die  28,  den 
Doppeltangenten  in  dem  System  F  entsprechenden  geraden  Linien  ver- 
schiedene Dreiecke  bilden.  Die  28  geraden  Linien  des  Systems  F  bilden 
aber  56  verschiedene  Dreiecke.  Mithin  giebt  es,  erstens,  56  Combinationen 
von  drei  Doppeltangenten,  deren  Berührungspunkte  nicht  in  einem  Kegel- 
schnitt liegen. 

Nach,  dem  ersten  Satze  in  §  12  wird  man  so  viele  Combinationen 
von  drei  Doppeltangenten  angeben  können,  deren  Berührungspunkte  nicht 
in  einem  Kegelschnitt  liegen,  als  von  den  28,  den  Doppeltangenten  in 
dem  Systeme  F   entsprechenden    geraden    Linien    drei    in    einem    Punkte 
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zusammenstossen.  Von  diesen  geraden  Linien  stossen  aber  280  mal  drei 
in  einem  Punkte  zusammen.  Mithin  giebt  es,  zweitens,  280  Combinationen 
von  drei  Doppeltangenten  der  bezeichneten  Art. 

Es  giebt  noch  eine  dritte  Art  von  Combinationen  von  drei  Doppel- 
tangenten, deren  Berührungspunkte  nicht  in  einem  Kegelschnitt  liegen. 
In  der  Tafel  des  vorhergehenden  Paragraphen  sahen  wir,  dass  in  der 
Reihe  1  die  geraden  Linien  34,  24,  45  in  einem  Punkte  zusammen- 
stossen; woraus  zu  schliessen  -ist,  dass  die  ihnen  entsprechenden  Doppel- 
tangenten 12,  13,  45  in  der  Reihe  0  die  Curve  vierter  Ordnung  in 
sechs  Punkten  berühren,  welche  nicht  auf  einem  Kegelschnitt  liegen; 
was  sich  allgemeiner  so  ausdrücken  lässt: 

Die  Berührungspunkte  von  drei  Doppeltangenten  der  Curve  vierter 
Ordnung  J  =  0  liegen  nicht  auf  einem  Kegelschnitt,  wenn  nur  2wei 
von  den,  den  drei  Doppeltangenten  entsprechenden  geraden  Linien 
sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

Die  28  den  Doppeltangenten  entsprechenden  geraden  Linien  in 
dem  System  F  bilden  1680  Combinationen  von  der  eben  bezeichneten 
Art.  Es  giebt  also  1680  Combinationen  von  drei  Doppeltangenten 
dritter  Art. 

Durch  Addition  der  drei  angegebenen  Zahlen  der  Combinationen 
erhält  man  nun  die  in  dem  obigen  Satze  angegebene  Gesammtzahl  von 
Combinationen  von  drei  Doppeltangenten,  deren  Berührungspunkte  nicht 
in  einem  Kegelschnitt  liegen. 

Es  giebt  1260  Combinationen  von  drei  Doppeltangenten  einer 
Curve  vierter  Ordnung  J  =  0 ,  deren  Berührungspunkte  auf  einem 
Kegelschnitt  liegen. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  gehe  man  auf  den  zweiten  Satz  in 
§  9  zurück.  Nach  diesem  Satze  wird  man  so  viele  Combinationen  von 
vier  Doppeltangenten  angeben  können,  deren  Berührungspunkte  auf  einem 
Kegelschnitt  liegen,  als  die  28,  den  Doppeltangenten  in  dem  Systeme  F 
entsprechenden  geraden  Linien  verschiedene  räumliche  Vierecke  bilden. 
Da  aber  diese  geraden  Linien  210  verschiedene  Vierecke  bilden,  so  giebt 
es  auch  210  verschiedene  Kegelschnitte,  welche  durch  die  Berührungs- 
punkte von  vier  Doppeltangenten  hindurchgehen. 
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Nach  dem  letzten  Satze  in  §  12  giebt  es  ferner  so  viele  Com- 
binationen  von  vier  Doppeltangenten,  durch  deren  Berührungspunkte  ein 
Kegelschnitt  hindurchgeht,  als  Systeme  von  vier  geraden  Linien,  welche 
die  acht  Punkte  1,  2,  ...  8  paarweise  verbinden.  Da  sich  nun  105  solcher 
Systeme  von  vier  geraden  Linien  finden  lassen,  so  hat  man  noch  105 
verschiedene  Kegelschnitte,  welche  durch  die  Berührungspunkte  von  vier 
Doppeltangenten  hindurchgehen. 

Es  giebt  also    315   Combinationen  von   vier  Doppeltangenten  der 

Curve   vierter  Ordnung  J  =  0,    deren  Berührungspunkte   auf  einem 

Kegelschnitt  liegen. 

Derselbe  Satz  ist  im  §  11*  auf  einem  anderen  Wege  bewiesen  und 
dort  so  ausgedrückt  worden: 

Die  Zahl  der  Kegelschnitte,  welche  durch  acht  Berührungspunkte 
von  vier  Doppeltangenten  der  Curve  vierter  Ordnung  gelegt  werden 
können,  ist  gleich  315. 

Jede  von  den  315  Combinationen  von  vier  Doppeltangenten  des 
vorstehenden  Satzes  enthält  vier  Combinationen  von  drei  Doppeltangenten, 
durch  deren  Berührungspunkte  ein  Kegelschnitt  geht.  Mithin  ist  4.315 
=  1260  die  Zahl  der  Combinationen  von  drei  Doppeltangenten,  durch 
deren  Berührungspunkte  ein  Kegelschnitt  geht. 

Wir  haben  demnach  2016  Combinationen  nach  Vorschrift  des  ersten 
Satzes  und  1260  Combinationen,  wie  sie  der  zweite  Satz  verlangt. 
Da  die  Summe  beider  Zahlen  3276  die  Gesammtzahl  der  Combinationen 
der  28  Doppeltangenten  zu  dreien  ist,  so  sondern  sich  die  letzteren  in 
zwei  Gruppen,  von  denen  die  Berührungspunkte  der  ersteren  nicht  in 
einem  Kegelschnitt  liegen,  während  die  Berührungspunkte  der  andern 
in  einem  Kegelschnitt  liegen. 

Wir  sind  nun  im  Stande,  den  Beweis  zu  führen,  dass  der  gegebenen 
Curve  vierter  Ordnung  J=0  nicht  mehr  als  die  36  genannten  Func- 
tionen F  entsprechen,  deren  Determinanten  sämmtlich  gleich  J  sind. 
Denn  gäbe  es  ausser  ihnen  noch  eine  andere  Function  F,  so  würden 
dieser,  ausser  den  genannten  2016  Combinationen  noch  56  neue  Com- 
binationen von  drei  Doppeltangenten  entsprechen,  deren  Berührungspunkte 
nicht  auf  einem  Kegelschnitt  liegen;  was  mit  den  vorhergehenden  Sätzen 
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nicht  vereinbar  ist.  Es  entsprechen  also  einer  gegebenen  Curve  vierter 
Ordnung  z/  =  0  nur  36  Functionen  F,  deren  Determinanten  sämmtlich 
gleich  z/  sind. 

Da  man  nur  die  Kenntniss  der  Function  F,  oder  des  ihr  ent- 
sprechenden Systems  von  Berührungscurven  dritter  Ordnung  voraussetzte, 
so  Hessen  sich  am  Ende  des  §  10  nur  28  verschiedene  Systeme  Berührungs- 
kegelschnitte daraus  ableiten.  Wir  haben  aber  36  verschiedene  Functionen  F 
kennen  gelernt.  Mithin  würden  28.36  Systeme  Berührungskegelschnitte 
vorhanden  sein,  wenn  die  verschiedenen  Functionen  F  nur  verschiedene 
Systeme  von  Berührungskegelschnitten  darböten.  Jedes  System  von  Be- 
rührungskegelschnitten entspricht  aber  16  verschiedenen  Functionen  F, 
Mithin  ist  die  Zahl  der  verschiedenen  Systeme  von  Berährungs- 
kegelschnitten  einer  gegebenen  Curve  vierter  Ordnung  J  =  0  gleich  63. 

Diesen  Satz  findet  man  in  §  10*  anders  bewiesen.  Dass  jedes  System 
von  Berührungskegelschnitten  aus  16  verschiedenen  Functionen  F  sich 
auf  die  in  §  10  angegebene  Art  ableiten  lässt,  lässt  sich  auf  die  Weise 
deutlich  machen,  dass  man  nachweist,  wie  ein  bestimmter  Berührungs- 
kegelschnitt, zum  Beispiel  das  mit  12  und  13  bezeichnete  Doppeltangenten- 
paar, 16  verschiedenen  Functionen  F  entspricht.  Aus  der  Tafel  im  vor- 
hergehenden Paragraphen  ist  zu  sehen,  dass  das  genannte  Doppeltangenten- 
paar den  sechs  Functionen  F  entspricht,  welchen  die  Indices  0,  1,  ...  5 
zukommen  und  den  zehn  Functionen  F,  welchen  die  Indices  26,  27, ...  35 
zukommen,  während  dieses  Doppeltangentenpaar  allen  übrigen  Func- 
tionen F  nicht  entspricht. 

16. 

Am  Ende  von  §  1 0  haben  wir  auf  die  Curven  dritter  Ordnung  auf- 
merksam gemacht,  welche  durch  die  Berührungspunkte  von  sechs  Doppel- 
tangenten der  Curve  vierter  Ordnung  J  =  0  hindurchgehen.  Wir  wieder- 
holen hier  den  ersten  Theil  des  dort  bewiesenen  Satzes: 

a)  Die  Berührungspunkte  von  sechs  Doppeltangenten  der  Curve 
vierter  Ordnung  J  =  0  liegen  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung^  wenn 
die  den  sechs  Doppeltangenten  entsprechenden  geraden  Linien  zwei 
gesonderte  Dreiecke  bilden, 

Hesse's  Werke.  ^ö 
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Man  wird  demnach  so  viele  Combinationen  von  sechs  Doppeltangenten 
der  genannten  Art  haben,  als  sich  Ebenenpaare  durch  je  sechs  von  den 
acht  Punkten  1,  2,  ...  8  hindurchlegen  lassen.  Durch  sechs  Punkte  lassen 
sich  zehn  Ebenenpaare  hindurchlegen;  also  durch  je  sechs  von  acht  Punkten 
gehen  28. 10  =  280  Ebenenpaare.  Bezeichnet  man  nun  durch  a  die  Zahl 
der  Combinationen  von  sechs  Doppeltangenten,  deren  in  dem  Systeme  F 
entsprechende  gerade  Linien  zwei  gesonderte  Dreiecke  bilden,  so  erhält 
man  für  die  Zahl  der  verschiedenen  Curven  dritter  Ordnung,  welche 
durch  die  Berührungspunkte  von  sechs  Doppeltangenten  der  bezeichneten 
Art  hindurchgehen: 

a  =  280. 

h)  Die  Berührungspunkte  von  sechs  Doppeltang enten  einer  Curve 
vierter  Ordnung  J  =  0  liegen  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung,  wenn 
fünf  von  den,  den  sechs  Doppeltangenten  entsprechenden  geraden 
Linien  in  einem  Punkte  zusammenstossen  und  die  sechste  keine  von 
den  genannten  geraden  Linien  schneidet. 

In  der  That:  da  die  geraden  Linien  der  ersten  horizontalen  Reihe: 
34,  42,  23,  51,  16,  65  in  der  Tafel  zwei  gesonderte  Dreiecke  bilden, 
wie  sie  der  vorhergehende  Satz  a)  verlangt,  so  geht  durch  die  Berührungs- 
punkte der  ihnen  entsprechenden  Doppeltangenten  12,  13,  14,  15,  16,  78 
der  Oten  horizontalen  Reihe  eine  Curve  dritter  Ordnung  hindurch. 
Bezeichnet  man  durch  &  die  Zahl  dieser  Art  Curven  dritter  Ordnung, 
so  erhält  man  diese  Zahl,  wenn  man  die  Zahl  der  Combinationen  von 
sieben  Elementen  zur  zweiten  Classe  mit  8  multiplicirt.     Es  ist  also: 

h=  168. 

Die  geraden  Linien  23,  34,  24,  56,  67,  57  in  der  ersten  horizon- 
talen Reihe  der  Tafel  bilden  zwei  gesonderte  Dreiecke.  Die  ihnen  ent- 
sprechenden Doppeltangenten  in  der  Oten  horizontalen  Reihe  berühren 
also  die  Curve  vierter  Ordnung  z/ =  0  in  zwölf  Punkten,  welche  auf 
einer  Curve  dritter  Ordnung  liegen;  welche  Bemerkung  sich  so  aus- 
drücken lässt: 

c)  Die  Berührungspunkte  von  sechs  Doppeltangenten  der  Curve 
vierter  Ordnung  /t  =  Obliegen  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung,  wenn 
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drei  von  den,  den  Boppeltangenten  entsprechenden  geraden  Linien 
drei  in  einer  Ecke  zusammenstossende  Kanten  eines  Tetraeders,  und 
die  drei  andern  den  Boppeltangenten  entsprechenden  geraden  Linien 
drei  in  einer  Ecke  zusammenstossende  Kanten  eines  zweiten  von  dem 
ersten  gesonderten  Tetraeders  bilden. 

Die  Zahl  c  dieser  Curven  dritter  Ordnung  wird  560  sein;  welche 
ergiebt,  wie  oft  die  acht  Punkte  1,  2,  ,  .  .  8  sich  in  zwei  Gruppen  von 
je  vier  Punkten  vertheilen  lassen,  multiplicirt  mit  16.     Demnach  ist: 

c  =  560. 

Mit  Hülfe  eines  dieser  Sätze  wird  man  in  der  Tafel  vergeblich  nach 
neuen  Combinationen  von  sechs  Doppeltangenten  der  Linien  vierter  Ord- 
nung z/ =  0  suchen,  durch  deren  Berührungspunkte  eine  Curve  dritter 
Ordnung  hindurchgeht.  Diese  Sätze  führen  vielmehr  auf  einander  zurück. 
Addirt  man  die  Zahlen  a,  h,  c,  so  erhält  man  1008  als  Gesammtzahl 
der  Combinationen  von  sechs  Doppeltangenten,  durch  deren  Berührungs- 
punkte Curven  dritter  Ordnung  hindurchgehen.  Es  ist  aber  wichtig,  zu 
bemerken,  dass  in  jeder  der  bezeichneten  Combinationen  von  sechs  Doppel- 
tangenten nicht  drei  Doppeltangenten  gefunden  werden  können,  durch 
deren  Berührungspunkte  ein  Kegelschnitt  hindurchgeht;  wovon  man  sich 
leicht  durch  den  Vergleich  mit  den  drei  in  §  15  angeführten  Arten  von 
Combinationen  von  drei  Doppeltangenten  überzeugt,  deren  Berührungs- 
punkte nicht  auf  einem  Kegelschnitt  liegen.     Wir  können  demnach  sagen; 

Es  giebt  1008  verschiedene  Curven  dritter  Ordnung,  welche  durch 
die  Berührungspunkte  von  sechs  Boppeltangenten  einer  Curve  vierter 
Ordnung  J  =  0  hindurchgehen,  unter  denen  nicht  d^^ei  Boppeltangenten 
enthalten  sind,  deren  Berührungspunkte  auf  einem  Kegelschnitt  liegen. 

Wenn  man  die  letzte  Bestimmung,  dass  die  Berührungspunkte  von 
je  drei  der  sechs  Doppeltangenten  nicht  in  einem  Kegelschnitt  liegen 
sollen,  aufhebt,  so  findet  man  noch  mehr  Curven  von  der  genannten  Art, 
indem  man  von  dem  zweiten  Theile  des  am  Ende  des  §  10  bewiesenen 
Satzes  ausgeht: 

A)  Bie  Berührungspunkte  von  sechs  Boppeltangenten  der  Curve 
vierter    Ordnung    J  =  0    liegen    auf  einer    Curve    dritter    Ordnung, 

50* 
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wenn  die  den  sechs  Doppeltangenten  entsprechenden  geraden  Linien 
zwei  Breiecke  bilden,  welche  eine  Ecke  gemein  haben. 
Nach  diesem  Satze  werden  die  den  Seiten  der  beiden  Dr  eiecke  12  3 
3  4  5  entsprechenden  Doppeltangenten  die  Curve  vierter  Ordnung  J  =-~  0 
in  zwölf  Punkten  berühren,  welche  in  einer  Curve  dritter  Ordnung  liegen. 
Verbindet  man  die  beiden  Punkte  2  und  5  durch  eine  gerade  Linie,  so 
bilden  die  Seiten  der  beiden  Dreiecke  mit  der  geraden  Linie  25  zwei 
räumliche  Vierecke  2  13  5  und  2  3  45,  mit  der  gemeinschaftlichen  Seite  25. 
Nach  dem  zweiten  Satze  in  §  9  liegen  die  Berührungspunkte  der  den 
Seiten  der  beiden  Dreiecke  entsprechenden  Doppeltangenten  auf  zwei 
Kegelschnitten,  welche  sich  in  den  Berührungspunkten  der  Doppel- 
tangente 25  schneiden.  Dieser  Doppeltangente  25  entspricht  also  die 
angegebene  Combination  der  sechs,  den  Seiten  der  beiden  Dreiecke  ent- 
sprechenden Doppeltangenten.  Die  Zahl  aller  Combinationen ,  welche  in 
gleicher  Weise  der  Doppeltangente  25  entsprechen,  wird  demnach  der 
Zahl  der  Combinationen  der  sechs  Elemente  1,  3,  4,  6,  7,  8  zur  dritten 
Classe,  multiplicirt  mit  der  Zahl  der  Permutationen  von  drei  Elementen 
gleich  sein,  also  =  20.6  =  120.  Da  wir  aber  28  Doppeltangenten  der 
Curve  vierter  Ordnung  haben,  und  jeder  von  ihnen  120  Combinationen 
entsprechen,  so  würde  man  im  Ganzen  120.28  Combinationen  von  sechs 
Doppeltangenten  erhalten,  deren  entsprechende  gerade  Linien  zwei  Drei- 
ecke bilden,  mit  einer  gemeinschaftlichen  Ecke,  wenn  jede  Combination 
nur  einer  Doppeltangente  in  der  angegebenen  Weise  entspräche.  Die 
eben  angegebene  Combination  entspricht  aber  eben  so  der  Doppel- 
tangente 25,  als  der  Doppeltangente  15,  oder  14,  oder  24.  Es  ist  daher 
jede  Combination  4  mal  gezählt.  Bezeichnet  man  nun  durch  Ä  die  Zahl 
der  verschiedenen  Combinationen  von  sechs  Doppeltangenten,  deren  ent- 
sprechende Linien  zwei  Dreiecke  mit  einer  gemeinschaftlichen  Ecke 
bilden,  so  ergiebt  sich 

^  _  i20,2^  _  840_ 
4 

BJ  Bie  Berührungspunkte  von  sechs  Boppeltangenten  der  Curve 
vierter  Ordnung  J  =  0  liegen  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung,  wenn 
die  den  sechs  Boppeltangenten  entsprechenden  geraden  Linien  ein 
räumliches  Sechseck  bilden. 
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In  der  That:  die  geraden  Linien  12,  23,  31,  34,  45,  53  der  Reihe  17 
in  der  Tafel  bilden  zwei  Dreiecke  mit  einer,  beiden  gemeinschaftlichen 
Ecke.  Daraus  folgt,  dass  die  ihnen  in  der  Reihe  0  entsprechenden 
Doppeltangenten  12,  23,  46,  61,  45,  35  die  Curve  vierter  Ordnung  in 
zwölf  Punkten  berühren,  welche  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  liegen. 
Die  diesen  Doppeltangenten  in  dem  System  F  entsprechenden  geraden 
Linien  bilden  aber  ein  räumliches  Sechseck. 

Durch  die  zwölf  Berührungspunkte  der  genannten  Doppeltangenten 
lassen  sich  4  mal  zwei  Kegelschnitte  legen,  welche  sich  in  den  Berührungs- 
punkten einer  anderen  Doppeltangente  schneiden.  Nach  dem  letzten  Satze 
in  §  12  liegen  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten  12,  35,  46  auf 
einem  Kegelschnitt,  der  durch  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangente  78 
hindurchgeht,  und  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten  23,  45,  16 
liegen  auf  einem  Kegelschnitt,  der  ebenfalls  durch  die  Berührungspunkte 
der  Doppeltangente  78  hindurchgeht.  In  derselben  Art,  wie  die  genannte 
Combination  von  sechs  Doppeltangenten  der  Doppeltangente  78  entspricht, 
entspricht  diese  Combination,  nach  dem  zweiten  Satz  im  §  9,  auch  der 
Doppeltangente  15,  oder  24,  oder  36.  Wir  wollen  mit  B  die  Zahl  der 
verschiedenen  Curven  dritter  Ordnung  von  der  beschriebenen  Art  be- 
zeichnen. Diese  Zahl  ist  gleich  der  Zahl  der  von  den,  den  28  Doppel- 
tangenten in  dem  System  F  entsprechenden  geraden  Linien  gebildeten 
räumlichen  Sechsecke;    deren  Zahl    beträgt  28.60  =  1680.     Es    ist    also: 

B=  1680. 

C)  Die  Berührungspunkte  der  sechs  Doppeltangenten  16,  26,  36, 
34,  35,  78  der  Curve  vierter  Ordnung  J  =  0  liegen  auf  einer  Curve 
dritter  Ordnung, 

Da  nämlich  in  der  Reihe  3  der  Tafel  die  geraden  Linien  23,  13, 
12  und  34,  35,  45  zwei  Dreiecke  bilden,  welche  eine  gemeinschaftliche 
Ecke  haben,  so  liegen  die  Berührungspunkte  der  diesen  geraden  Linien  ent- 
sprechenden Doppeltangenten  in  der  Reihe  0  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung. 

Durch  die  Berührungspunkte  der  genannten  sechs  Doppeltangenten 
lassen  sich  4 mal  zwei  Kegelschnitte  legen,  welche  sich  in  einer  neuen 
Doppeltangente    schneiden.     Die   Berührungspunkte    der   Doppeltangenten 
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26,  36,  35  liegen  auf  einem  Kegelschnitt.  Auf  einem  zweiten  Kegel- 
schnitt liegen  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten  16,  34,  78, 
welcher  den  ersten  in  den  Berührungspunkten  der  Doppeltangente  25 
schneidet.  Auf  dieselbe  Weise  wie  die  angegebene  Combination  von 
sechs  Doppeltangenten  der  Doppeltangente  25  entspricht,  entspricht  sie 
auch  der  Doppeltangente   14,  oder   24,  oder   15. 

Die  den  genannten  sechs  Doppeltangenten  in  dem  System  F  ent- 
sprechenden geraden  Linien  16,  26,  36,  34,  35,  78  bilden  eine  räum- 
liche Figur.  Wie  oft  nun  durch  die  den  Doppeltangenten  entsprechenden 
28  geraden  Linien  eine  "solche  Figur  gebildet  wird,  so  viele  Curven  gehen 
durch  die  Berührungspunkte  von  sechs  Doppeltangenten  hindurch.  Um 
diese  Zahl  C  der  Curven  dritter  Ordnung  zu  ermitteln,  muss  man  also 
die  Zahl  der  räumlichen  Figuren  von  der  beschriebenen  Art  bestimmen. 
Die  beschriebene  Figur  besteht  aus  zwei  Theilen,  von  denen  der  erste 
aus  den  fünf  zusammenhängenden  geraden  Linien  16,  26,  36,  34,  35,  die 
durch  die  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  6  bestimmt  sind,  gebildet  wird.  Der 
zweite  gesonderte  Theil  der  Figur  besteht  aus  der  einen  geraden  Linie  78. 
Wenn  man  die  letztere  gerade  Linie  ungeändert  lässt  und  nun  die 
Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  6  mit  einander  vertauscht,  so  erhält  man  90  ver- 
schiedene Figuren.  Man  hat  also  90.28  verschiedene  Figuren  von  der 
beschriebenen  Art.     Es  ist  demnach: 

C==  2520. 

Addirt  man  die  Zahlen  Ä^  B,  G,  so  erhält  man  die  Zahl  5040  aller 
Curven  dritter  Ordnung  von  der  beschriebenen  Art.  Wir  haben  also 
folgenden  Satz: 

Es  gieht  5040  verschiedene  Curven  dritter  Ordnung,  welche  durch 
die  Berührungspunkte  von  sechs  Boppeltang entert  einer  Curve  vierter 
Ordnung  J  =  0  hindurchgehen.  Burch  die  zwölf  Berührungspunkte 
der  sechs  Boppeltang enten  lassen  sich  vier  Paare  Kegelschnitte  legen. 
Jedes  Paar  Kegelschnitte  schneidet  sich  in  den  Berührungspunkten 
einer  andern  Boppeltang ente,  und  die  vier  Boppeltangenten,  in  welchen 
sich  die  vier  Paare  Kegelschnitte  schneiden,  berühren  die  Curve  in 
acht  Punkten,  welche  auf  einem  Kegelschnitt  liegen. 
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17. 

Das  Problem  der  Doppeltangenten  einer  gegebenen  Curve  vierter 
Ordnung  haben  wir  in  §  8  auf  die  Transformation  einer  gegebenen 
homogenen  Function  J  vom  vierten  Grade  in  die  Form  (9)  einer  sym- 
metrischen Determinante  zurückgeführt.  Diese  Transformation  lässt  sich 
unter  Umständen  algebraisch  durchführen  durch  Auflösung  von  Gleichungen, 
welche  den  vierten  Grad  nicht  übersteigen. 

Wenn  J  in  zwei  rationale  Fadoren  zerfällt,   so  lässt  sich  J  in 
die  Form  einer  symmetrischen  Determinante  algebraisch  transformiren. 

Man  hat  hier  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Entweder  zerfällt  z/  in 
einen  Factor  vom  dritten  Grade  und  in  einen  Factor  ersten  Grades,  oder 
es  zerfällt  z/  in  zwei  Factoren  zweiten  Grades. 

Behandeln  wir  zuerst  den  ersten  Fall,  indem  wir  annehmen,  dass  v 
der  homogene  Factor  dritten  Grades  und  a  der  lineare  Factor  sei;  unter 
welcher  Voraussetzung  eben  ist: 

74.  /I  =  v,a. 

Man  kann  nun  drei  verschiedene  homogene  Functionen  dritten  Grades 
u  bestimmen,  oder  durch  Multiplication  derselben  mit  der  dritten  Wurzel 
der  Einheit  neun  homogene  Functionen  u,  deren  Determinanten  der  ge- 
gebenen Function  v  gleich  sind,  so  dass,  wenn  man  durch  u^^^  die  zweiten 
partiellen  Differentialquotienten  der  Function  u  bezeichnet, 

11      ^l'?     '^13 
^31      ^32     ^33 

ist.  Die  Bestimmung  der  Function  u  verlangt  nur  die  Auflösung  einer 
Gleichung  dritten  Grades,  welche  ich  im  28.  Bande  des  Crelle'schen 
Journals  S.  89  ^)  aufgestellt  habe.  Demnach  stellt  sich  z/  als  eine  sym- 
metrische Determinante  dar,  wie  folgt: 


75. 


J  = 


11  ^1'?  13      ^ 

M'91  '''92  ^23 

^31  %2  ^33      ^ 

0  0  0« 


1)  [Seite  113  dieser  Ausgabe.] 


400 


25.   lieber  die  Doppeltangenten  der  Curven  vierter  Ordnung. 


Wir  gehen  zu  dem  andern  Falle  über.  Um  von  der  Form  der 
symmetrischen  Determinante  (9)  zu  der  Form  (47)  einer  ebenfalls  sym- 
metrischen, aber  einfacheren  Determinante  überzugehen,  welche  unmittel- 
bar die  Doppeltangenten  giebt,  bedurfte  es  der  Auflösung  einer  Gleichung 
vom  achten  Grade.  In  unserem  Falle,  wenn  A  in  zwei  Factoren  zweiten 
Grades  TJ  und  F  zerfällt,  wird  sich  die  Transformation  gleich  auf  diese 
Form  (47)  algebraisch  durchführen  lassen. 

Man  weiss,  dass  sich  zwei  beliebige  homogene  Functionen  vom  zweiten 
Grade  von  drei  Variabein  immer  in  zwei  Functionen,  welche  nur  die 
Quadrate  der  neuen  Variabein  enthalten,  transformiren  lassen,  und  dass 
diese  Transformation  die  Auflösung  einer  cubischen  Gleichung  erfordert. 
Wir  können  demnach,  ohne  das  Problem  zu  beschränken,  annehmen,  dass 
die  Factoren  von  z/,    IJ  und    V  von  der  Form 

'  U  =  ay?  -\-l'/?  -\-  ctr, 
76.  V=ax'  +  ßl'  +  rf-'^ 

Wenn    nun    mx -\- nl -^  pu=  0    die    Gleichung    der    den    beiden 


seien. 


a 

+ 

b 

j- 

i 

c 

= 

0, 

a 

+ 

+ 

r 

= 

0, 

Kegelschnitten  f7=  0,  F=0  gemeinschaftlichen  Tangente  sein  soll,  so 
müssen  die  Coefficienten  in  der  angegebenen  Gleichung  der  gemeinschaft- 
lichen Tangente  den  beiden  folgenden  Gleichungen  genügen: 


77. 


woraus  sich  folgende  Werthe  von  'nr,  n^,  p-  ergeben: 

m^  =  aa  [hy  —  c/5), 

n^  =  hß  {ca  —  ay\ 

p^  =  cy  (aß  —  h a). 

Da  die  Gleichungen  (77)  ungeändert  bleiben,  wenn  man  m  in  —  m,  oder  n 

in  — n,  oder  ^  in  — p  verändert,  so  sieht  man,  dass  die  Gleichungen  der  vier 

gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kegelschnitte  Unnd  Ffolgende  sein  werden : 

mx  -\-  nl  -\-  pu  =  0, 

mx  -\-  nl  —  p  u  =  0, 

mx  —  nl  ~\- p a  =  0, 

,  —  mx  -\-  nl  -\-  p  u  =  0. 


78. 


79. 
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Bezeichnet  man  mit  IT  das  Product  der  Theile  links  in  diesen 
Gleichungen,  so  wird 

80.  n=  m'^z^  +  nn^  +  p^ /x^  —  2  n^fT^^i^  —  "Ifm^ix^y?  —  2  m^n^y?l^, 

und  n  ==  0  die  Gleichung  der  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der 
beiden  Kegelschnitte. 

Man  wird  nun  bemerken,  dass  der  Ausdruck 

77+  4.aa'bßcYÜ,V 

ein  vollständiges  Quadrat  ist,  so  dass  sich,  wenn  man  mit  u  den  Ausdruck 

81.  u  =  aa{hy  +  cß)z^  -\-  bß(ca  -[-  a)^)}ß  -\-  cy{aß  -\-  ha)  ii^ 
bezeichnet,  die  identische  Gleichung 

82.  77+  4.aahßcyU.V  =  u^ 

findet.  Diese  identische  Gleichung,  geometrisch  gedeutet,  giebt  den  be- 
kannten Satz,  dass  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  beliebigen 
Kegelschnitte  diese  Curven  in  acht  Punkten  berühren,  welche  wieder  auf 
einem  Kegelschnitt  liegen. 

Wenn  man 
gg  f  ^=  4.aahßcyü,V, 

setzt,  so  wird  die  identische  Gleichung  (82)  zu 

84.  r  =  u'  —  4.F,,F,,F,,F,,. 

Die  vier  linearen  Factoren,  in  welche  77  zerfällt,  sind  nach  (79) 
bekannt.  Bezeichnet  man  nämlich  durch  A,  B,  C^  D  noch  zu  bestimmende 
Constanten,  so  wird: 

F^^  =       {mx  -f-  nl  — pi^i)  B, 

F^^  =        (mx  —  nl  -\-  p  u)  C, 

.  7^13  =  ( —  mx  -\-  nl  -^  p ij)B. 

Diese  vier  Constanten,  zwischen  welchen,  wegen  der  zweiten  Gleichung 
(83),  die  Relation 
86.  4.ABCB  =  —  l 

statt  hat,  werden  nun  so  zu  bestimmen  sein,  dass 

Hesse's  Werke.  51 


85 
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87.  u  =  —  i\  F,,  +  i\,  i\,  +  i\,  F,, 

ist,  oder,  dass  der  Theil  rechts  der  daraus  folgenden  Gleichung 

88.  F,,  F\,  =  —u  +  F,,  F,,  +  F,,  F,, 

in  zwei  lineare  Factoren  F12 :  -^'34  zerfällt,  welche  wir  hierdurch  kennen  lernen. 

1 


89. 


Wenn  wir  der  Kürze  wegen  AB  ==  F  setzen,  so  ist,  weil  CD  = 


4.E  • 


^23  J  U 


-^24  ^13 


{{in  X  —  nkf 


0    9 
p^  er 


} 


iE 


Man  wird  nun  bemerken,  dass  der  Theil  rechts  der  Gleichung  (88) 
aus  den  Quadraten  der  Variabein  /.,  l,  u  und  dem  einzigen  Product  y.l 
zusammengesetzt  ist.  Soll  aber  ein  solcher  Ausdruck  in  zwei  lineare 
Factoren  zerfallen,  so  muss  die  Summe  der  in  ,a^  multiplicirten  Glieder 
verschwinden.  Setzen  wir  die  Summe  der  in  ,a^  multiplicirten  Glieder  auf 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  (88)  gleich  0,  so  erhalten  wir  zur  Be- 
stimmung von  E  die  quadratische  Gleichung: 

aß  -{-ha 


90 


E^^E- 


aß  —  ba 
woraus  sich  durch  Auflösung 

2    yUß\_y(ßu)  ' 


f-i  =  o. 


91. 


iE 


■{aß)-V(bu) 

,    V(aß)-V{ba) 
^  V{aß)-\-V{ba) 


ergiebt.     Setzt  man  endlich   die  Werthe  von  u  aus  (81)  und  von  F^^Fx^ 
und  F2iF-xg  aus  (89)  in  (88),  so  erhält  man: 


92. 


93. 


Demnach  ist: 
-^'12  -f  34  = 
-P23  Fn  == 


-^24  -f '13 


-^—{^nViaa)-XmV{bß)y, 
,(V-(^  +  n^^^      (..  +  .A)^-,^..}, 
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und  man  kann  setzen: 


F,,= 


94. 


^13=   + 


V2V{aß- 
2 


la) 


{nzV{aa)  —  miy{hß)\ 
{nxy{aa)  —  mlV{lß)\ 


V2V{aß  —  ha) 

V  2V  {aß  — ha)  ^        ^        -r  t^.  f^ 
V(aß)  +  V{la)    r  I        .  i 

V2V{aß  —  ha)^        ^  ^'  ^' 

{mz  —  nl  -\-  pu), 
{ —  mx  -^nl-\-p  ii)\ 


V2V  {aß  — ha) 

V(aß)  —  V(ha) 

V  21/ {aß  — ha) 

y{aß)  —  y{ha) 


V2v{aß—ha) 

welche  Ausdrücke  folgender  Gleichung  identisch  genügen: 
r  =  ^aahßcyüV=  F\,Fl,  +  Fl,F\, 


95 


+  FlFl  -  2  F,,  F,,  F,,  F,,  -2F,,  F,,  F,,  F,, 


2-f^l2-^34-^'23^14- 


Ich  will  diese  Abhandlung  nicht  schliessen,  ohne  noch  auf  eine  all- 
gemeine Eigenschaft  der  56  Berührungspunkte  der  28  Doppeltangenten 
einer  Curve  vierter  Ordnung  hinzuweisen. 

Man  weiss,  dass  durch  die  56  Berührungspunkte  einer  beliebig  ge- 
gebenen Curve  vierter  Ordnung  eine  Curve  vierzehnter  Ordnung  hin- 
durchgeht (Crelle's  Journal  Bd.  41  p.  292)^).  Durch  die  Verbindung 
der  Gleichung  der  gegebenen  Curve  mit  der  Gleichung  der  genannten 
Curve  vierzehnten  Grades  kann  man  eine  unendliche  Zahl  von  Curven 
vierzehnten  Grades  bilden,  welche  ebenfalls  durch  jene  56  Berührungspunkte 
der  Doppeltangenten  hindurchgehen.  Da  es  nun,  nach  §  15,  315  ver- 
schiedene Kegelschnitte  giebt,  welche  durch  je  acht  von  den  56  Berührungs- 
punkten der  Doppeltangenten  hindurchgehen,  welchen  Satz  Herr  Salmon 
zuerst  veröffentlicht  hat,  so  drängt  sich  die  Frage  auf,  ob  unter  jenen 
Curven  vierzehnten  Grades  nicht  eine  oder  mehrere  in  sieben  Kegelschnitte 
zerfallen.  In  der  That  finden  sich  leicht,  gleichwie  bei  Herrn  Salmon, 
sieben  solcher  Kegelschnitte  a,  b  etc.  Ich  bezeichne  dieselben  in  dem 
Folgenden  durch  die  Doppeltangenten,  durch  deren  Berührungspunkte  sie 
hindurchgehen,  nämlich 


1)  [Seite  288  dieser  Ausgabe.] 


51" 


12 

23 

34 

41, 

13 

35 

56 

61, 

15 

58 

87 

71, 

24 

45 

57 

72, 

26 

64 

48 

82, 

67 

73 

38 

86, 

18 

25 

36 

47. 

404  25.   Ueber  die  Doppeltangenten  der  Curven  vierter  Ordnung. 

a, 
h, 
c, 
d, 
e, 

9- 

Mit  Hülfe  der  Tafel  (§  14)  lassen  sich  aus  dieser  Combination  von 
sieben  Kegelschnitten  leicht  andere  Combinationen  von  sieben  Kegelschnitten 
ableiten,  welche  ebenfalls  durch  sämmtliche  Berührungspunkte  der  Doppel- 
tangenten hindurchgehen.  Es  wäre  aber  interessant,  zu  erfahren,  wie 
viele  solcher  Combinationen  es  überhaupt  giebt. 

Die  drei  Kegelschnitte  a,  &,  c  lassen  sich  auch  durch  zwei  Curven 
dritter  Ordnung  li,  i  ersetzen,  welche  durch  dieselben  Berührungspunkte 
der  Doppeltangenten  als  die  Kegelschnitte  hindurchgehen,  nämlich 

7^.        12      23      35      58      87      71, 
i.        14     43      31      16      65      51, 

oder  durch  die  beiden  Curven  dritter  Ordnung  h\  i , 

h\        34     41      17      78      85      53, 
i\        12      23      31      15      56      61. 

Ebenso  lassen  sich  die  Kegelschnitte  d,  e,  f  durch  die  Curven  dritter  Ordnung: 

k,        24     45      57      76      68      82, 
/.        26      64     48      83      37      72, 

oder  durch  die  Curven  dritter  Ordnung  k\  l\ 

k\        24     48      83      37      76      62, 
l\        45      57      72      28      86      64, 

ersetzen;  was  aus  den  in  §  14  angeführten  Sätzen  erhellt. 
Königsberg,  im  August   1853. 


26. 

Transformation  der  Gleichung  der  Curven  vierzehnten  Grades, 
welche  eine  gegebene  Curve  vierten  Grades  in  den  Berührungs- 
punkten ihrer  Doppeltangenten  schneiden. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.     Band   52,   Seite   97  — 102.] 


In  Bd.  40  S.  260  dieses  Journals^)  findet  man  die  Gleichung  der 
Curven  vierzehnten  Grades  aufgestellt,  welche  eine  gegebene  Curve  vierten 
Grades  in  den  56  Berührungspunkten  ihrer  Doppeltangenten  schneidet, 
und  in  Bd.  41   S.  292  ^j  habe  ich  diese  Gleichung  hergeleitet. 

Durch  ein  etwas  abgekürztes  Verfahren  hat  Herr  Salmon,  auf  dem- 
selben Wege,  ganz  dieselbe  Gleichung  erlangt,  und  zugleich  eine  geometrische 
Interpretation  des  einen  Theils  der  Gleichung  gegeben  (A  treatise  on  the 
higher  plane  curves  pag.  89).  Auch  dem  zweiten  Theile  der  Gleichung 
lässt  sich  mit  Hülfe  des  in  diesem  Journal  Bd.  45  S.  87^)  angegebenen 
Satzes  eine  geometrische  Deutung  unterlegen. 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  der  gegebenen  Curve  lässt  sich  aber  die 
erwähnte  Gleichung  vom  vierzehnten  Grade  auf  unendlich  viele  Arten 
transformiren ,  und  ich  werde  ihr  in  Folgendem  eine  entsprechendere 
Form  geben,  in  welcher  auf  jeden  ihrer  beiden  Theile  die  Salmon'sche 
Interpretation  Anwendung  findet. 


1)  [Seite  260  dieser  Ausgabe,  Brief  an  Jacobi.] 

2)  [Seite  288  dieser  Ausgabe.] 

3)  [Seite  302  dieser  Ausgabe.] 


406  26.   Transformation  der  Gleichung  der  Curven  vierzehnten  Grades  etc. 

Es  seien  irgend  neun  Grössen  ^^  gegeben,  wo  die  Indices  y.  und  l 
die  Zahlen  1,  2,  3  bedeuten.  Irgend  neun  andere  gegebene  Grössen 
sollen  durch  w^^  bezeichnet  werden.  In  dieser  Voraussetzung  lassen  sich 
immer  neun  Grössen  t^   so  angeben,  dass  der  Gleichung 

Genüge  geschieht. 

In  der  That  drückt  diese  Gleichung,  da  x  und  /-  die  Zahlen  1,  2,  3 
sind,  neun,  in  Rücksicht  auf  die  Grössen  &  lineare  Gleichungen  aus,  welche 
gerade  diese  Grössen  unzweideutig  bestimmen.  Da  aber  nur  drei  von 
den  Grössen,  nämlich  if,  K^  ftg,  in  die  Gleichungen  eingehen,  indem  man 
A  =  1,  2,  3  setzt,  so  erhält  man  durch  Auflösung  dieser  drei  Gleichungen: 

wo  durch  V  die  Determinante  aus  den  neun  Grössen  v,  und  durch  F^  ihre 
nach  t;^  genommenen  partiellen  Differentialquotienten  bezeichnet  werden. 
Wir  wollen  ferner  folgende  Bezeichnungen  annehmen: 

I     <^l    +     ^2  ^2   +    ^3  %  =  ^% 

Xw'lXi-^  ^f 2  ^2  +  ^^3  ^3  =  ^''• 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Bezeichnungen  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  (2), 
wenn  man  sie  mit  x^  multiplicirt,  und  dann  1,  2,  3  für  z  setzt  und  addirt: 

V)w'  +  V\w'  +  V\iv'  =  V{b]x,  +  hlx,  +  hix,y 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  tv^'  und  setzt  hierauf  für  /  die 
Zahlen   1,   2,   3,  so  findet  sich  für  die  Summe  aller  der  Gleichungen: 

:e  Vi  w""  w^'  =  V{(b\  w'  +  hl  iv'  +  hl  w')  X, 

^'  _j_  (^2  .^1    _|_   J2  ^^2  _|_   J2  ^3^  ^^  _|_  (^^3  ^^1   +   53  ^2  4-   hl  W')  ^3}. 

Wenn  man  dagegen  in  (2)  x  =  l  und  hierauf  für  l  die  Zahlen  1, 
2,   3  setzt,  so  giebt  die  Addition 

oder 

5.  2Vlwl==Vß, 

wenn  der  Kürze  wegen 
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6.  ß^h\  +  hl-{-hl 

gesetzt  wird.     Multiplicirt  man  endlich  die  Gleichung  (5)  mit 

w^  a?!  -\-  v?  X2  -j-  w*  3^3 
und  zieht  sie  von  (4)  ab,   so  erhält  man: 

^  VI  w"  w^  —  (w^  Xi  +  m;2  a^a  +  m;^  x^)  ^F^  w^ 

7.  =  r{[{bl  —/?)«;>  +  bl  w'  +  bl  w']  X,  +  [bl  w'  +  {bl  —  ß)  w"  +  l\  w^\  x^ 

^\b\w'^lW^{b\-ß)w^\x^. 

Um  einen  diesem  ähnlichen  Ausdruck  aufzustellen,  der  aus  ihm  durch 
Vertauschung  der  Elemente  v  und  lo  hervorgeht,  löse  man  die  Gleichung  (1) 
nach  den  neun  Grössen  v  auf.     Dies  giebt: 

8.  wU'l  +  w\cl  +  w\cl  =  cvi, 

wo  c  die  aus  den  neun  Grössen  h  gebildete  Determinante,    und  c^  ihren 
nach  &^  genommenen  partiellen  Differentialquotienten  bedeutet. 

Man  sieht  leicht,  dass  die  Bezeichnungen  in  (1)  und  (8)  in  den  beiden 
Gleichungen  (3)  so  angenommen  sind,  dass  diese  Gleichungen  in  einander 
übergehen,  wenn  man  überall  die  Buchstaben  v  und  w  mit  einander  ver- 

tauscht,  und  zugleich  b^  mit  -^.     Der  Vortheil    der  Bezeichnungsart    ist 

c 

klar;  denn  da  die  Gleichung  (7)  aus  den  genannten   hervorgegangen  ist, 

so  ist  es  erlaubt,  auch  in  dieser  Gleichung  die  angegebene  Vertauschung 

zu  machen;    wodurch  sich  dann,    wenn  man   berücksichtigt,    dass  die  aus 

den  neun  Grössen  w  gebildete  Determinante    W  =V.c  ist, 

9.  =  V{[(cl  —  r)  v'^+  c\  v'  +  c\  v']  X,  +  {c\  v'  +  {cl  —y)v'-\^  c\  v'\  x, 

+  [cW-^cW-\-{cl-r)v']x,) 

ergiebt,  in  welcher  Gleichung  der  Kürze  wegen 

10.  y  =  c\  +  c\-^cl 

gesetzt  ist. 

Wir  kehren  wieder  zu  den  Gleichungen  (1)  und  deren  Auflösungen  (8) 
zurück.  Multiplicirt  man  dieselben  mit  x^^  setzt  dann  A  ==  1,  2,  3  und 
addirt,  so  erhält  man: 
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1  «^1  ^r  +  '^2  ^2  +  '^z<^t  =  ov^; 
unter  der  Voraussetzung,  dass  v^,  w^  folgende  Bedeutung  haben: 

I  vix^-\-  vi X2  +  vlx^  =  V;,, 
{wixi-^  wl x,2  +  wlx^  =  w^. 

Die  erste  der  Gleichungen  (11)  stellt  ein  System  von  drei,  in 
Rücksicht  auf  die  Variabein  v^^  v^^  v^  linearen  Gleichungen,  und  die 
letzte  die  nach  diesen  Variabein  aufgelösten  Gleichungen  dar.  Mit  diesen 
Gleichungen  findet  aber  zugleich  folgendes  merkwürdige  System  von 
Gleichungen  statt: 

'  Q)\  —  ß)w^  +  h\w.2  +  b\tv^  =  {c\  —  y)v^-\-  c\v.2  +  clv^, 
13.         I  hlw,  +  (bl—ß)w2  +  63^3  =  4^1  +  (4  —  7)^2  +  <^3'^3; 

.  &>i  +  &>2  +  Q^l—ß)^z  =  4^1  +  ^2^2  +  (4  —r)'^3' 

Aus  den  drei  Gleichungen,  welche  die  erste  Gleichung  (11)  darstellt, 
ergiebt  sich  nämlich: 

—  blw,  +  blw2  =  —  clv^  +  clv^, 

—  blw^-^  blw^  =  —  clv^  +  41^2^ 

und  wenn  man  diese  beiden  Gleichungen  addirt,  so  erhält  man  die  erste 
Gleichung  (13). 

Die  Gleichungen  (13)  zeigen,  dass  die  Ausdrücke  (7)  und  (9)  einander 
gleich  sind,  wenn  v^  =  v^  und  w^  =  w^  ist.  Das  Letztere  ist  der  Fall, 
wenn  v^^  =  v'^  und  w^^  =  tv"^  ist.  Es  findet  also  unter  dieser  Voraus- 
setzung folgende  identische  Gleichung  statt: 

j^  ^v^w^iv^  —  (w^x^  +  W2X2  +  w^,x.^)::^r'^w'j 

=  2:^1  v^v^  —  (v,x,  +  V2X2  +  v^x^):eWIvI. 

Von  dieser  identischen  Gleichung  lassen  sich  interessante  Anwendungen 
in  der  Geometrie  machen,  wenn  man  durch  t?^  die  zweiten  partiellen 
Differentialquotienten  einer  gegebenen  homogenen  Function  v,  pten  Grades, 
von  den  Variabein  x^^  x^^  x^  bezeichnet,  und  durch  w'^  die  zweiten  par- 
tiellen Differentialquotienten  einer  andern  gegebenen  homogenen  Function 
gten  Grades,    von  denselben  Variabein.     Aus  den  Gleichungen  (12)   folgt 
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alsdann,  mit  Berücksichtigung  der  bekannten  Eigenschaft  der  homogenen 
Functionen : 

^.  =  (i^  —  1)  ^7".        ^,  =  (?  —  1) 


dx^ '  K       ^-L        j  3^^ 


und  da 


Wi  Xi  -\-  W2X2  -{-  w^x^  =  q {q  —  l)w 


ist,  so  ergiebt  sich  aus  (14),  wenn  man  für  v^  und  w^  respective  {p  —  l)t;^ 
und  {q — l)w?^  setzt: 

in  welcher  Gleichung  v^  und  w^  die  ersten  partiellen  Differentialquotienten 
der  Functionen  v  und  w  bedeuten. 

Wir  wollen  nun  diese  identische  Gleichung  (15),  in  der  Voraussetzung, 
dass  p  =  q  =  2  ist,  in  welcher  die  Gleichungen  ^  =  0  und  w  =  0  zwei 
Kegelschnitte  darstellen,  geometrisch  deuten.  Die  Gleichung  ^  FJ  w^  w^  =  0, 
welche  ebenfalls  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  ist,  stellt  den  geometrischen 
Ort  der  Pole  aller  Tangenten  des  Kegelschnitts  v  in  Rücksicht  auf  den 
Kegelschnitt  w  dar.  Dieser  Kegelschnitt  geht  mithin  durch  die  vier  Punkte, 
in  welchen  die,  den  beiden  Kegelschnitten  v  und  w  gemeinschaftlichen 
Tangenten  den  Kegelschnitt  w  herühren.  Diese  Eigenschaft  hat  aber  auch 
der  durch  folgende  Gleichung  dargestellte  Kegelschnitt: 

Da  nun  auf  gleiche  Weise  der  Kegelschnitt 

{p  —  if  :ewIvj)^—p{p—  i)v:ewivI  =  o 

durch  die  vier  Punkte  geht,  in  welchen  die  den  beiden  Kegelschnitten  v 
und  w  gemeinschaftlichen  Tangenten  den  Kegelschnitt  v  berühren,  und 
beide  Kegelschnitte,  deren  Gleichungen  zuletzt  aufgestellt  wurden,  nach 
(15),  in  einen  zusammenfallen,  so  wird  dadurch  der  bekannte  Satz  be- 
wiesen: Dass  sich  durch  die  acht  Berührungspunkte  der  zweien  Kegel- 
schnitten  u  und  v  gemeinschaftlichen  Tangenten  wieder  ein  Kegelschnitt  legen 

Hesse's  Werke.  52 
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lässt,    dessen  analytischer  Ausdruck    irgend  eine  der   beiden   zuletzt  auf- 
gestellten Gleichungen  ist. 

Es  wurde  aber  die  identische  Gleichung  (15)  desshalb  entwickelt, 
um  sie  in  dem  Falle  p  =  4:  und  q  =  6  zu  benutzen;  in  welchem  Falle 
die  Gleichung  in  folgende  übergeht: 

16.  2b:^r';w^w^  —  30w^v'iw'i  =  dy:w^v^v^  —  i2v:^W'iv'i. 

Man  lasse  ausserdem  die  Function  w  vom  sechsten  Grade  die  Deter- 
minante bedeuten,  welche  aus  den  zweiten  partiellen  Differentialquotienten 
der  gegebenen  homogenen  Function  v,  vierten  Grades  von  den  Variabein 
^1?  ^2?  ^3?  gebildet  wird.  Dies  ist  dieselbe  Function,  die  im  Vorher- 
gehenden durch    V  bezeichnet  wurde. 

Diese  identische  Gleichung  (16)  dient  nun  dazu,  die  in  Bd.  40  S.  260 
und  Bd.  41  S.  292^)  angegebene  Gleichung  der  Curve  vierzehnten  Grades, 
welche  die  gegebene  Curve  vierter  Ordnung  t;  =  0  in  den  Berührungs- 
punkten ihrer  Doppeltangenten  schneidet  und  welche  sich  durch 

17.  :^v';wy^w^  —  3.w^riwi  =  o 

darstellen  lässt,  auf  mehrfache  Art  umzugestalten. 

Am  besten  wird  es  sein,  die  Summe  ^V^w"^  zu  eliminiren;  wodurch 
man ,  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  ^  =  0 ,  für  die  Curve  vier- 
zehnten Grades ,  welche  die  gegebene  Curve  ^  =  0  vierten  Grades  in 
den  Berührungspunkten  ihrer  Doppeltangenten  schneidet,  die  transfor- 
mirte  Gleichung 

18.  b^V^w^w.^S^WIv^v, 

erhält. 

Wenn  man  für  die  Zeichen  in  dieser  Gleichung  ihre  Werthe  setzt, 
und  zugleich  für  die  Summen  die  Determinantenformen  anwendet,  so 
stellt  sich  die  Gleichung  wie  folgt  dar: 


1)  [Seite  260  und  288  dieser  Ausgabe.] 
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d^v 


d'^v 


d'^v 


dW 


dX^dX^     dX^dX^     dX^dX^     dX^ 

d^v  d'^V  d^V        dw 


dXc^dX^     dX^dX^     dX^dX^     dX^ 
d'^V  d^V  d^V  dw 


dX^dX^     dX^dX^     dX^dX^     dX^ 

dw  dw  dw 


dX, 


dX^ 


c  Xo 


0 


in  welcher  w  die  Determinante 


d^'v 


w 


=  3. 


d^v 


d'^w 


d^w 


d^w 


dx^ 


d'^v 


dX^ 


dXo 


dX^dX^     dX^dX^     dX^dX^ 

d'^v         d^v         d'^v 


dX^dX^     dX^dX^     dX^dX^ 

d^v        d'^v        d^v 


dv 


dX^dX^ 

dx^dx^ 

oXh  oXq 

dx^ 

d'^w 

d'^w 

d'^w 

dv 

dX^dX^ 

dX^dX^ 

dx^dx^ 

dx^ 

d'^w 

d^w 
dx^dx^ 

d^w 
dx.dx. 

dv 

o  Xo  o  X^ 

dx. 

dv. 

dv 

dv 

0 

dX^dX^     dX^dX^     dX^dX^ 

bedeutet  und  «;  =  0  die  Gleichung  der  gegebenen  Curve  vierten  Grades  ist. 


Königsberg,  im  Januar  1855. 


27. 

lieber  die  Criterien  des  Maximums  und  Minimums  der 

einfachen  Integrale. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.     Band  54,   Seite  227  —  273.] 


Die  Criterien  des  Maximums  und  Minimums  der  einfachen  Integrale, 
wie  Jacobi  dieselben  in  einem  im  Jahre  1836  an  die  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Berlin  und  im  17.  Band  des  Crelle'schen  Journals  p.  68 
mitgetheilten  Schreiben  zu  finden  angiebt,  sind  seitdem  der  Gegenstand 
vielfacher  und  schöner  Beweise  geworden  von  Lebesgue  und  Delaunay 
in  Liouville's  Journal  Tom.  IV  p.  17  und  p.  209  a.  1841,  von  Ber- 
trand Journal  de  Tecole  polytechnique  a.  1841,  von  Eisenlohr  in 
einer  in  Mannheim  1853  gedruckten  Abhandlung.  Spitzer  verlässt  den 
von  Jacobi  betretenen  Weg  in  seiner  mit  eben  so  grosser  Geistesschärfe 
als  Fleiss  ausgearbeiteten  und  in  den  Sitzungsberichten  der  Wiener 
Akademie  1854  p.  1014  mitgetheilten  Abhandlung.  Was  auf  dem  ersteren 
Wege  nicht  so  zu  Tage  tritt,  die  wahre  Form,  auf  welche  die  zweite 
Variation  zurückzuführen  ist,  ergiebt  sich  auf  dem  anderen,  so  zu  sagen, 
von  selbst.  Dagegen  macht  die  nöthige  Beschränkung  der  in  diese 
Form  eingehenden  willkürlichen  Constanten,  in  dem  allgemeinen  Falle 
wenigstens,  unüberwindliche  Schwierigkeiten,  welche  der  von  Jacobi 
eingeschlagene  Weg  ganz  vermeidet. 

In  der  folgenden  Abhandlung  habe  ich  erstens  versucht,  die  eigent- 
liche Quelle  aufzudecken,    aus  der  Jacobi  seine  Resultate  schöpfte,   und 
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zweitens  die  Jacobi'sche  Transformation  der  zweiten  Variation  auf  die 
Spitz er'sche  Form  zurückgeführt.  Zur  Erreichung  des  ersten  Zweckes 
dienen  die  Eigenschaften  der  homogenen  Functionen  zweiter  Ordnung. 
Die  Theorie  der  Determinanten  bildet  die  Brücke,  welche  die  Jacobi'sche 
Transformation  der    zweiten  Variation   mit   der  Spitzer'schen    verbindet. 

1. 

Es  ist  die  Aufgabe  der  Variations-Rechnung,   y  als  Function  von  x 
dergestalt  zu  bestimmen,  dass  ein  Integralausdruck  von  der  Form: 


u 


dx 


in  welchem  man  f{x,  y,  y ,  -  ^ .  y^''^)  als  eine  gegebene  Function,  sowohl 
der  unabhängigen  Variabein  x,  als  der  zu  bestimmenden  Function  y  und 
ihrer  Differentialquotienten  ^/^  •  •  •  V^""^  zu  betrachten  hat,  ein  Maximum 
oder  ein  Minimum  werde. 

Lagrange  giebt  in  dem  12.  Capitel  seiner  „Theorie  des  fonctions 
analytiques"   folgenden  Weg  an  zur  Lösung  des  Problems. 

Man  denke  sich  y  als  Function  von  x  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe gemäss  bestimmt.  Unter  dieser  Voraussetzung  muss  für  y  eine  jede 
andere,  von  ihr  unendlich  wenig  verschiedene  Function  von  x  gesetzt 
den  obigen  Integralausdruck  verkleinern  im  Falle  des  Maximums,  oder 
vergrössern  im  Falle  des  Minimums.  Jede  beliebige,  unendlich  wenig 
von  der  Function  y  verschiedene  Function  kann  man  sich  aber  unter 
der  Form  vorstellen  y  -\-  z,  wo  z  das  Product  ist  aus  einer  unendlich 
kleinen  bald  positiven,  bald  negativen  Grösse  e  und  einer  beliebigen 
Function  von  x^  welche  der  einzigen  Bedingung  unterworfen  ist,  zwischen 
und  in  den  Grenzen  der  Integration  nicht  unendlich  zu  werden. 

Setzt  man  also  y -^  z  für  y,  also  auch  y -{- z  für  y  etc.  und  ent- 
wickelt den  auf  diese  Weise  geänderten  Integralausdruck  z/  nach  auf- 
steigenden Potenzen  der  unendlich  kleinen  Grösse  6,  indem  man  die  unter 
dem  Integralzeichen  stehende  Function  f  nach  der  Aenderung  nach  dem 
Taylor'schen  Satze  entwickelt;  so  wird  der  von  6  unabhängige  Term 
der  Entwickelung  der  obige  Integralausdruck  z/  selber. 
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Die  Summe  der  Terme  der  ersten  Ordnung,  das  sind  die  mit  der 
ersten  Potenz  von  s  multiplicirten  Terme,  welche  man  die  erste  Variation 
des  gegebenen  Integralausdrucks  J  nennt,  lässt  sich  also  darstellen: 


u 

2.  ^1=  \  (fax, 


wenn  man  der  Kürze  wegen  setzt  ^-(^  =  dp  und : 


dtß 


während  die  Summe  der  Terme  zweiter  Ordnung,  welche  den  Factor  t^  ent- 
halten, die  halbe  zweite  Variation  des  Integralausdruckes,  die  Gestalt  annimmt : 


b 


4.  -l-z/g  =  \ipdx, 


5.  2ip  =  a,,22  +  2  aoi  zz  +  ^n  ^^  ^ [-2  Qn-x.n  ^^'"'^  ^^"^  +  ^.,.  ^^"^  ^^"^. 

Man  hat  daher  den  geänderten  Integralausdruck  J 

h  b  b  b 

6.  (f{x,  y  -{-z,...  y^^  +  z^''^)dx=ffdx  +  fcpdx  -{-jyjdx  +  •  •  • 

a  a  a  a 

gleich  einer  nach  aufsteigenden  Potenzen  der  unendlich  kleinen  Grösse  s 
geordneten  Reihe.  Der  Werth  dieser  Reihe  kann  aber  für  alle  unendlich 
kleinen,  bald  positiven,  bald  negativen  Werthe  von  e  nicht  entweder 
immer  kleiner  sein  als  ihr  erstes  Glied  J,  oder  auch  nicht  immer  grösser 
sein,  wenn  nicht  das  zweite  Glied,  die  erste  Variation,  verschwindet. 
Da  dasselbe  auch  noch  zutreffen  soll,  welches  auch  die  Function  z  sei, 
so  muss  auch  das  doppelte  dritte  Glied,  die  zweite  Variation,  ihr  Vor- 
zeichen nicht  ändern. 

Die  Function  y,  welche  den  Integralausdruck  J  zu  einem  Maximum 
oder  Minimum  macht,  erfüllt  also  zwei  Bedingungen.  Sie  macht  die 
erste  Variation  J^  des  Integralausdruckes  J  verschwinden  und  zugleich 
das  Vorzeichen  der  zweiten  Variation  z/g  unveränderlich,  welches  auch 
die  unbestimmte  Function  z  sei. 
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Aus  der  ersten  Bedingung  entspringt  die  Differentialgleichung  2  n  ter 
Ordnung  zwischen  x  und  der  zu  bestimmenden  Function  y.  Die  Inte- 
gration dieser  Differentialgleichung  führt  2n  willkürliche  Constanten  mit 
sich.  Um  nun  eine  ganz  bestimmte  Aufgabe  vor  Augen  zu  haben,  wollen 
wir  annehmen,  dass  für  x  =  a  und  x  =  h  die  gesuchte  Function  y  und  die 
n  —  1  ersten  Differentialquotienten  derselben  gegebene  Werthe  annehmen, 
wodurch  eben  die  Werthe  der  2  n  Constanten  der  Integration  sich  bestimmen. 
Unter  dieser  Annahme  ist  aber  die  Willkürlichkeit  der  Function  z  noch  in 
der  Weise  zu  beschränken,  dass  für  x  =  a  und  für  x  ==  b  diese  Function 
zugleich  mit  ihren  n  —  1   ersten  Differentialquotienten  verschwindet. 

Die  Willkürlichkeit  der  zweiten  Variation  beruht  hiernach  allein  auf 
der  unbestimmten  Function  ^. 

Man  kann  die  zweite  Variation  auf  die  Form  zurückführen: 
b 
7.  ^2  =  Ja„,„  (»Wo  ^  +  Wi  /  + \-  w„_i  «<"-!'  +  2^"^  d X. 

a 

In  dieser  Form  erkennt  man  leicht  die  Criterien  für  die  Unveränder- 
lichkeit  des  Vorzeichens  darin,  dass  weder  a^^  sein  Vorzeichen  innerhalb 
der  Grenzen  der  Integration  a  und  b  ändert,  noch  der  Ausdruck  unter 
dem  Integralzeichen  innerhalb  dieser  Grenzen  unendlich  gross  wird. 
Denn  wenn  a^^  innerhalb  der  Grenzen  der  Integration  sein  Vorzeichen 
ändert,  so  zeigt  Lagrange  am  angeführten  Orte,  dass  durch  passende 
Annahme  von  ^  auch  die  ganze  zweite  Variation  bald  positiv  bald  negativ 
gemacht  werden  kann. 

Wenn  durch  Integration  der  genannten  Differentialgleichung  der 
2nten  Ordnung  die  Function  y  mit  ihren  2n  willkürlichen  Constanten 
gefunden  ist,  so  bedarf  es  nunmehr  keiner  weiteren  Integration,  um  die 
zweite  Variation  auf  die  Form  (7)  zurückzuführen.  Vielmehr  ergeben 
sich  die  Integrale  der  linearen  Differentialgleichungen,  auf  welche  frühere 
Mathematiker  das  Problem  zurückführten,  ganz  von  selber.  Diese  Ent- 
deckung verdanken  wir  Jacobi. 

Es  gehen,  wie  man  sieht,  in  die  vorliegende  Untersuchung  nur  die 
beiden  in  Rücksicht  auf  z,  z ,  . ,  .  homogenen  Functionen  (/)  und  i/^  ein,  die 
erste  vom  ersten,  die  andere  vom  zweiten  Grade.  Wir  wollen  dieselben,  als 
die  Elemente  der  Untersuchung,  einer  ausführlichen  Diskussion  unterwerfen. 
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2. 

Es  sei  ein  Differentialausdruck  von  der  Form  gegeben: 

8.  cp  =  a^z  -\-  a^z  -\-  a<^z' -\-  '  '  '  -{-  a^ z^''\ 

in  welchem  die  Grössen  a  gegebene  Functionen  der  unabhängigen 
Variabein  x  bedeuten,  z  eine  unbekannte  Function  dieser  Variabein, 
z ,  z\  . . .  z^'^^  die  auf  einander  folgenden  Differentialquotienten  der  unbe- 
kannten Function  z.  Ein  beliebiges  Glied  der  Reihe,  woraus  die  Func- 
tion cp  zusammengesetzt  ist,  kann  man  also  darstellen: 

9.  »,.«  =  (-  D'l»«.  -  f  -L_  +  Ä^  -^. 1. 

Setzt   man    in  dieser  Gleichung    für  p    nach  einander  die  Zahlen  0, 
1,  . . .  ^  und  addirt,   so  erhält  man  folgende  neue  Form  der  Function  (p\ 

in  welcher  die  Grössen  A  die  Bedeutung  haben: 

11.  Jo  =  «0 — «;  +  «2 h  (—  ir  4"\ 


^  -M-  ^) 1727::^^ "^   • 


12.  ^,  =  l](-iy^^^      ^!,-;'\  ''^''  a 

p  =  0 


Setzt  man  ferner: 

also  gleich  einem  in  Rücksicht  auf  z,  z\  ,,,  z^''~'^^  linearen  Differentialausdruck, 
in  welchem  der  Differentialquotient  z^""^  nicht  vorkommt,  so  hat  man: 

-I  o  .  drc 

13.  ,p^Ao^-^. 

Diese  Gleichung  dient    zur  Transformation   der  ersten  Variation  J^, 
wenn  cp  die  Function  (3)  bedeutet.     Unter  dieser  Voraussetzung  ist: 


J^  =  j  q)dx  =  j  AQzdx  —  [7i]l, 


Hesse's  Werke.  53 
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Da  aber  z  mit  seinen  n  —  1  ersten  Differentialquotienten  für  die 
Grenzen  a  und  &  verschwindet,  so  verschwindet  auch  das  letzte  Glied 
der  angegebenen  Gleichung,  und  man  hat: 


z/x  =     ÄQzdx, 


Dieser  Integralausdruck  kann  aber  für  jede  beliebige  Function  z 
nicht  verschwinden,  wenn  nicht  J.o  verschwindet.  ^^^  =  0  ist  also  die  Be- 
dingung für  das  Verschwinden  der  ersten  Variation.  Setzt  man  in  dieser 
Gleichung  für  Äq  seinen  Werth  aus  (11)  und  ebenso  die  Werthe  der  Grössen 

a   =  -^  =  f  (tf^P^) 

p —  dyip)     '  \y  )^ 

so  erhält  man  die  Gleichung: 

die  Differentialgleichung  der  2wten  Ordnung,  von  w^elcher  in  dem  vorher- 
gehenden Paragraphen  die  Rede  war.  Man  muss  sich  diese  Differential- 
gleichung integrirt,  oder  y  als  Function  von  x  mit  den  2  n  willkürlichen 
Constanten  dargestellt  denken,  wenn  man  sich  an  die  Untersuchung  der 
zweiten  Variation  machen  will.  Wir  kehren  jedoch  nach  dieser  Nutz- 
anwendung der  Gleichung  (13)  zu  der  angefangenen  Untersuchung  der 
Function  cp  (8)  zurück. 

Es  ist  bekanntlich: 

15.      ^5^=<^+f«r^'+^~^«r'^"+--- 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  (—  1)^  und  setzt: 

16.  4>  =  a,z -^^-  +  ^1 +  (-1)  ~^^, 

SO  erhält  man,  wenn  man  für  p  nach  einander  die  Zahlen  0,  1,  . . .  w  setzt 
und  die  Gleichungen  addirt,  unter  Berücksichtigung  von  (12): 

0  =  ^^  +  A^ z  +  Äoz'-\ h  A,z^'^\ 
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Den  Differentialausdruck  *  in  (16)  wollen  wir  das  Complement  des 
Differentialausdruckes  cp  in  (8)  nennen.  Die  letzte  Gleichung  giebt  die 
Entwicklung  des  Complementes.     Das  Complement  des  Complementes : 

ist  aber  nach  (10)  der  Differentialausdruck  99,  von  dem  wir  ausgegangen 
sind.    Demnach  haben  wir  folgenden  Satz  (Cr eile's  Journal  Bd.  32,  p.  189): 
Bas  Complement  vom  Coinplemente  eines  gegebenen  linearen  homo- 
genen Bifferentialausdruckes  ist  der  gegebene  Biff'erentialausdruck  selber. 
Um  diesem  Satze  eine  andere  Fassung    zu  geben,    wollen  wir  daran 
erinnern,  dass  0=0  die  Multiplicatorgleichung   ist  für  die  Differential- 
gleichung y  =  0.     Umgekehrt  ist  auch  (/j  =  0  die  Multiplicatorgleichung 
für    die    Differentialgleichung    *=0;    was    wir   so    ausdrücken   können: 
Bie  Multiplicatorgleichung   von   der  Multiplicatorgleichung    einer 
gegebenen    linearen    homogenen    Bifferentialgleichung    zwischen    zwei 
Variahein  ist  die  gegebene  Bifferentialgleichung  selber. 
Aus  der  Definition  des  Complementes  folgt: 

Bass  das  Complement   der  Summe  oder   der  Bifferenz  mehrerer 
linearen  homogenen  Bifferentialausdrücke  gleich  ist  der  Summe  oder 
der  Bifferenz  der  Complemente  dieser  Bifferentialausdrücke; 
ein  Satz,  von  dem  in  der  folgenden  Untersuchung  Gebrauch  gemacht  werden  soll. 
Wir  wollen  noch  auf  eine  andere  bemerkenswerthe  Eigenschaft  eines 
linearen  homogenen  Differentialausdruckes  und  seines  Complementes  auf- 
merksam machen,  welcher  wir  folgenden  Ausdruck  geben: 

Wenn  cp  {z)  einen  linearen  homogenen  Differentialausdruch  der 
unbestimmten  Function  z  und  ihrer  Bifferentialquotienten  z\  z\  . . .  ^^''^ 
bezeichnet,  dagegen  ^{z)  das  Complement  desselben  und  u  eine  be- 
liebige andere  unbestimmte  Function,  so  ist  die  Bifferenz 

17.  ucp{z)  —  z<P{u) 

ein  vollständiger  Bifferentialquotient. 
Man  überzeugt  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  dieser  Angabe,  wenn 
man  die  Bedingung  der  Integrabilität  des  genannten  Ausdruckes  aufstellt, 

welche  von  selber  erfüllt  wird. 

53* 
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3. 

Unter  den  linearen  homogenen  Differentialausdrücken  von  der  Form  (8) 
verdienen  eine  besondere  Beachtung  diejenigen,  deren  Oomplement  ihnen 
gleich  ist. 

Das  Complement  eines  linearen  homogenen  Differentialausdruckes 

von  ungerader  Ordnung  kann  niemals  dem  Differentialausdrucke  selber 

gleich  sein, 
weil  der  Coefficient  von  z^""^  in  (8)  gleich  a^,  und  in  der  Entwickelung 
von  (16)  ( — ^J'a^  ist.  Dagegen  kann  das  Complement  eines  Differential- 
ausdruckes von  ungerader  Ordnung  wohl  dem  negativen  Differentialaus- 
drucke selber  gleich  sein.  Doch  auf  die  Untersuchung  dieser  Differential- 
ausdrücke gehen  wir  nicht  weiter  ein. 

Es  ist  — 7^ ein  linearer   homoo:ener  Differentialausdruck  von  der 

2pten  Ordnung,  dessen  Complement  ihm  gleich  ist. 

In  der  That,  setzt  man  in  (15)  z^^^  statt  ^,  so  hat  man: 


dPa„^^P^ 


rfiP)z(P)   -1-  JL  ^(2^-1)^(^+1)   _|       P(P 11      (p_2)     (P4-2)      1 

—    i?  i^   1     p  '^       1.2         P  ~ 


dxP 
während  man  aus  der  Gleichung  (9)  durch  ^ malige  Differentiation  erhält: 

dxP  ^       ^   {    dxP  1         dxP+^        "^        1.2  dxP+^  "]' 

Der  rechte  Theil  dieser  Gleichung  ist  aber  nach  der  Definition  das 
Complement  des  rechten  Theiles  der  vorhergehenden  Gleichung. 

Hieraus  geht  nun  mit  Berücksichtigung  des  letzten  Satzes  in  dem 
vorhergehenden  Paragraphen  folgender  allgemeine  Satz  hervor: 

Das  Complement  eines  jeden  Differentialausdruckes  von  der  Form: 

.  da.^     ,     d'^a^^"  ,     .       ^v„  dPa^^^P^ 

"  dx  dx^  ^  dxP 

ist  dem  Differentialausdrucke  selber  gleich. 

Dieses  ist  zugleich  die  allgemeinste  Form  eines  linearen  Differential- 
ausdruckes von  der  2^ten  Ordnung,  welcher  seinem  Complemente  gleich  ist; 
was  wir  in  Form  eines  Satzes   so  ausdrücken: 
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Jeder  lineare  homogene  Differentialausdruck  von  der  2pten 
Ordnung^  welcher  seinem  Complemente  gleich  ist,  lässt  sich  auf  die 
Form  zurückführen: 

^  dx       '       dx^  '    ^        ^       dxP 


Denn  es  sei: 


B  =  boS-^hz'+---+h^/'^^ 


ein  Differentialausdruck  von  der  genannten  Eigenschaft.  Da  aber  auch 
der  Differentialausdruck  A  dieselbe  Eigenschaft  hat,  so  wird  nach  dem 
letzten  Satze  des  vorhergehenden  Paragraphen  auch  das  Complement  des 
Differentialausdruckes  B  —  A  diesem  Differentialausdrucke  gleich  sein. 
Der  Differentialausdruck  A  führt  aber  i?  +  1  unbestimmte  Functionen  a 
mit  sichj  welche  dazu  verwendet  werden  können,  in  dem  nach  den 
Differentialquotienten  von  z  geordneten  Ausdrucke  B  —  A  die  Coeffi- 
cienten  der  p  -{-  l  Differentialquotienten  von  gerader  Ordnung  ver- 
schwinden zu  machen.  Man  hätte  dann  einen  Differentialausdruck  B  —  A 
von  ungerader  Ordnung,  dessen  Complement  ihm  gleich  ist;  was  aber 
nach  dem  ersten  Satze  dieses  Paragraphen  nicht  statt  haben  kann. 
Daher  ist:  B  —  A=0,  oder  B  von  der  Fofm  A.  Hierdurch  ist  zugleich 
der  Weg  angedeutet,  den  gegebenen  Differentialausdruck  B  auf  die 
Form  A  zurückzuführen. 

Um    dem    Differentialausdrucke    A    eine    andere    Gestalt    zu    geben, 
wollen  wir  setzen: 

2'ip  =  a,z'  +  a,z'  +  a,z''  H \-  a^z^^'^\ 

Alsdann  wird  A  gleich: 

^^^  dx       ~^       dx''  ^^       ^         dxP       ' 

ein  Ausdruck,  welcher  bekanntlich  identisch  verschwindet,  wenn  die  Func- 
tionen a  der  Art  sind,  dass  sie  den  Ausdruck  i/^  zu  einem  vollständigen 
Differentialquotienten  machen  (13.  Cap.  der  Theorie  des  fonct.).  Man 
kann  daher  für  die  Function  \\),  die  nur  die  Quadrate  von  z  und  ihrer 
Differentialquotienten    enthält,    auch    eine    andere    Function    des    zweiten 
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Grades  in  Rücksicht  auf  z,  z ,  , , ,  setzen,  ohne  dadurch  diesen  Ausdruck 
seinem  Werthe  nach  zu  ändern,  wenn  der  Unterschied  beider  Functionen 
ein  vollständiger  Differentialquotient  ist.  Diese  Bemerkung  führt  zu  dem 
allgemeineren  Satze: 

Wenn 

18.         2ip  =  ^,,^^+26/01^/+  a,,ZZ-\ h  ^n-l^n^^""'^^^''^  +  (^n,n^^''^  ^^''\ 

SO  ist  das  Complement  des  Differentialausdruckes: 

ly.      T  —  yj  [z)  ^^     -t-      ^^,  -h  ^      i;       ^^, 

diesem  Ausdruck  selber  gleich. 
Diesen  Satz  wird  man  zugleich  mit  dem  folgenden  bewiesen  haben,  der 
für  die  Transformation  der  zweiten  Variation  von  besonderer  Wichtigkeit  ist: 

Der  Diff 'er entialaus druck : 
lässt  sich  auf  die  Form  zurückführen. 

20.    %  =  %0—^'-  +  ^' h  (-  ir ^f-- 

ax       ^        dx^  dx^ 

Denn  da  das  Complement  von  31  nach  dem  Vorhergehenden  gleich 
%  ist,  so  wird,  wenn  ¥^  ==  51,  auch  das  Complement  von  W  gleich  W  sein. 
Der  Beweis  des  letzten  Satzes  beruht  aber  darauf,  dass  man  einen  voll- 
ständigen Differentialquotienten  -^ —  vom  zweiten  Grade  in  Rücksicht  auf 

Oj  X 

z,  /...,    und   von   der  nten  Ordnung   dergestalt   bestimmen   kann,    dass 

die  Produkte  z^""^  z^^^   aus   der  Summe   yp -\ — , — j   ganz   herausgehen   und 

nur  die  Quadrate  {z^^^f  übrig  bleiben.  Denn  setzt  man  in  W  diese  Summe 
für  u>,  so  bleibt  der  Ausdruck  T  seinem  Werthe  nach  ungeändert, 
nimmt  aber  die  Form  ^  an. 

Der  gesuchte  Differentialausdruck  n    kann  nur   von  der  Form   sein: 
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Da   derselbe    aber  — -   unbestimmte    Functionen    b    enthält,    so 

u 

n  7X 

lassen  sich  dieselben  immer  so  bestimmen,  dass  in  dem  Ausdrucke  ip  -1 — = — 

^     '     dx 

die  Coefficienten  der  I^        Produkte  z^""^  z^^^  verschwinden  und  nur  die 

Quadrate  {z^''^f  übrig  bleiben,  so  dass  man  hat: 

21.  2  (v  +  ^)  =  %^'  +  ^i^''  +  '^2^"'  -\ h  ^n^""'- 

Wenn    man   die  Coefficienten    der  7^        Producte  z^""^  z^^^    in    dem 


d 


7t 


Ausdrucke  ip  -| — ^ —  verschwinden  lässt,  so  erhält  man  eben  so  viele 
Differentialgleichungen  zwischen  den  als  bekannt  vorausgesetzten  Func- 
tionen  a  und  den      ^   7^   ^   zu  bestimmenden  Functionen  h,  von  welchen 

Li 

die  n -\- 1  Functionen  %  abhängen.  Auf  diese  Differentialgleichungen, 
welche  die  Functionen  h  ohne  Integration  ergeben,  gehen  wir  nicht 
weiter  ein,    weil  die  Zurückführung    der    gegebenen  Function  2  \p  durch 

d  TT 

Hinzufügung    eines    vollständigen    Differentialquotienten    2  -^ —     auf    die 

Form  (21)  sich  durch  einfachere  Operationen  ermöglicht,  die  in  den 
folgenden  Paragraphen  entwickelt  werden  sollen. 


4. 
Aufgabe. 

Es  ist  gegeben  eine  Jiomogene  Function  des  zweiten  Grades  und 
der  nten  Ordnung  von  der  Form: 


18.  2  xp'  =  a,,zz  +  2  a,,zz  +  a,,zz^ ^  2 «.-i,n^^""'^^^^^^  +  ci,,^n^^''^ z^ 


es  soll   dieselbe  durch  Hinzufügung   eines   vollständigen  Differential- 
quotienten 2  -^  auf  die  Form  gebracht  werden : 
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Da  es  Schwierigkeit  macht,  eine  Function  n  zu  bestimmen  derge- 
stalt, dass  in  der  Summe  2  lip  -\-  — — j  alle  Produkte  z^"^^  /^^^  zugleich  ver- 
schwinden, so  wollen  wir  eine  Function  ttq  suchen,  welche  in  der  ange- 
gebenen Summe  die  Producte  issz^''\  z  d^''^,  . . .;  ^(»^-i)^(^)  verschwinden  macht. 
Dieses  wird  erreicht,  indem  wir  setzen: 

2  Tio  =  —  (2  a,,o^  +  2  a,,i  /  -1 h  2  a,,^^_^z^^-^^  +  a,,._i^^*^-^V^"~'^. 

Alsdann  wird  in  der  Summe  2\\\)  -\-  -p^)  der  Coefficient   von   ^^''^^ 

V  Oj  CO    ^ 

gleich  a^^^  und  der  Coefficient  von  (^^**~^^)^  gleich  a^_i,^_i  —  öfl^_i  —  2  a^,^_2. 
Zu  dieser  Summe  2  (ip -\- —-^\  werden  wir  wieder  einen  Differential- 
quotienten 2 -^-^  addiren,    der   in  der  Summe  2  ( V^  + -^ -| — j^)   die 

Producte  ^-e^**"^^,  Z2^''~'^\  .  .  . ,  <0^'*~^^  -s^^'*"^^  verschwinden  macht.  Fahren  wir 
in  der  beschriebenen  Weise  fort,  die  Producte  verschwinden  zu  machen, 
so  kommen  wir ,  wenn  wir  setzen  n  =  n^  -^  n^  -\-  . . . ,  schliesslich  auf 
die  Gleichung  (21).  Da  die  Bildung  der  Function  n  keine  Integrationen 
verlangt,    so    rechtfertigt    sich   die    in  dem   vorhergehenden  Paragraphen 

gemachte    Bemerkung,    dass    die    dort    erwähnten  7^        Differential- 

gleichungen  die  Functionen  b  ohne  Integration  ergeben.  Die  Werthe  der 
Functionen  %^j  3In-ij  •••   erhält  man  hierdurch  der  Reihe  nach: 

r  31       =  a 

■^^n  ^  n,  n 

^^'  I    <^n—l  =  0/11-1,11—1  On,n—l  ^  ^n,n— 2 

Auf  der  andern  Seite  kann  man  aber  auch  eine  Function 

2  7io=  —  (^00  ^  +  2  c^oi  ^'  H h  2  0^0, ._i  ^^"-'0  ^ 

bestimmen    derart,    dass    aus    der  Summe  2  [^ -\- -j-^j  die  Producte  zz\ 

zz' ,  , , ,  zz^""^  sämmtlich  herausgehen.  Dieses  wird  zutreffen,  wenn  man 
den  Functionen  a  die  Werthe  zuertheilt: 
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«00  =  +  Ö-Ol  —  0^2  +  «03 +  (—    1)"''  «o"r" 

^01   -       +  «02  -  «;3  H h  (—  ^r-'<n'' 

«02  -  +  «OB h  (-    l)"-'<7'* 

Der  Coefficient  2lo  von  ^'^  in  der  Summe  2  lip  -\ — -r-^j   wird  hiernach: 

V  et  üu    ^ 

23.  ?io  =  a,o  —  «m  +  a;; h  (—  ^T<i , 

während  die  Coefficienten  b^^,  2  612?   2&13,  ...  2  Jj ,,  der  Producte  //,  ^'z'\ 
z z'\  . . .  /^^"^  die  Werthe  erhalten: 


&11     =    «11     — 

2  &,2          =2  «12          — 

2  «Ol 

2  «02 

2  &i,„-i  =  2  flj,„_i  — 

2o;o,»-i 

die  übrigen  Coefficienten  aber  dieselben  wie  in  2  1/^  bleiben. 
Auf  dieselbe  Weise  wird  man  wieder  eine  Function: 

2  TTi  =  -  (Ai  z  +  2  A2  ^"  + h  2  /5i,„_i  ^<''-")  ^' 

bestimmen  können  dergestalt,  dass  aus   der  Summe  2(^-1 — 7"^  H — ;7~^) 

die   Producte  zz\  z z'\  .  .  .  z z^''^    herausgehen    etc.      Der   Coefficient    von 
/^  wird  hiernach: 

^1  =  ^-11  —  V..  +  iis Vi-  ir-'  ^tr^ 

oder  wenn  man  für  die   Functionen  &  ihre  Werthe  setzt: 


24.  % 


,^{^n 


—  2 ^^02  +  3 a^s  —  4 a;;  H h  (-  lr-^^<-'^ 


Mag  man  nun  mit  der  Bildung  der  Functionen  ?l»,  5l^_i5  ...  oder  mit 
der  Bildung  der  Functionen  3Io?  ?lij  ...  den  Anfang  machen,  das  allge- 
meine Bildungsgesetz  derselben  wird  schwer  zu  erkennen  sein.  Dieses 
Bildungsgesetz  wird  sich  aber  herausstellen,  wenn  man  untersucht,  welche 
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Terme   zur   Bildung   der   Functionen  5loj  5li,...5ln  jedes    einzelne   Glied 
der  Function  \p  hergiebt.     Hierzu  dient  folgende  Gleichung: 

25.  _±(P-mp-J)_^^^^y,-.,_^,,, 

*  ^^       ^    q  1.2.3...(g  — 1)  y\^   ) )  t  '  '  ' , 

in  welcher  die  Bezeichnungen  gebraucht  sind: 


z^P^  = 


dxP  '        ^   ^  dxP    '  ^  c/^P-2 


U^     ^J  —  ^l^v-2q 

Es  muss  noch  bemerkt  werden,  dass  diese  für  2  zz^^"^  gegebene  Reihe 
nicht  in's  Unbegrenzte  fortläuft,  sondern  mit  demjenigen  Gliede  abzu- 
brechen ist,  welches  aufhört,  einen  Sinn  zu  haben,  das  ist,  wenn  p  —  2q 
negativ  wird. 

Man  kann  den  Beweis  dieser  Entwicklung  von  2  zz^^^  in  derselben 
Weise  führen,  wie  man  die  allgemeine  Gültigkeit  solcher  durch  Induction 
gefundenen  Gleichungen  darzuthun  pflegt.  Denn  differentiirt  man  die 
Gleichung  (25),  deren  rechten  Theil  wir  der  Kürze  wegen  mit  B  be- 
zeichnen, nach  X,  so  erhält  man: 

dR 


2  zz^P-^'^  +  2  zz 


(p-i) 


dx  ' 
woraus 

2  zz^P-^'^  =  4^—2  zz^P-'^ . 
ax 

Setzt    man   nun   in  (25)  z    für  z  und  p —  1    für  p,    so    erhält    man 

die  Entwicklung:   von  2  zz^p~'^\     Die  Differenz  — —  —  2  //^^~^^   wird   aber 
^  dx 

gerade    die  Reihe    ergeben,    die  man  aus  (25)   erhält,    wenn    man  p  -\-  l 

für  p  setzt. 

Die  Gleichung  (25)   lässt   sich    noch    dadurch    verallgemeinern,    dass 

man  z^''^  setzt  für  z,  wodurch  sie  übergeht  in: 
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26.  -  f  i^=:ilfc^  ((,(.+3)).yp-e,  _L  .  .  . 

. . .  _j_  r—  1 V ^  (y— g-i)(j>-g-2)---(p— 2g+i)  /'^,(.+,)x2vp-2j)  , 

^^         '    q  1.2. 3...  (2—1)  ^"^         ^-'  -t-  •  •  • 

Hiernach  wird  irgend  ein  Glied  der  Function  2  t//  in  (18): 

sich  in  mehrere  Glieder  zerlegen  lassen  von  der  Form: 

wo  C  eine  Constante  bedeutet.     Dieser  Differentialausdruck  ist  aber  nach 
(9)  gleich: 

(_  Vf-^^Cd^-l'^Uz^'^n  —  2  4^. 

Vereinigt  man  wieder  alle  diese  einzelnen  Glieder,  sowie  auch  die 
verschiedenen  Functionen  n  zu  einer  einzigen,  so  erhält  man: 

27.  2.a,„,^.,.(^).^^-+-)  +  2-^ 

Diese  Reihe  ist  ebenfalls  mit  demjenigen  Gliede  abzubrechen,  welches 
aufhört,  eine  Bedeutung  zu  haben,  das  ist,  wenn  p  —  2q  negativ  wird. 
Sie  führt  durch  Hinzufügung  eines  vollständigen  Differentialquotienten 
ein  beliebiges  Glied  der  Function  2  ip^  welches  nicht  schon  die  Form  (21) 
hat,  auf  diese  Form  zurück.  Die  Function  2ip  nimmt  hiernach  mit 
Hinzufügung  eines  passenden  Differentialquotienten  selbst  die  Form  (21) 
an,  und  man  erkennt  das  Gesetz,  nach  welchem  in  der  Gleichung  (21) 
die  Functionen  51  aus  den  Coefficienten  a  der  Function  2  ^  und  deren 
Differentialquotienten  sich  zusammensetzen. 

54* 
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5. 

Den  letzten  Satz  im  dritten  Paragraphen  können  wir  nunmehr  auch 
so   ausdrücken : 

Der  Bifferentialausdruck: 

hleiht  ungeänderty  wenn  man  für  die  Function  2  ip  setzt: 
28.  5i^^2  +  ^,  /2  _| ^  ^_^ (^(.-i))2  _j.  a^^^{z^-^)\ 

Denn  nach  (22)  ist  %^==za^,^^  und  die  Ausdrücke  der  anderen  Func- 
tionen 51  sind  nach  dem  in  dem  vorhergehenden  Paragraphen  ent- 
wickelten Gesetze  leicht  aufzustellen. 

Mag  man  nun  für  2\p  entweder  den  gegebenen  Ausdruck  (18) 
wählen  oder  die  durch  Hinzufügung  eines  vollständigen  Differential- 
quotienten zur  gegebenen  Function  2  «//  transformirte  Function  (28),  so 
entdeckt  man  leicht  eine  zweite  merkwürdige  Eigenschaft  des  Differential- 
ausdruckes  W,  die  sich  in  Form  eines  Satzes  also  ausdrücken  lässt: 

Wenn  die  Function  2  ip  der  Variabein  z,  z,...  z^'''\  durch  die 
Substitution  z  =  u,z^  übergeht  in  eine  Function  2  .  ip^  der  Variabein 
^1 ,  ^n  •  •  •  ^T\  ^^  9^^^  d^^  Differentialausdruck : 

durch  dieselbe  Substitution  über  in: 

Die  Function  ip  der  Variabein  z,  z\..,  z^""^  geht  durch  die  Substitution: 


29. 


in  eine  Function  i/j^  der  Variabein  z^,  z[,  z^  , . ,  über.  Differentiirt  man 
nun  die  Function  ip  unter  dieser  Hypothese  nach  den  neuen  Variabein 
und  setzt  der  Kürze  wegen: 


i  ^ 

uz 

l 

/ 

z 

u 

^1 

+  us[ 

z 

■■  u 

^1 

-\-2u 

^i 

+ 

uz'^ 

^(3) 

.M*^') 

^1 

+  3w" 

^1 

+ 

3u  z^ 

+ 

w^f> 
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^|r-=V;(4'')       und       f\0^'-^)  =  a,., 


so  erhält  man: 


30. 


H'li^l)  = 

ua^ 

+ 

ua^ 

+ 

w  a2  + 

m(^)«3+-- 

f'li^'d  = 

ua^ 

+ 

2u  a2-{- 

3  u'  ^3  +  •  • 

ip[{z';)  = 

ua^A;- 

^U       0^3  +•   • 

rp'M'>)  = 

W  %  +   •   • 

DiiFerentiirt  man  diese  Gleichungen  abwechselnd  mit  dem  positiven 
und  negativen  Zeichen  genommen  nach  der  unabhängigen  Variabein  x, 
die  zweite  einmal,  die  dritte  zweimal  und  so  weiter  und  addirt  die  unter 
einander  stehenden  Glieder  der  rechten  Theile  aller  Gleichungen,  so  wird 
das  {p  -\-  l)te  Glied  der  Summe: 

^'    ^P        T        dx        +        1.2  dx^ 

ein  Ausdruck,  welcher  aus  (9)  hervorgeht,  wenn  man  daselbst  für  a^  setzt 
u  und  für  z  setzt  a^.     Dieser  Ausdruck  wird  also  gleich: 

(-ir„.«r  =  (^ir»-^'^- 

Es  ist  daher  die  Summe  aller  jener  Gleichungen: 

Die  Function  2  ip^  ist  in  Rücksicht  auf  z^,  ^[,  ,  .  .  von  derselben  Form, 
als  die  Function  2  ip  in  Rücksicht  auf  z,  /,...,  aus  welcher  sie  durch 
die  genannten  Substitutionen  (29)  hervorgegangen.  Die  Coefficienten  der 
Quadrate  und  Producte  von  ^^ ,  z[,  .  .  ,  in  ihr  sind  aber  homogene  Func- 
tionen des  zweiten  Grades  von  u,  zc  .  . ,,  und  zwar  ist  der  Coefficient  von 
(zf^f  gleich  u^dn^n'     Es  hat  demnach  die  Function  2  yj^  die  Form: 

32.  2  ^1  =  &00 ^l  +  2  &01  ^1  ^;  H h  ^' «.,.  i^T 

Aber  auch  die  anderen  Coefficienten  b  in  dieser  Function,  welche 
den  Index  0  haben,  sind  leicht  zu  bestimmende  Functionen  von  u,  u\  . , . 


430         27.   üeber  die  Criterien  des  Maximums  und  Minimums  der  einfachen  Integrale. 

In  der  That,  differentiirt  man  die  durch  die  Substitutionen  (29)  identische 
Gleichung  ip^  =  xp  nach  z^ ,  so  erhält  man : 

ein  Ausdruck,  welcher  ungeändert  bleibt,   wenn  man  u  mit  ^  vertauscht, 
wie  folgt: 

ip[  {z,)  =  zip(u)  +  /  ip(u)  +  .  .  .  -f  ^(")  v^'(^(«)). 
Es  ist  aber  auch  nach  (32) 

Aus  dem  Vergleich  dieser  beiden  durch  die  Substitutionen  (29)  iden- 
tischen Ausdrücke  für  ip[(^i)  ergiebt  sich  nun: 

'  6qq  =  uip\u)  -}-  uip\u)  -\-  u'  ip\u')  +     u^^^  ij-f  {u^^^)  +  •  •  • 

6oi  ==                    w  V^'  (w')  -\-  "iu  \p'  {a')  -f-  3  u'  ip'  (u^^^)  -[-... 

602  =  ^  ^p'  {^'')  +  3  i/  ?//  (i^^^^)  -[-••• 

603  =  ^*  V^'  (w^^O  H 


33 


ein  System  von  Gleichungen,  welches  analog  den  Gleichungen  (30)  ge- 
bildet ist,  und  aus  welchen  durch  eine  gleiche  Behandlung  folgende  der 
Gleichung  (31)  entsprechende  Gleichung  hervorgeht: 

34.  6„,_&;,  +  6;;-...  +  (-ir<>=..|^>)-^'l+...  +  (-iri^^ 

Wie  sich  nun  der  rechte  Theil  der  Gleichung  (31)  vereinfacht,  ohne 
seinen  Werth  zu  ändern,  wenn  man  für  2  i/^  die  Function  (28)  setzt, 
ebenso  kann  man  auch  den  linken  Theil  derselben  Gleichung  vereinfachen. 

Denn  bestimmt  man  einen  vollständigen  Differentialquotienten  — ^  der- 
gestalt,  dass  die  Summe  2xp^-\-  2  — —  von  der  Form  wird : 

35.  5ßo(^i)^  +  a5:(^;)^+  — v^niA')\ 

so  ändert  auch  der  rechte  Theil  der  Gleichung  (31)  seinen  Werth  nicht, 
wenn  man  für  die  Function  ^ip^  die  Function  (35)  setzt.  In  dieser 
letzteren  Function  bedeuten  die  Coefficienten  33  dieselben  Functionen  der 


27.   Ueber  die  Criterien  des  Maximums  und  Minimums  der  einfachen  Integrale.         431 

Coefficienten    in  2  ip^,    als  die  entsprechenden  Grössen  %   Functionen   der 
Coefficienten  in  2  i/^  sind.     Es  ist  daher  nach  (23)  und  (22) 

36^  »0  =  &00  -  K^  +  K, h  (-  lTb^o% 

Die  durch  die  Substitutionen  (29)  identische  Gleichung  (31)  nimmt 
hiernach,  wenn  man  für  die  Function  2  ip^  die  Function  (35)  setzt,  die 
Gestalt  an: 

woraus,    wenn    man    das    Glied   SS^^^,  =  33o —  auf   die    andere    Seite    der 

Gleichung  bringt,  für  23o  den  Werth  aus  (36)  und  (34)  setzt,  und  für  die 
Function  ¥^  in  (19)  der  Kürze  wegen  das  Zeichen  braucht  ¥^(^),  man  erhält 

37.  ~dx\^''  dx     ~^  ^^       ^  dx-'^        j 

Es  stellt  sich  also  der  Ausdruck  u.W{z)  —  zW{u)  als  ein  voll- 
ständiger Differentialquotient  dar.  Dieses  war  vorauszusehen.  Denn  nach 
dem  vorletzten  Satze  des  §  3  ist  das  Complement  des  Dififerentialaus- 
druckes  W{2)  diesem  Differentialausdrucke  selber  gleich,  unter  welcher 
Voraussetzung  eben  der  letzte  Satz  des  §  2  auf  den  angegebenen  Differential- 
ausdruck anwendbar  ist.  Was  aber  nicht  vorauszusehen  war,  ist  die 
Form  des  Integrals  jenes  vollständigen  Differentialausdruckes,  welche  aus 
der  Gleichung  (37)  hervorleuchtet.  Sie  ist  dieselbe  in  Rücksicht  auf  die 
Grössen  z[ ,  z[^  . . .  zf\  welche  die  Function  W  nach  dem  letzten  Satze 
des  §  3  in  Rücksicht  auf  die  Grössen  z,  z ,  ...  z^''''  annimmt.  Diese 
Bemerkung  führt  mit  Berücksichtigung  der  vorhergehenden  Sätze  zu 
folgendem  sehr  merkwürdigen  Satz: 

Wenn  W{z)  einen  in  Bucksicht  auf  die  unbestimmte  Function  z 
und  ihre  Differentialquotienten  z\  z\  .  .  .  z^'^^  linearen  homogenen 
Bifferentialausdruck  bedeutet,  dessen  Complement  ihm  selber  gleich 
ist,  so  ist  der  Di/f er  enticf  laus  druck 


432         27.   Ueber  die  Criterien  des  Maximums  und  Minimums  der  einfachen  Integrale. 

ein  vollständiger  JDifferentialquotient,  was  auch  u  für  eine  Function 
sei  der  unabhängigen  Variabein,  und  das  Integral  dieses  Differential- 
ausdruckes  geht  durch  die  Substitution  s  =  uz^,  indem  z^  ganz  daraus 
verschwindet,  in  einen  in  Bäcksicht  auf  z\,  z^,  ...  4^"^^  linearen 
homogenen  Differentialausdruck  über  von  der  Eigenschaft,  dass,  wenn 
man  in  demselben  z[  als  die  unbestimmte  Function  betrachtet  mit 
ihren  Differentialquoiienten  z[,  z^ ,  .  .  .  z^^~^^,  das  Gomplement  ihm 
selber  gleich  ist. 
Setzt  man  nun,  um  abzukürzen, 

38.       w,  (z[)  =  33i  ^;  —  ^-  -\ h  (~  ir -'      '   T-^- , 

1 V  1/         -^^i    1  dx        ^  '    ^  ^  dx''-^  ' 

so  erhält  man  durch  Integration  von  (37) 

39.  \{u  W{z)  —  z  W{u))dx  =  —  W^  {z[y 

Wenn  aber  u  ein  Werth  von  z  ist,  welcher  der  Differentialgleichung 
W{z)  ==  0  genügt,  so  geht  (39)  über  in: 

40.  ju  Wiz)  dx  =  —W^  {z\). 

Diese  Gleichung  ist  der  analytische  Ausdruck  des  Satzes  von  Jacobi 
(Cr eile's  Journal  Bd.  17,  pag.  71),  den  wir  als  Corollar  des  vorher- 
gehenden Satzes  also  wiedergeben: 

Wenn  W{z)  einen  in  Rücksicht  auf  die  unbestimmte  Function  z 
und  ihre  Differentialquotienten  z ,  z' ,  .  .  .  z^^^  linearen  homogenen  Aus- 
druck bedeutet,  dessen  Gomplement  ihm  selber  gleich  ist,  und  u  einen 
Werth  von  z,  welcher  der  Differentialgleichung  W{z)  =  0  genügt,  so 
ist  der  Differentialausdruck  u  W{z)  ein  vollständiger  Differentialquotient. 
Das  Integral  desselben  geht  durch  die  Substitution  z  =  uz^,  indem  z^ 
daraus  verschwindet,  in  einen  in  Rücksicht  auf  z\,  z[,  .  . .  z^l'^^  linearen 
homogenen  Differentialausdruck  über,  dessen  Complement  ihm  selber 
gleich  ist,  wenn  man  darin  z'i  als  die  neue  unbestimmte  Function  betrachtet 
und  demnach  z[^  z^\ . . .  z^^~^^  als  die  Differentialquotienten  dieser  Function, 
Diese  Sätze  erscheinen  wichtig  genug,  um  sie  noch  durch  einen 
zweiten  Beweis  zu  begründen. 
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6. 

Die  Function  W  lässt  sich  nach  dem  letzten  Satze  des  §  3  auf  die 
Form  zurückführen: 

d%z     ,     d^%J' 
^  dx  dx^ 

Jeder  Term  derselben  hat  die  Eigenschaft,  dass  er  seinem  Comple- 
mente  gleich  ist.  Es  wird  also  der  zuletzt  angegebene  allgemeine 
Satz  auch  stattfinden  müssen,  wenn  man  für  die  Function  W  die  Func- 
tion wählt: 

d^'%z^^^ 


dxP 

Und  umgekehrt,  wenn  jener  Satz  für  diese  Function  erwiesen  ist, 
so  wird  er  auch  auf  die  Summe  oder  Differenz  solcher  Functionen, 
aus  welchen  die  allgemeine  Function  W  zusammengesetzt  ist,  sich  aus- 
dehnen lassen. 

Um  für  den  vorliegenden  Fall  den  Ausdruck  u  W{z)  —  z  W{u)  dar- 
zustellen, setze  man  in  Gleichung  (9)  für  a^  und  z  respective  u  und  51^  ^^^\ 
Dadurch  geht  die  genannte  Gleichung  über  in: 


(_1).|5I^,.),.)_^J^2I,^^ 


dxP 
und  wenn  man  in  dieser  Gleichung  u  mit  z  vertauscht: 


dxP 


=  (-  if  {^,^.<^).<^)  -  f  ^Mf^l  +  . .  .|. 


Zieht   man    nun    die    letzte  Gleichung    von    der  vorhergehenden   ab, 
so  erhält  man  den  gesuchten  Ausdruck: 


dxP            "       dxP 

41.                                                                              n 

i^-   7:  +  ---+ (~ ')'"' 

#-1  Up 
dxP-'^ 

wenn  man  setzt: 

Hesse's  Werke. 

55 
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5Jp(M<'"«<'"     —  w'^-'^'p')     =0 


p{p-\)..^{p--r+\)   ^^(^(,)^(p-.,  _  „(p-o,(.))  _  CT^, 


1.2 


Diese  Ausdrücke  werden  lineare  homogene  Functionen  der  Grössen 
z[ ,  s'i,  . . .  zf'i  wenn  man  in  ihnen  für  z  setzt  u  s^  und  entwickelt.  Be- 
zeichnet man  den  Coefficienten  von  2[**  in  der  Entwickelung  von  U^  mit 
(r,  g),  so  wird  derselbe: 

—p(p-l),.,(p-r+l)p{p-l)...{p-q+  l)u^'-''^u^^-^^}, 

ein  Ausdruck,  welcher  ungeändert  bleibt,  wenn  man  r  mit  g  vertauscht. 
Jenes  System  von  Gleichungen,  welche,  wie  bemerkt  wurde,  in  Rück- 
sicht auf  2[,  z'i,  . , .  z^f  linear  sind,  hat  demnach  noch  die  Eigenschaft, 
dass  die  Horizontalreihen  der  Coefficienten  von  z[ ,  <,  . . .  z^^^  den  ent- 
sprechenden Verticalreihen  gleich  sind.  Mithin  lassen  sich  die  linearen 
Ausdrücke  links  von  den  Gleichheitszeichen  als  die  partiellen  Differential- 
quotienten einer  homogenen  Function  X^  der  zweiten  Ordnung  in  Rück- 
sicht auf  z\,  z[^  ...  zf  dergestalt  darstellen,  dass: 

x;(.;)  =  V,,      x;«)  =  tj,,    ...    x'^{zf)  =  u^. 

Multiplicirt  man  nun  das  obige  System  von  linearen  Gleichungen 
der  Reihe  nach  mit  z^,  z[,  .  .  .  zf  und  addirt,  so  erhält  man  die  doppelte 
Function  X^,  Addirt  man  aber  sämrathche  positiven  unter  einander 
stehenden  Glieder  in  der  nicht  entwickelten  Form  und  dann  sämmtliche 
negativen  Glieder,  und  bemerkt,  dass 

.■«..  +  i.»-.;  +  ...=-^  und  „«..  +  Z.,-o,;  +  ...=  *«fL, 
SO  wird: 

oder,  wenn  man  für  3  seinen  Werth  us^  setzt: 


27.   Ueber  die  Criterien  des  Maximums  und  Minimums  der  einfachen  Integrale.         435 

^^-  ^^r     Tx^  d^^  dc^-]—"^^^' 

Dieses  ist  der  symbolische  Ausdruck  für  die  in  Rücksicht  auf  ^i, 
zIj  . . .  4^^  homogene  Function  des  zweiten  Grades  X^,  deren  partielle 
Differentialquotienten  eben  die  in  (41)  mit  U  bezeichneten  Grössen  sind. 
Hiernach  nimmt  die  Gleichung  (41)  die  Gestalt  an: 

dv%z^P^  _      dP%u^P^ 
^      dxP  ^       dxP 

(       1^p    ^     \'\"  [»'\         dXp{^i)     I  ,     .       1  ^^p^i  d^~  Xp  (^1  )  I 

=  ("~  ^^  ~d^\^P^''^  dx        I  h  (—  ij  ^^1      j- 

Diese  Gleichung  liefert  den  Beweis,  dass  der  behandelte  Differential- 
ausdruck ein  vollständiger  Differentialquotient  ist,  und  dass  zugleich  das 
Integral  durch  die  Substitution  z==uz^  in  eine  lineare  homogene  Func- 
tion von  z[ ,  z'i,  . . .  übergeht,  deren  Complement  ihm  selber  gleich  ist. 

Setzt  man  nun: 

43.  X=X,^X,-\ ^X,„ 

SO  folgt  aus  der  letzten  Gleichung,  da: 

^W  =  ^(-,)Ä^    und     nu)  =  ^(-Vf^^, 

wenn  man  jene  Gleichung  mit  ( —  1)^  multiplicirt,  für  p  nach  einander 
die  Zahlen  0,   1,  . . .  n  setzt  und  addirt: 

4.  „.„_.^(.,=^{xw-MM+...+(-ir.-|>r,}. 

Das  Integral  hiervon  ist  ebenfalls  seinem  Complemente  gleich. 
Wenn  aber  u  ein  Werth  von  z  ist,  welcher  der  Differentialgleichung 
¥^(^)  =  0  genügt,  und  man  setzt: 

45.      -  w,  (.;)  =  x\z',)  -  ^pl  +  •••  +  (-  IT-'  ^^^, 

so  erhält  man  durch  Integration  von  (44) 

46.  Ju.W{z)dx=  —  W,(3[l 

ein  Integral  von  allgemeinerer  Form  als  das  in  (39),  (38),  dessen  nach- 
zuweisende Eigenschaft  aber  nach  dem  vorletzten  Satze  des  dritten  Para- 
graphen aus  seiner  Form  ebenfalls  hervorleuchtet. 

55* 
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Die  vorangegangenen  Untersuchungen  dienen  dazu,  die  zweite 
Variation  (4)  des  Integralausdruckes  (1) 

h 

47.  ^2  =  \  2ipdx 

a 

auf  die  Form  (7)  zurückzuführen.  Diese  Transformation  wird  den  Gegen- 
stand dieses  Abschnittes  bilden. 

Da  2i/j,  wie  aus  (5)  erhellt,  eine  homogene  Function  der  zweiten 
Ordnung  ist  in  Rücksicht  auf  ^^  z ,  .  , .  z^''\  so  hat  man ,  w^enn  man  der 
Kürze  wegen  setzt  ip'  (^^^^)  =  a^ , 

Ein  Ausdruck,  der,  wie  (8)  auf  die  Form  (13),  auf  gleiche  Weise 
auf  die  Form  gebracht  werden  kann: 

WO  u4o  =  ^0  —  ö^i  +  •  •  •  +  ( —  ir^ir^-  D^  ^ber  n  für  die  Grenzen  des  Inte- 
grals verschwindet,  weil  jedes  Glied  eine  der  Functionen  z,  z ,  .  , ,  z^''~'^^ 
als  Factor  enthält,  welche  der  Annahme  nach  in  den  Grenzen  des  Inte- 
grals verschwinden,  so  erhält  man  durch  Integration,  wenn  man  für  die 
eingeführten  Grössen  a  wieder  ihre  Werthe  setzt,  mit  Berücksichtigung 
von  (19),   und  dass   W  und   W{z)  gleichbedeutend  sind: 

h 

48.  J^=  \  zW{z)dx, 

a 

Es  ist  hier,  wie  in  der  ganzen  Untersuchung,  stillschweigend  die 
Voraussetzung  gemacht,  dass  kein  Glied  der  Function  2  ip  (5)  innerhalb 
der  Grenzen  der  Integration  unendlich  wird. 

Durch  die  Substitution  z=^uz^^  wo  u  einen  Werth  von  z  bedeutet, 
welcher  der  Differentialgleichung  W{z)  =  0  genügt,  und  durch  theilweise 
Integration  geht  die  zweite  Variation,  wenn  man  ferner  beachtet,  dass 
auch  ^1  für  die  Grenzen  des  Integrals  verschwindet,  mit  Zuziehung  der 
Gleichung  (40)  über  in: 
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h 

49.  J,  =  jz[W,(2[)dx. 

a 

Dieser  Integralausdruck  ist  von  ganz  ähnlicher  Form  als  der  vorher- 
gehende. Man  wird  ihn  daher  wieder  ebenso  behandeln  können,  indem 
man  setzt  z[  =  v\  4  und  annimmt,  dass  v\  ein  Werth  von  z\  sei,  welcher 
der  Differentialgleichung  'F(^j)  =  0  genügt.  Durch  diese  Substitution 
nimmt  die  zweite  Variation  die  Gestalt  an: 


50. 


worin   W(z^  =  —  \v\  W^{z^(ix  von  der  Form  ist: 

51.  ^,(4')  =  6^4  -  -^^  +  •••+(-  ir^ d^~^ 


Indem  man  dieses  Verfahren  nun  fortsetzt,  gelangt  man  endlich  zu 
dem  folgenden  Ausdrucke  für  die  zweite  Variation: 

h 

52.  J,  =  js^:>W„iz^)dx, 

a 

wo   ¥^„(4")  den  Werth  hat: 

53.  F,(4r')  =  M-2«;;^M;r  •••««,. ^L'"- 

Setzt  man  aber  diesen  Werth  in  (52),  so  erhält  man  die  gesuchte 
Form  der  zweiten  Variation: 

h 

54.  ^2  =  J««,«  (w«^i  ^2  •  •  •  4r0^  d^- 

a 

Um  dieses  Integral  weiter  zu  behandeln,  muss  man  sich  die  Sub- 
stitutionen vergegenwärtigen,  welche  auf  dasselbe  geführt  haben.  Sie 
sind  folgende: 

55.  z  =  uz^^       ^i  =  '2^i4j       4'  =  ^2  4\     •  •  • 

wo  Uj  v[,  ^^2;  •  •  •  Werthe    respective    der    unbekannten   Functionen  z,  z[, 
z'o,  .  .  .  bedeuten,  welche  den  ^Differentialgleichungen  genügen: 
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56.  W{z)  =  0,        W,{z[)  =  0,        W,{z:)  =  0,     .  .  ., 
die  durch  folgende  Relationen  ihre  Bedeutung  erlangen: 

57.  J  u  W{z)  dx  =  —'F,  (z[),      J  v[  W,  {z\)dx  =  —  W,  (4%     .  .  . 

Die  Differentialgleichungen  (56)  lassen  sich  durch  die  angegebenen 
Substitutionen  (55)  zurückführen  auf  Differentialgleichungen  zwischen  der 
einen  unbekannten  Function  ^  und  ihren  Differentialquotienten.  Die  erste 
Gleichung  (56)  ist  von  der  gewünschten  Form.  Man  erreicht  dieses  bei 
der  zweiten  Gleichung,  wenn  man  setzt: 

4-) 

bei  der  dritten,  wenn  man  setzt: 

1  "& 


d 


\v\    'dx    / 


dx 

Es  werden  demnach  den  Werthen  u,  v[,  w^,  .  .  .  von  z,  z[,  4,  •  •  •? 
welche  jenen  Differentialgleichungen  (56)  genügen,  Werthe  von  z  ent- 
sprechen, welche  den  umgeformten  Differentialgleichungen  und  auf  Grund 
der  Relationen  (57)  auch  der  einen  Differentialgleichung  W{z)  ==  0  genügen. 
Diese  entsprechenden  Werthe  von  z  seien: 

u,  V,  w,  ... 

Alsdann  hat  man  folgende  Relationen,  welche  aus  (55)  hervorgehen: 


58. 


UVi^  W   =U10\^  ...  z    =uz^^ 

.      .      .  ^2    ^^^^  ^2  ^S  J 


Diese  Relationen  werden  dazu  dienen,  das  Product 

59.  uv[w2   .  .  .  z^^'\ 
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dessen  Quadrat  in  das  Integral  (54)  eingeht,  durch  u,  v,  w,  ,  ,  ,  z  und 
die  Differentialquotienten  dieser  Grössen  auszudrücken.  Bei  dieser  Gelegen- 
heit kommt  ein  Satz  von  den  Determinanten  in  Anwendung,  den  ich 
gelesen  zu  haben  mich  nicht  erinnere.     Er  lautet  also: 

Wenn  a,  b,  c,  ...  (/i  +  1)  Functionen  einer  einzigen  Variabein 
und  a\  a  y  .  .  .  a^*"^  die  auf  einander  folgenden  Differentialquotienten 
der  ersten,  b' ,  b'\  .  .  .  U""^  der  zweiten  .  .  .  Function  bedeuten,  so  ist. 


(la) 

(la)'     . 

.  .     (Aa)"" 

(Ib) 

(uy   . 

.  .     {Ibp 

(Ic) 

(Ic)'     . 

.  .     {Icf"^ 

=  1^+1 


a     a 

b  y 

c      c 


mag  l  eine  Constante  oder  eine  Function  der  unabhängigen  Variabein  sein. 
Betrachten  wir  nun  die  Determinante: 


60. 


V  = 


u 

u      .  . 

^^(^) 

V 

^(.0 

IV 

w       .    . 

.     uP'^ 

z 

z       .    . 

^in) 

Dieselbe  geht,    wenn  man   für  u,  v,  w,  .  ,  .  z   die  Werthe   setzt   aus 
der  ersten  Horizontalreihe  (58) 


u,  1, 


UVi^ 


uw 


IJ 


uz 


15 


nach  dem  angegebenen  Determinantensatze  über  in 


\/  =  u' 


n-\-\ 


w 


in) 


^1^) 


Setzt  man  wieder  für  v[^  w[^ 
reihe  (58)  genommenen  Werthe: 


v\A, 


v^  w. 


1  «^2? 


z[  die  aus  der  zweiten  Horizontal- 


^1^2  5 
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SO  erhält  man  auf  gleiche  Weise: 


V  =  ^^"+^  ^:^ 


IVc, 


w\ 


kn) 


^(«) 


Diese  Operation,    fortgesetzt,    ergiebt    endlich    folgenden  Werth    der 
Determinante : 


61. 


Ebenso  wird  sich  die  Determinante: 


«(»0 


62. 


V, 


u    u 

V      V 

w    w 


w 


{n-D 


welche  sich  von  der  Determinante  V  nur  dadurch  unterscheidet,  dass 
die  letzte  Horizontal-  und  die  letzte  Verticalreihe  darin  fehlen,  wie  folgt 
darstellen  lassen: 


63. 


64. 


n  ^,'n— 1  ^,." n—2 


Dividirt  man  nun  (63)  in  (61),  so  erhält  man  das  gesuchte  Product: 


V 


=  uv[w2   ...  ^i^\ 


Setzt  man  endlich  diesen  Werth  des  Productes  in  (54),    so  hat  man 
die  gewünschte  Form  (7)  der  zweiten  Variation: 


65. 


J. 


V^ 


^  V  n 


in    welcher    a^^^  =       ^^^^  ^^^     und    V    und    V.^    durch    (60)    und    (62)    als 

Determinanten  gegeben  sind. 

Die  Bestimmung  der  Functionen  u,  v,  w,  .  .  .  und  die  Untersuchung 
der  willkürlichen  Constanten  in  dieser  Form  der  zweiten  Variation  soll 
dem  folgenden*  Abschnitte  vorbehalten  bleiben. 
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Wir  kehren  zu  der  Differentialgleichung  (14)  zurück: 

r»_iffi)  +  ...+(-i,.i^^=o, 

durch  welche  dem  Maximum  oder  Minimum  von  J  entsprechend  y  als 
Function  von  x  sich  bestimmt.  Angenommen,  man  habe  y  als  Function 
von  X  mit  den  2w  willkürlichen  Constanten  a^,  «g,  .  .  .  ccgn  gefunden, 
welche  Function  der  angegebenen  Differentialgleichung  identisch  genügt. 
Alsdann  steht  es  frei,  die  Differentialgleichung  nach  irgend  einer  der 
willkürlichen  Constanten  zu  differentiiren.  Differentiirt  man  aber  den 
linken  Theil  jener  Gleichung  nach  a^,  so  erhält  man  gerade  den  Aus- 
druck  W,    in  welchem  für  z  steht  -—-.     Aus    der   angegebenen  Differen- 

tiation  der  genannten  Differentialgleichung  sehen  wir  daher  folgende 
Gleichung  hervorgehen: 

Kit)""' 

welche  den  Beweis   liefert,    dass  -^^  ein  Werth  von    z   ist,    welcher  der 

linearen  homogenen  Differentialgleichung  der  2wten  Ordnung  ?P(^)  =  0 
genügt.  Solcher  Werthe  giebt  es  aber  2  n,  weil  jeder  der  2  n  Constanten  a 
ein  Werth  von  z  entspricht.  Man  kann  daher  den  vollständigen  Werth 
von  z,  welcher  der  Differentialgleichung  genügt,  mit  2>^  neuen  willkür- 
lichen Constanten  aus  jenen  In  Werthen  zusammensetzen.  Die  alten 
willkürlichen  Constanten  a  sind  so  zu  bestimmen,  dass  y  mit  seinen 
n  —  \  ersten  Differentialquotienten  für  die  Grenzen  der  Integration  ver- 
schwindet. —  Da  aber  u,  v,  w,  ,  ,  ,  Werthe  von  z  sind,  welche  sämmt- 
lich  der  Differentialgleichung  W{2)  =  ()  genügen,  so  haben  diese  Func- 
tionen die  Form: 


67. 


W  =  «1  ri  +  «2  rg  +  •  •  •  +  «2^  ^2n 
^  =  &1  n  +  ^2^2  +  •  •  •  +  &2n^2n 
^  =    Cr^l   +   ^2^2  +    •   •   •    +    <^2n^2n 


wenn  man  der  Kürze  wegen  setzt: 

Hesse's  Werke.  56 
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68.  -^  =  ^? 


dij_ 


und  mit  den  Buchstaben  a,  h,  c,  .  .  .  mit  ihren  angehängten  Indices 
Constanten  bezeichnet. 

Diese  Constanten  sind  jedoch  nicht  alle  willkürlich.  Vielmehr  existiren 
gewisse  Relationen  zwischen  ihnen,  welche  wohl  zu  berücksichtigen  sind. 

Es  sind  zwar  u,  v,  w,  ,  ,  .  Werthe  von  z,  welche  der  Differential- 
gleichung W{z)  =  Q  genügen,  allein  diese  Werthe  sind  noch  vermöge 
der  Relationen  (58)  abhängig  von  den  Werthen  u,  v[^  w^^  .  .  .,  welche 
respective  für  z,  z[,  4,  •  •  •  gesetzt,  wie  in  dem  vorhergehenden  Para- 
graphen hervorgehoben  wurde,  den  Differentialgleichungen  (56)  genügen 
müssen.     Wir  haben  demnach  folgende  Bedingungsgleichungen: 

69.  W{u)  =  0,  W,  {v\)  =  0,  ^2«)  —  0,       ... 

welche  mit  Zuziehung  von  (58)  und  (67)   sich  auf  Gleichungen  zwischen 

den  Constanten  a,  b,  c,  .  .  .    und   den  Functionen  r   zurückführen    lassen. 

In  der  That,  bezeichnet  man  mit  Do,  -Di,  Do?  •  •  •  die  Determinanten: 


70.  JDo=l,     D,  =  u,     B^  =  \        J,     ^3  = 

\  V   V  \ 


u   u    u 

f         /> 
V     V      V 

w  w    w' 


so  kann  man  mit  Anwendung  des  angegebenen  Determinantensatzes  diese 
Grössen  also  darstellen: 

Do=l;     D^  =  u,     D2  =  u^v[,     B^  =  u^v\^W2,     .  .  .. 

woraus  sich  ergiebt: 

71  ^'_A^  ^,''-^3A 

71.  v^—     ^,^     ,  w,—      -^,,      .   .   ., 

welche  Gleichungen  das  Bildungsgesetz  der  Multiplicatoren  u,  v[,  W2,  .  .  . 
veranschaulichen.  Diese  Werthe  hat  man  nun  in  die  Gleichungen  (69) 
und  dann  für  u,  v,  w,  ...  die  Werthe  aus  (67)  einzusetzen,  um  die 
gesuchten  Gleichungen  zwischen  den  Constanten  a,  b,  c,  ...  und  den 
Functionen  r  zu  erhalten. 
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Die  erste  von  den  Gleichungen  (69),  welche  nur  die  Constanten  a 
und  die  Functionen  r  enthält,  wird  von  selber  erfüllt.  Die  zweite  führt 
auf  eine  Gleichung  zwischen  den  Constanten  a^  b  und  den  Functionen  r, 
welche,  da  ¥^i(^l)  =  0  die  erste  Integralgleichung  von  W{3)  =  0  ist,  durch 
eine  Bedingungsgleichung  zwischen  den  Constanten  a,  b  identisch  erfüllt 
wird.  Die  dritte  Gleichung  führt  auf  eine  Gleichung  zwischen  den  Con- 
stanten a,  b,  c  und  den  Functionen  r  zurück,  welche,  da  ¥^2(4)  =  ^ 
die  zweite  Integralgleichung  von  W{z)  =0  ist,  durch  zwei  Bedingungs- 
gleichungen zwischen  den  Constanten  a,  b^  c  identisch  erfüllt  wird,  wenn 
die  vorhergehende  schon  identisch  erfüllt  wurde  etc.  .  .  .  Die  Indices 
von  W  in  den  Gleichungen  (69)  geben  demnach  zugleich  die  Zahlen  der 
Bedingungsgleichungen  an,  welche  zwischen  den  Constanten  a^  b,  c,  ,  .  , 
existiren.     Es  ist  also  die  Zahl  der  Bedingungsgleichungen  zwischen  den 

Constanten  a,  b^  c,  ...   gleich  — -- 

Es  lassen  sich  aber  auch  — —- — -  Gleichungen  angeben,    die  durch 

jene  — -  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Constanten  a,  by  c,  ,  ,  , 

identisch  erfüllt  werden.     Es  sind  dieses  folgende  Gleichungen: 

W(u)  =  0, 

W{v)  =0,  W,(v\)  =0, 

W{w)  =  0,  W,  {w[)  =  0,  W,  (w';)  =  0, 


mit  Ausnahme  der  in  der  ersten  Verticalreihe  stehenden  Gleichungen, 
welche  von  selber  erfüllt  werden  und  nur  der  Uebersicht  wegen  hinzu- 
gefügt worden  sind. 

71  (}i 1^ 

Wenn  nun  jene  — — ^ — -  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Con- 

Li 

stauten  a,  b,  c,  , . ,  sämmtlich  erfüllt  sind,  so  wird  die  letzte  Gleichung  (69) 

72.  F„_i(e_l")=0 

eine  identische  Gleichung.  Erinnert  man  sich  aber  des  Bildungsgesetzes 
des  Function  W^_^  durch  successive  Anwendung  der  Gleichung  (39),  so 
wird  man  auch  umgekehrt  die  Behauptung  gerechtfertigt  finden,  dass  die 

56* 
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identische  Gleichung  (72)  jene  Bedingungsgleichungen  zwischen 

Li 

den  Coefficienten  a,  h,  c,  .  .  ,  in  sich  einschliesse. 

Durch  diese  — —^ — -  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  2  n^  Con- 

stauten  a,  h,  c,  ,  ,  ,   lassen  sich  eben  so   viele  Constanten  als  Functionen 
der  übrigen  ausdrücken.     Die  letzteren  bleiben  willkürlich. 

Soll    daher  ein   wirkliches  Maximum  oder  Minimum   stattfinden,    so 
darf  erstens,  wie  schon  erwähnt  wurde,  der  Ausdruck 


innerhalb    der    Integrationsgrenzen    sein    Vorzeichen    nicht    ändern,    und 
zweitens   müssen  die  willkürlichen  Constanten   sich  so   bestimmen    lassen, 

dass    der  Quotient  — -  innerhalb    der  Integrationsgrenzen  a  und  b    nicht 

V  n 

unendlich  wird. 

Gehen    wir  aber  auf   die  Form   jenes  Quotienten    näher  ein,    so    be- 
merken   wir    auf    den    ersten    Blick,    dass,    wenn    man    den    Differential- 

quotienten  — ^-j,  welcher  wieder  eine  Determinante  ist,  mit  V^  bezeichnet, 

man  ihn  aus  Determinanten  zusammensetzen  kann  wie  folgt: 


V  W  VW 

Setzt  man  in  diese  Determinanten  nun  für  u,  v,  w,  , , ,  die  Werthe  (67), 
so  übersieht  man  auch  leicht  die  Verbindung  der  Constanten  zu  neuen 
Functionen  der  Constanten,  und  der  Functionen  r  mit  ihren  Differential- 
quotienten zu  neuen  Functionen.  Es  zerfällt  nämlich  jede  der  ange- 
gebenen Determinanten  in  die  Summe  von  Producten  von  zwei  Factoren, 
von  denen  der  eine  Factor  durch  eine  Determinante  dargestellt  wird, 
welche  sich  nur  aus  den  Constanten  a,  h^  c,  ...  zusammensetzt,  während 
der  andere  Factor  eine  Determinante  ist  aus  den  Functionen  r  und  ihren 
Differentialquotienten.  Diese  Determinantenconstanten  sowohl  als  diese 
Determinantenfunctionen  kommen  im  Nenner  und  Zähler  des  Quotienten  (73) 
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nur  in  linearer  Weise  vor.  Es  kann  daher  dieser  Quotient  nur  unendlich 
werden  dadurch,  dass  der  Nenner  V^  durch  0  hindurchgeht. 

Die  zweite  oben  angegebene  Bedingung  des  Maximums  oder  Minimums 
vereinfacht  sich  hiernach  dahin,  dass  die  willkürlichen  Constanten  in 
Vn  sich  so  bestimmen  lassen  müssen,  dass  dieser  Ausdruck  innerhalb 
der  Integrationsgrenzen  nicht  verschwindet. 

Die  bezeichneten  Determinantenconstanten  gehen  aber  in  den  zu 
untersuchenden  Ausdruck  Vn  nur  in  linearer  Weise  ein.  Es  ist  daher 
natürlich,  diese  Determinantenconstanten  als  neue  Constanten  einzuführen 
und  die  Bedingungen  zu  suchen,  welchen  diese  neuen  Constanten  unter- 
worfen sind.  Diese  sind  zweifacher  Art.  Erstens  finden  schon  Relationen 
statt  zwischen  diesen  neuen  Constanten  als  Determinanten,  gebildet  aus 
den  alten  Constanten.  Doch  auch  diese  Relationen  sind  nicht  unabhängig 
von  einander,  indem  die  einen  die  andern  bedingen.     Zweitens  aber  sind 

sie    noch  -~^- — ~  Bedingungen    unterworfen,    weil    zwischen    den    alten 

Constanten  eben  so  viele  Bedingungsgleichungen  stattfinden,  welche  aus 
der  identischen  Gleichung  (72)  hervorgehen.  Wenn  es  sich  nun  zeigt, 
dass  auch  in  diese  Gleichung  nur  die  Determinantenconstanten  eingehen, 
und  wir  werden  in  den  folgenden  speciellen  Fällen  sehen,  dass  es  daselbst 
zutrifi't,  so  ist  die  zweite  Art  der  Bedingungen  leicht  hergestellt.  Die 
Untersuchung  der  ersten  Art  der  Bedingungen  zwischen  den  Determinanten- 
constanten ist  eine  würdige  Aufgabe  der  Determinantentheorie,  die  ihrer 
allgemeinen  Lösung  harrt.  In  den  angedeuteten  speciellen  Fällen  jedoch 
soll  sie  vollständig  durchgeführt  werden. 

Wir  brechen  hiermit  die  allgemeine  Untersuchung  der  zweiten 
Variation  eines  Integralausdruckes  ab,    indem  wir  uns  begnügen,    sie  auf 

fi  (fi  —  1 ) 
die    Form    (65)    zurückgeführt,    die  — ^—^ — -  Bedingungen   zwischen    den 

willkürlichen  Constanten  a,  b,  c^  ,  .  ,  angegeben  und  die  Schwierigkeit 
der  weiteren  Behandlung  der  zweiten  Variation  hervorgehoben  zu  haben. 
Die  folgenden  mehr  ins  Einzelne  gehenden  Untersuchungen  der  Fälle, 
wenn  n  =  1,  2,  3,  werden  dazu  dienen,  die  hier  gemachten  kurzen  An- 
deutungen im  Speciellen  zu  verdeutlichen. 


446         27.   lieber  die  Criterien  des  Maximums  und  Minimums  der  einfachen  Integrale. 

9. 
Es  handle  sich  um  das  Maximum  oder  Minimum  des  Integrals: 

b 


ix. 


In  dieser  Voraussetzung  bestimmt  sich  die  unbekannte  Function  y 
durch  die  Differentialgleichung: 

^^  dx 

Gesetzt,  man  habe  durch  Integration  y  als  Function  von  x  mit  ihren 
beiden  willkürlichen  Constanten  «j,  «2  gefunden.  Alsdann  hat  man 
letztere  so  zu  bestimmen,  dass  y  für  die  Grenzen  a  und  b  die  gegebenen 
Werthe  annehme. 

Hierdurch  ist  in  der  zweiten  Variation: 

b 

z/g  =      2  1/^  dx, 

a 

in  welcher: 

2  1/;  =  OqqSZ  -\-  2  ^01  -3?/  4"  ^11  ^'  ^ ^ 

Alles    bestimmt   mit  Ausnahme    der  unbestimmten  Function  z   und  ihrer 
Differentialquotienten.     Setzt  man  nun 

W(z)  =  jp{z) 1^^, 

so  erhält  man  durch  theilweise  Integration: 

J,=jzW{z)dx. 

a 

Der  Ausdruck   W{z)  lässt  sich  aber  auf  die  Form  bringen: 

^  ^  "  dx 

Es  ist  hiernach: 

u  W{z)  —  z  W{u)  = -^^^-^ —^ 
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woraus  man  durch  Integration  erhält: 

\{u  W{z)  —  z  '^(li)}  dx=^  —  ^/ii  {uz —  zu). 

Wenn  man  nun  setzt: 

,  dif  dy 

so  verschwindet   W{u)  und  man  erhält: 

u  W(z) dx  =  —  ^11  [uz  —  zu)j 

mit  Hülfe  welcher  Gleichung  der  vorhin  gegebene  Ausdruck  von  z/g  durch 
theilweise  Integration  übergeht  in: 

oder 

{uz  — ZU  f 


J. 


Jiuz  — zu  r    7 
«„  ~-, dx. 


Der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen,  in  welchen,  wie  man  sieht, 
nur  das  Verhältniss  der  willkürlichen  Constanten  ^i,  a^  eingeht,  darf 
innerhalb  der  Grenzen  der  Integration  nicht  unendlich  werden,  wenn  ein 
wirkliches  Maximum  oder  Minimum  statt  haben  soll.  Er  wird  aber 
unendlich,  wenn  der  Nenner  w'  für  einen  zwischen  a  und  h  liegenden 
Werth  von  x  verschwindet.     Wenn  man  also  setzt: 


^1 


«2 


so    ist    es    eines    der   Criterien    des   Maximums    oder  Minimums,    dass    in 
dem  Ausdrucke: 


u 
—  =  n  —  m  T] 


die  Constante  m  so  bestimmt  werden  könne,  dass  derselbe  für  keinen 
zwischen  a  und  h  liegenden  Werth  von  x  verschwindet.  Sehen  wir  zu, 
wie  Jacobi  dieses  Criterium  weiter  behandelt. 
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n 


Wenn  es  einen  Werth  giebt,  den  der  Bruch  -^  innerhalb  der  Grenzen 

a  und  h  für  x  nicht  annimmt,  so  wird  man  der  willkürlichen  Constanten  m 
immer  einen  solchen  Werth  zuertheilen  können,  dass  der  Ausdruck: 

u  /  n  \ 

innerhalb  der  genannten  Grenzen  für  x  niemals  verschwindet.  Man  braucht 
der  Constanten  nur  jenen  Werth  zu  geben.  Wenn  dagegen  jener  Bruch 
innerhalb  derselben  Grenzen  für  x  alle  Werthe  durchläuft  von  —  o^  bis 
-|-  00  ,  so  muss  jener  Ausdruck  noth wendiger  Weise  einmal  verschwinden, 
welchen  Werth    auch    die    willkürliche    Constante  m   habe.      Untersuchen 

wir  daher  die  Natur  des  Bruches  — ^-  • 

Der  Zähler  r^  und  der  Nenner  r^   genügen  der  Differentialgleichung 
W{z)  =  Q,     Man  hat  daher: 

W{r,)  =  0,  W{r,)  =  0, 

woraus  hervorgeht: 

n  ^(^2)  —  ^2  ^(>-0  =  0, 

eine  vollständige  Differentialgleichung,  durch  deren  Integration  man  erhält: 


j 


Der  linke  Theil  dieser  Gleichung  wird  aber  aus  der  oben  ange- 
gebenen Integralformel  erhalten,  wenn  man  für  u  und  z  respective  setzt 
ri  und  ^2-     Setzt  man  seinen  Werth,  so  erhält  man: 

—  0^11(^1^2  — ^2  K)==  G 
oder 

4t) G_ 

dx  aji^i 

Der  rechte  Theil  der  Gleichung  ändert  sein  Vorzeichen  nicht,  weil  G 
eine  Constante,  r\  ein  Quadrat  und  a^  sein  Vorzeichen  nicht  ändern  darf, 
wenn    ein  wirkliches  Maximum  oder  Minimum  statt   haben  soll.     Daraus 

folgt,    dass  der  Bruch  -^  fortwährend   wächst,    wenn  er  einmal  wächst, 

'1 


27.   üeber  die  Criterien  des  Maximums  und  Minimums  der  einfachen  Integrale.         449 

und,  wenn  er  die  Grenze  +  oo  des  Wachsens  erreicht  hat,  zu  —  oo  über- 
springt und  dann  wieder  wächst  über  0  hinaus  bis  -{-  oo   etc.  .  .  . :    oder, 

dass  er  in  eben  derselben  Weise  abnimmt.     Der  Bruch  — ^  wird  also  alle 

Werthe  zwischen  —  oo  und  -f-  oo  annehmen,  wenn  er  für  zwei  ver- 
schiedene Werthe  von  x  ein  und  denselben  Werth  hat.  Hieraus  ersieht 
man,  wie  wesentlich  es  ist,  die  Grenzen  der  Integration  zu  beschränken. 
Denn  wenn  man  die  Grenzen  des  Integrals  J  nur  nicht  so  weit  aus- 
dehnt,   dass   der  Bruch  -^  innerhalb    der  Grenzen   der  Integration   noch 

einmal  den  ursprünglichen  Werth  annimmt,  so  wird  man  der  willkür- 
lichen Constanten  m  immer  einen  solchen  Werth  zuertheilen  können,  dass 

der  Ausdruck  —  innerhalb  der  Grenzen  der  Integration  nicht  verschwindet. 

Die  Grenzen  des  Integrals  dürfen  also  nur  bis  zu  der  Grenze  erweitert 
werden,   für  welche  zum  erstenmale  die  Gleichung  statt  hat: 


und  selbst  diese  Grenze  muss  schon  ausgeschlossen  bleiben. 

Um  diese  Gleichung  geometrisch  zu  deuten,   nehme  man  an,  dass 

y  =  F{x,  a^,  a^) 

das  Integral  sei  der  Differentialgleichung: 

mit  den  beiden  willkürlichen  Constanten  a^,  c^g.  Jene  Integralgleichung 
stellt  die  gesuchte  Curve  des  Maximums  oder  Minimums  dar,  wenn  die 
willkürlichen  Constanten  den  Grenzbedingungen  gemäss  bestimmt  sind. 
Die  erste  Grenzbedingung: 

drückt  aus,  dass  die  Curve  des  Maximums  oder  Minimums  ausgehe  von 
einem  durch  die  Coordinaten  a  und  y^  gegebenen  Punkte.  Durch  sie 
wird  a^  als  Function  von  a^  bestimmt,  und  die  Gleichung  der  Curve  des 
Maximums  oder  Minimums  enthält  nunmehr   nur  noch  eine    willkürliche 

Hesse's  Werke.  57 
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Constante  a^ .    Man  hat  daher  eine  ganze  Schaar  von  Curven  des  Maximums 
oder  Minimums,  welche  alle  von  demselben  Punkte  ausgehen. 

Betrachten  wir  nun  zwei  von  diesen  Curven,  deren  Parameter  a^  sich 
nur  um  die  unendlich  kleine  Grösse  s  von  einander  unterscheiden,  so 
stellen  sich  ihre  Gleichungen  also  dar: 

Diese  beiden  von  demselben  Punkte  ausgehenden  Curven  werden  sich 
im  Allgemeinen  in  einem  zweiten  Punkte  schneiden.  Setzt  man  nun  für 
X  und  y  die  Coordinaten  h  und  ^^  des  Schnittpunktes  und  zieht  die  erste 
Gleichung  von  der   folgenden    ab,    so  erhält    man   für   den  Schnittpunkt: 

Differentiirt  man  nun  die  obige  Gleichung,  durch  welche  c^^  als 
Function  von  a^  definirt  wurde,   nach  a^,  so  erhält  man: 


\daja~^\daj,da^ 


und  durch  Elimination  von    j-^-  aus  diesen  beiden  Gleichungen: 


da^ 


(dy\  fdjr\ 

Dieses  ist  aber  gerade  dieselbe  Gleichung,  in  welche  die  zu  deutende 

Gleichung  übergeht,  wenn  man  dort  für  r^  und  r2  ihre  Werthe  -^  und   ^— 

setzt.  Sie  beweist,  dass  für  die  von  einem  gegebenen  Punkte  ausgehende 
Curve  des  Maximums  oder  Minimums,  wenn  man  auf  ihr  continuirlich 
fortschreitet,  die  zweite  Grenze  des  Integrals,  welches  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum  sein  soll,  nur  bis  zu  demjenigen  Punkte  ausgedehnt  werden 
dürfe,  in  welchem  die  Curve  von  der  ihr  zunächst  liegenden  Curve  des 
Maximums  oder  Minimums  geschnitten  wird.  Es  ist  dieses  derselbe 
Punkt,  in  welchem  die  Enveloppe  aller  von  dem  gegebenen  Punkte  aus- 
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gehenden  Curven  des  Maximums  oder  Minimums  die  in  Rede  stehende 
Curve   berührt. 

Zu  der  oben  angegebenen  Grenzengleichung  gelangt  man  auch  durch 
folgende  ebenfalls  von  Jacobi  angestellte  Betrachtung: 

Wenn  der  Integralausdruck  J  ein  Maximum  oder  Minimum  sein 
soll,  so  darf  die  zweite  Variation 


für  alle  Functionen  z  ihr  Vorzeichen  nicht  ändern.  Es  ist  aber  noch 
zulässig,  dass  sie  für  eine  bestimmte  Function  z  verschwinde.  Das  Ver- 
schwinden der  zweiten  Variation  für  eine  bestimmte  Function  von  z  ist 
jedoch  die  Grenze  für  die  Ausdehnung  der  Grenzen  des  Integrals  J. 
Denn  dehnt  man  die  Grenzen  dieses  Integrals  noch  weiter  aus,  so  bietet 
das  Princip  der  Continuität  wenigstens  eine  Wahrscheinlichkeit  dafür, 
dass  die  zweite  Variation  auch  ihr  Vorzeichen  ändere. 

Die  zweite  Variation  verschwindet  aber  für  einen  Werth  von  z^ 
welcher  der  Differentialgleichung  genügt: 

W{z)  =  0, 

und  der  allgemeinste  Werth  von  z,  welcher  dieser  Differentialgleichung 
genügt,  ist,  wenn  man  mit  a^  und  a^  zwei  willkürliche  Constanten  bezeichnet 

Hiernach  scheint  es,  dass  diese  Grenze,  für  welche  J.^  verschwindet, 
unter  allen  Umständen  erreicht  werden  könne.  Allein  es  ist  zu  be- 
achten, dass  die  Function  z  noch  der  Beschränkung  unterworfen  ist,  zu 
verschwinden  für  die  Grenzen  des  Integrals  J.     Man  hat  daher: 

woraus  durch  Elimination  der  willkürlichen  Constanten  a^j  a^  eben  jene 
Grenzengleichung  hervorgeht : 


bl- 
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10. 
Die  Bestimmung  des  Maximums  oder  Minimums  des  Integralausdruckes: 


J  =^f{x,  y,  y,  y")dx 


verlangt  die  Integration  der  Differentialgleichung: 

f  ^^' dx—  +  ~di~  -  ^- 

Sie  giebt  y  als  Function  von  x  mit  vier  willkürlichen  Constanten. 
Letztere  hat  man  so  zu  bestimmen,  dass  y  und  y  für  die  Grenzen  a,  b 
des  Integrales  gegebene  Werthe  erhalten. 

Ob  die  auf  diese  Weise  bestimmte  Function  y  jenen  Integralaus- 
druck J  zu  einem  wirklichen  Maximum  oder  Minimum  macht,  hängt 
von  der  zweiten  Variation  ab: 

h 

J,=  \2  \p  dx, 

a 
WO 

2ip  =  üqqZZ  +  a^^z  z  -j-  a^^z'  z'  -f-  2  a^^z  z'  +  2  a^^zz'  +  2  a^^zz  . 
Durch  theilweise  Integration  führt  man  nun  J^  auf  die  Form  zurück: 


^2 


jzW{z)dx, 


wo 


Dieser  letztere  Ausdruck  vereinfacht  sich  aber  nach  (20)  in: 


dx         '         dx 
indem  man  hat: 

^0  ^^^  ^00  ^^01      \  ^02? 

%  =  (^n  —  ^^2—  2  0^02? 

%  =   ^22. 
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Es  ist  nun  nach  (41) 


U  7^^ ^  ~ *   


dx  dx      /  '  dx 


d^ % z'  rP % u       _  ^    d^^iu' ^  —  z' il)    _    d^%{u"z~z"u) 


^      dx'  dx''  dx  dx'' 

woraus  man  durch  Addition  erhält: 

wenn  man  setzt: 

—  W,{z,)  =  %{uB-zu)  +  2%(:u  z  -  z  u) '—^^ ^. 

Wenn  nun  u  ein  Werth  von  z  ist,  welcher  der  Differentialgleichung 
W{z)  =  Q  genügt,  so  verschwindet  das  Glied  zW{u)  aus  der  vorher- 
gehenden Gleichung  und  man  erhält  durch  Integration: 


juW{z)dx=  —  ¥,{z[). 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  und  durch  die  Substitution  z  =  uz^  geht 
nun  die  zweite  Variation  über   in: 

a 

welcher  Ausdruck  nur  die  unbestimmte  Function  z[  mit  ihren  Differential- 
quotienten enthält,  weil  aus  dem  mit  W^  {z\)  bezeichneten  Ausdrucke  z^  ver- 
schwindet und  nur  die  Differentialquotienten  dieser  Function  zurückbleiben. 
Man  kann  nun  die  Function  '^i{z^  einfacher  durch  die  partiellen 
Differentialquotienten  ein  und  derselben  Determinante  ausdrücken.  Denn 
setzt  man: 

u     u   ■    u    \ 

.  . .  \ 

yi.=     V  V  V' 

/  /> 

\Z      z        z 

so  wird: 

dA  dA  ^^2^7" 


dv"      '  -"    dv      ^  di 
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Man  weiss  nun  a  priori,  dass  die  Differenz: 

der  vollständige  Differentialquotient  einer  Function  W^  (4)  ist.  Wir  werden 
dieses  jedoch  noch  besonders  beweisen,  indem  wir  das  Integral  desselben 
darstellen. 

Die  Function   W^  {z[)  geht  über  in   W^  {v^ ,    wenn    man    für    z  setzt  v. 
Daher  ist: 


dz       ^  ^    dz      ^  dx 

Ferner  hat  man: 


V.  = 


u 

uz — uz 

=  '- 

1 

dx 

li" 

u'  ' 

d  — 
u 

U  V  —  li  V 

= 

dA 
dz"  ' 

1 

dx 

tl" 

w^ 

Um  nun  jene  Differenz  gleich  in  der  einfachsten  Gestalt  zu  erhalten, 
bemerken  wir,  dass: 

dA    dA         dA    dA 


3z         dV  dV         dz 


=  —  u  A, 


dA    dA  dA    dA 

-TT  =         u  A, 


dz         dV  dv        dv 

d-^  d   ^^ 

^  dz"  ^A  ^JT"  dA 


dx  dz    '  dx  dv' 

Mit  Berücksichtigung  dieser  Gleichungen  nimmt  die  angegebene 
Differenz  die  Gestalt  an: 

Wenn  nun  v  ein  Werth  von  z  ist,  welcher  der  Differentialgleichung 
^i(^i)  =  0  genügt,  so  verschwindet  der  Term  z'^W^{v[)  und  man  erhält 
durch  Inteofration: 


jv\  WM)dx  =  -  ^  =  -  F,(4'). 
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Diese  Gleichung  dient  dazu,  die  zweite  Variation  weiter  zu  trans- 
formiren.  Denn  setzt  man  z^  ==  v^z^,  so  erhält  man  durch  theil weise 
Integration : 


Setzt   man    nun    hierin    für    ^2(4)    den   angegebenen  Werth,    ebenso 
für  4   seinen  Werth: 


^•2 


m" 


der  am  einfachsten  aus  dem  in  (71)  angegebenen  Werthe  von  w^  da- 
durch hervorgeht,  dass  man  für  w  setzt  z,  so  erhält  man  die  gewünschte 
Form  (65)  der  zweiten  Variation: 


j,  ■    ^' 


'2 


In  dieselbe  gehen  die  Werthe  von  u  und  v  ein: 

u  =  a,  7\  +  «2^2  +  ^3^3  -|-  r/^r^, 

mit  den  vier  willkürlichen  Constanten  a  und  den  vier  willkürlichen  Con- 
stanten b,  welche  aber  noch  der  Gleichung  W^{v[)  =  0  identisch  zu  ge- 
nügen haben.  Von  dieser  Gleichung  weiss  man,  dass  sie  identisch  erfüllt 
wird  durch  eine  Relation  der  Constanten,  die  man  etwa  dadurch  erhält, 
dass  man  der  unabhängigen  Variabein  x  in  jener  Gleichung  einen  be- 
stimmten Werth.  zuertheilt. 

Bezeichnet  man  nun  die  Determinante  a^b^  —  a^b^  mit  [;^A],  so  wird 
man  bemerken,  dass  in  den  zuletzt  angegebenen  Ausdruck  von  z/2  nur 
die  Verhältnisse  der  sechs  Determinanten-Constanten  eingehen: 

[12]  [13]  [14]  [23]  [24]  [34], 

was  auch  bei  der  Gleichung  W^  (v[)  =  0  zutrifft.  Führt  man  also  die 
sechs  Determinanten-Constanten  als  neue  Constanten  ein,  welche,  weil  es 
sich  nur  um  die  Verhältnisse  derselben  handelt,  fünf  Constanten  vertreten, 
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SO    hat   man   zwischen    diesen    fünf   neuen   Constanten    zwei    Bedingungs- 
gleichungen.    Die  erste: 

[12].  [34] +  [23] -[14] -[13].  [24]  =  0 

ist  eine  identische  Gleichung  der  Determinanten,  woraus  sie  besteht;   die 
zweite  macht  folgende  Gleichung  auf  die  angegebene  Art  zu  einer  identischen: 

WM)  =  %^r  +  2%,-^^  --^  ==   0. 

^  ^  ^^         ^  a^      '  d^     ^       dx 


Der    Ausdruck   — rr    enthält    demnach    nur    noch    drei    vollkommen 

willkürliche  Constanten.     Diese  drei  willkürlichen  Constanten  müssen  sich 

SO    bestimmen    lassen,    dass    der    genannte    Ausdruck       -    innerhalb    der 

Grenzen  a,  h  der  Integration  nicht  verschwindet,   wenn  z/  ein  wirkliches 
Maximum  oder  Minimum  sein  soll. 


11. 

Es  sei  ein  Integralausdruck  gegeben  von  der  Form: 

^  "=  J^(^'  y^  y^  y'  ^  y")^'^'^ 

a 

es  soll  y  als  Function  von  x  so  bestimmt  werden,  dass  jenes  Integral 
ein  Maximum  oder  Minimum  werde. 

Diese    Aufgabe    verlangt    die    vollständige    Lösung    der    Differential- 
gleichung 

f  (y)  __  lI^All  1    ^V(-^/0  _  ^^f(yl  ^  0 

^^  dx      ~^       dx'^  dx^ 

mit  ihren  sechs  willkürlichen  Constanten.  Letztere  hat  man  so  zu  be- 
stimmen, dass  y,  y,  y"  für  die  Grenzen  x  =  a  und  x  =  1)  des  Integrals 
gegebene  Werthe  erhalten.  Die  Beantwortung  der  Frage,  ob  auf  diese 
Weise  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  erreicht  wird,  oder  keines  von 
beiden,  hängt  von  der  zweiten  Variation  z/2  ab: 

z/2  =  \2ipd  X, 
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in  welcher: 

2  V^  =  ^00-^^  +  %1  ^^  +  ^h2^'^  +  ^^33-2^'''^  +   2  %  ZZ   +   2  Ö'o2^/'  +  2  «03^^'"' 

-\-  2  ai2Z  z   -\-  2  a^^z  z    -\-  2a2^z  z   . 
Man  transformirt  dieses  Integral  durch   theilweise  Integration  in: 


z^2=  ^zW{z)dx, 


indem  man  setzt: 


^  ^  ^   ^  ^  ^^         '  dx^  dx^ 

Dieser  letztere  Ausdruck  lässt  sich  nach  (20)  einfacher  also  darstellen: 

^(^)  -  ^0^  j™  4-  -^^^  ^^T-. 

indem  man  nach  (23),  (24)  und  (22)  hat: 

<lo  ^^^^  '^OO  ^01   ~T    ^02  ^03  7 

5Ii  =  ö^ii  —  ci'i^  +  <^i3  —  2  r/o2  +  3  örig, 

312  =  ^^22  —  ^23—  2  ^^13? 

313  =  «33- 

Es  ist  nun  nach  (41): 

u'^qZ  —  z'^qU  =  0, 

/       (iSli/  d^^u    \ d'H^iii^  —  /u) 

\  dx  dx      J  dx  ^ 

d'^^^z"  d'^'^^u"     ^     d'^^{u' ^'  —  ^'' u)  d'^^^{u'^  —  ^"  ti) 


u^^-^^ ^_^^2^    =2 


dx'^  dx^  dx  dx^  ^ 

V         dx^  dx^      /  c?;r  (iiz;^ 


d^'}l^{ii"  ^  —  ^"'u) 


dx^ 
Addirt  man  diese  Gleichungen,  so  erhält  man: 

u  W(z)  —  z  W{u)  =  —  i^iM 
^  ^  ^  dx 

wenn  man  setzt: 

Hesse's  Werke.  58 
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dx  dx^ 

Es  sei  nun  u  ein  Werth  von  z,  welcher  der  Differentialgleichung 
W{z)  =  Q  genügt.  Unter  dieser  Annahme  verschwindet  das  Glied  z  W{u) 
der  vorhergehenden  Gleichung,  und  man  erhält  durch  Integration: 


juWi0)dX:^—W,{^[), 


eine  Gleichung,  deren  rechter  Theil  durch  die  Substitution  z  =  uz^  in  eine 
Function  von  is[  und  deren  Differentialquotienten  übergeht,  indem  z^  ganz 
daraus  verschwindet.  Durch  dieselbe  Substitution  geht  aber  die  zweite 
Variation,  wenn  man  die  letzte  Gleichung  zu  Hülfe  nimmt,  über  in: 


z/,  =  J^;¥>'i(^;)c^ 


X. 


Es  wird  nun  darauf  ankommen,  die  Differenz: 
als  einen  vollständigen  Differentialquotienten  darzustellen,  indem  man  hat 


/7  A 

u  uz  —  U  2 


^         dx  li^        ' 


u  II  ^'  —  u  V 


IX 


Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  den  oben  angegebenen  iVusdruck  von 
'*¥^{z'>j  in  zwei  andere  zerlegen,  indem  wir  setzen: 

Cl  X  (IX 

wodurch  man  hat: 
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Der  erste  von  diesen  Ausdrücken  ist  derselbe,  der  im  vorhergehenden 
Paragraphen  mit  ^P'iC.s^i)  bezeichnet  wurde,  und  wir  entnehmen  von  dort 
den  Werth  der  Differenz: 


v[m^[)-^['PK<) 


.A 


dx 


Was  den  zweiten  Ausdruck  anbetrifft,  so  wollen  wir  denselben  ordnen 
nach  den  Differentialquotienten  von  5I3,  indem  wir  setzen: 

W{  (^0  =  ^3  Fo  (^i)  +  %  F,  (^0  +  %F,  (^0. 

Alsdann  ist: 

_  Fo  i2[)  =     (m'^*  z  —  ^«'^  m)  —  (w'*'  /  —  «^*>  u)  +  {u"  s"  —  /"  u") 

—  F, {z[)  =  2 («<*> IS  —  ^w u)  ~{d"z  —  3"u) 

—  F^  {^^  ==     (uz  —  Z    u\ 

Diese  Ausdrücke  lassen  sich  einzeln  leichter  behandeln,  als  die  aus 
ihnen  zusammengesetzte  Function  ^i(^l).  Ohne  grosse  Mühe  wird  man 
finden,  dass: 

«^i  -Fo  (^0  —  z\  Fo  {v[)  ==  -y  {   uAo^^  —  u  yioi^  +  u'  ^013  —  ^'"  -^012}  ? 
^1  ^1  (^i)  —  ^[  Fl  (^1)  =  -r^  (2  w  ^ou  —  ^'  -^013} . 


v\F^{z\)  —  z[F^{v\)  = 


1 


^^■4, 


013? 


wenn  man  der  Kürze  wegen  setzt: 
A  =  ^012  = 


u     u  u 

V      V  v' 

I  h 

z      z  z 


■^J-kX^j.  


/) 
.(^^) 

«(^) 


w 


Um    den    rechten  Theil    der  ersten    von   jenen    drei  Gleichungen   zu 
transformiren,  benutzen  wir  die  identische  Gleichung: 


UA^2S  —   ^'-^023  +  ^''-^013  u''Ao 


0, 


mit  deren  Hülfe  der  rechte  Theil  der  genannten  Gleichung  sich  also  darstellt: 


{U  (^015  —  -^123)  +   ^^'  (-^023  -^OU)} 


^  ,,   (-^014         ^023/ 


dx 


58* 
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wie  auch  der  rechte  Theil  der  zweiten  Gleichung  auf  die  Form  zurück- 
geführt wird: 


dx 


wenn  man  erwägt,  dass: 


-^■'023      1      ^-^014?  -  -^-^ 


yl 


dyi^ 


015? 


dx      —-^^0^^    '    -^^^'  dx      —-^^' 

Die  obigen  Differenzen  werden  hiernach: 

^  ~^  (-^014      -^023) 


023 


dx 


=  -^123   +  ^ 


024- 


dx 


1 


v[F,{z\)-~z[t\{ü,) 


-^-  TT  I^-'OU  ~"  ■^-'023J? 


dx 


1 


^;i^2(^i)"-^l-Z^'2W  =  -r^' 


013* 


Addirt  man  diese  Gleichungen,  nachdem  man  sie  vorher  der  Reihe 
nach  multiplicirt  hat  mit  SIs,  %,  %,  so  erhält  man: 

v[  n  (^i)  -  ^1  n  {v[)  =  ^  {51;  I  ^013  +  ?i3 1 M014  -  ^023)}  • 

Addirt  man  endlich  diese  Gleichung  zu  der  obigen,  aus  dem  vor- 
hergehenden Paragraphen  genommenen  Gleichung,  so  erhält  man  die 
gesuchte  Differenz: 

dw,{z;) 


v\W,{z\)  -  z[W,{v\) 


dx 


worm : 


^2  (4')  =  -  (3(2  ^012  +  5I3  (^^23  —  ^014)  —  %  -^013}  . 


Die   in  diesem  Ausdrucke  vorkommenden  Determinanten   lassen  sich 
sämmtlich   durch  eine  einzige  ausdrücken.     Denn  setzt  man: 


V  = 


u    u     u 

V       V        V 

w   w     w 

I 

z 


//  /// 


\z 


I 
V 

/ 

w 

z 


//  in 


und    —^ —  =  V  = 
dx 


u    u     u 

^V      V        V 

I  w    w     w' 


u 


w 


j;(4) 
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SO  ist: 


'012  —  —    3-^"'   ,  ^^023  —  9^'   >  ^^014  —    g^"   ,  --013  —    3^- 

Man  hat  daher: 
und  wenn  man  in  dieser  Gleichung  z  mit  w  vertauscht: 

n«)=4{^.if+«,(ii-+it)+«;if.j- 

Kehren  wir  aber  zu  der  angegebenen  Differenz  zurück,  und  nehmen 
an,  dass  v  ein  Werth  von  z  sei,  welcher  der  Differentialgleichung  W^  (z^  =  0 
genügt,  so  verschwindet  daraus  das  Glied  z\  ^^  (v^^  und  man  erhält  durch 
Integration: 

^v\W,{z\)dx  =  —W^{z';), 

mit  Hülfe  welcher  Gleichung  der  zuletzt  angegebene  Ausdruck  der  zweiten 
Variation,  wenn  man  setzt:    z^  =  v\z^,  übergeht  in: 

a 

Um  diesen  Integralausdruck  wieder  zu  transformiren ,  bilden  wir 
die  Differenz: 


in  welcher: 


a^  ay 


U-T^—TTT  ^* 


Wc,    =  -7 -,r^ r^,  ^2    =    


und  ^2(4)  u^d  ^2(^2)  ^iö  vorhin  entwickelten  Ausdrücke  bedeuten. 
Man  wird  den  Werth  jener  Differenz  in  einer  einfachen  Gestalt  erhalten, 
wenn  man  sich  folgender  Relationen  bedient: 
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'      V       -       ftf  ^     t 


av   a\7'       av    a\7' __  ay'   a\7'       a\7'   ay'  _    /     a^'     _    ,     av 


!"  '-.J'  J 


a/"  aw;"       aM;W  a/'       a^'^)  3^-        v   3^^(4)3/'        v   ^^^'^^^^ 
av_  ^^  _  _av_  a^  aV 

dlV         dz  dz  dW  dW     dz     ' 

a^\7 
dtv^'dz"  a^7  a^v  a^y 


(^iX;  dlV     dz  dW     dz  dW    dZ 


Sie  wird  hierdurch  gleich: 


'V        (^a;        ~'^aM>"3/"/       ^ä^aw-'a/"  aM;"a/" 


Man  hat  daher,  wenn  man  für  %^  seinen  Werth  setzt  a^^  =      ,„'  ,„ 


dl)    dy 

die'' dz'"  diu"  dz'" 

Lässt  Dcian  nun  ^6;  einen  Werth  von  z  bedeuten,  welcher  der  Differential- 
gleichung ¥^2(4)  =  0  genügt,  so  verschwindet  das  Glied  4' ¥^2 (^2)  ^^s  der 
letzten  Differenz,  und  man  erhält  durch  Integration: 


J W2  ¥^2 (4')  dx=  —  W^  (4"). 


Mit    Hülfe    dieser    Gleichung    geht    endlich    der    zuletzt    angegebene 
Werth  der  zweiten  Variation,  wenn  man  setzt  4  ==  ^2  4  ?  über  in: 


^2= J^r'^s«')^^. 


Setzt  man  hierin  für   ¥^3(4')  den  vorhin  angegebenen  Werth,  ebenso 
für  4"  seinen  Werth: 

V      ^^^ 


diu"  dz'" 

'dW     ' 


/avv 
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SO  erhält  man  die  gewünschte  Form  der  zweiten  Variation: 

b 


Um  die  zweite  Variation  auf  diese  Form  zurückzuführen,  bedurfte 
es  nicht  der  weiten  Rechnung,  die  man  jedoch  als  eine  Controlle  be- 
trachten kann  der  vorgetragenen  allgemeinen  Theorie,  welche  jenes 
Resultat  ohne  Weiteres  ergiebt.  Es  sind  vielmehr  die  Relationen  zwischen 
den  in  den  Ausdruck    -^-    eingehenden  willkürlichen  Constanten,  welche 

dz'" 

wenigstens  einen  Theil  dieser  Rechnung  nothwendig  machen.  Werfen 
wir  also  einen  Blick  auf  die  Art  und  Weise  des  Eingehens  der  willkür- 
lichen Constanten  in  den  genannten  Ausdruck. 

Da  u,  V,  w  Werthe  von  z  bedeuten,  welche  sämmtlich  der  Differential- 
gleichung  W{z)  =  0  genügen,  so  haben  sie  die  Form  (67) 

u  =  a^r^-\-  o^r^  +  •  •  •  +  ö^e^e? 
v=  h^r^  +  62^2  H +  ^6^^ 

Die  achtzehn  in  diese  Ausdrücke  eingehenden  Constanten  a,  h,  c  sind 
jedoch  nicht  ganz  willkürlich,  sondern  v  ist  ein  Werth  von  z,  welcher 
der  Differentialgleichung  W^  {z[)  =  0,  und  w  ein  Werth  von  z,  welcher  der 
Differentialgleichung  ¥^2(4')  =  0  genügt.  Der  erster en  Gleichung,  v  für 
z  gesetzt,  wird  durch  eine  Relation  zwischen  den  Constanten  identisch 
genügt,  weil  W^  {z[)  =  0  das  erste  Integral  ist  der  Differentialgleichung 
W{z)  =  0.  Der  zweiten  Gleichung,  w  für  z  gesetzt,  wie  auch  der  Gleichung 
y>*^  (^j)  =  0,  wird  durch  zwei  Relationen  zwischen  den  Constanten  identisch 
genügt,  weil  ¥^2(4)  =  0  das  zweite  Integral  ebenderselben  Differential- 
gleichung ist.  Diese  drei  Relationen  machen  also  folgende  drei  Gleichungen 
zu  identischen: 

W,  (v,)  =  0,  ^,  {w[)  =  0,  W,  K)  =  0, 

und  man  erhält  diese  Relationen  etwa  dadurch,  dass  man  der  Variabein  x 
einen  bestimmten  Werth  zuertheilt.     Aber  es  braucht  auch  nur  die  letzte 
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Gleichung  identisch  erfüllt  zu  werden;  die  beiden  anderen  werden  dann 
von  selber  identisch  erfüllt. 

In    der    That,    differentiirt    man    die  Gleichung   ^2(102)  =  0    zweimal 
nach  x^  so  erhält  man 

dx  '  dx'^  ' 

zw^ei  Gleichungen,  welche  ebenfalls  identisch  erfüllt  werden.  Diese  beiden 
Gleichungen  bedingen  aber  die  genannten  W^  (v\)  =  0,  W^  {w[)  =  0,  wovon 
man  sich  leicht  überzeugt,  wenn  man  die  linken  Theile  der  beiden  ersten 
Gleichungen  darstellt.  Man  hat  nämlich  mit  Rücksicht  auf  die  früher 
aufgestellten  Gleichungen,  wenn  man  in  ihnen  w  oder  v  für  z  setzt: 

v[  W,  (w[)  -  w[  W,  {v\)  =  -  ^l^p^ 
und: 


dx      "i^'^i^         dx  ^^  '^  dx^       ' 

denn  es  fallen  die  noch  hinzukommenden  Glieder 

w[  (u  W{v)  —  V  W{ii))  —  v[  (u  W{w)  —  w  W{u)) 

fort,  weil  u,  v,  w,  der  Annahme  nach  Werthe  von  z  bedeuten,  welche  der 
Differentialgleichung   W(z)  =  0  identisch  genügen. 

Um  nun  statt  der  genannten  achtzehn  Constanten  a^  h,  c  die  be- 
quemeren neuen  Determinantenconstanten  einzuführen,  wollen  wir  mit 
dem  Zeichen  {xlu)  die  Determinante  bezeichnen: 


a^ 

ax 

a^i 

{,y.ln)  = 

\b. 

hl 

K 

^K 

ex 

^V« 

Da  x^  l,  Li  irgend  welche  von  den  Zahlen  1,  2,  ...  6  bedeuten,  so 
wird  man  zwanzig  verschiedene  Determinantenconstanten  haben,  deren 
Verhältnisse  allein  in  den  zuletzt  angegebenen  Werth  der  zweiten 
Variation  z/g  eingehen.  Sie  repräsentiren  daher  nur  neunzehn  Constanten. 
Zwischen  diesen  Determinantenconstanten  haben  wir  aber  die  Gleichung: 

u  V,  («,:)  =  51,  |5.  +  «.  (If  +  ]f )  +  si;  -^J-  =  0, 
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in  welche  auch  nur  die  Verhältnisse  jener  Deternciinantenconstanten  ein- 
gehen, und  von  welcher  Gleichung  man  weiss,  dass  ihr  durch  drei  Rela- 
tionen identisch  genügt  wird.  Diese  drei  Relationen  wird  man  daher 
aus  den  drei  Gleichungen: 


^¥^2(^2)  =  0? 


duW^(w'^) 


=  0, 


d^uw^iw';) 


=  0 


dx  '  dx'^ 

erhalten  können,  indem  man  der  unabhängigen  Variabein  x  bestimmte 
Werthe  zuertheilt.  Da  aber  in  diese  drei  Gleichungen  auch  nur  die  Ver- 
hältnisse der  Determinantenconstanten  in  linearer  Weise  eingehen,  so 
bleiben  von  den  neunzehn  Constanten  nur  noch  sechzehn  willkürlich. 

Andererseits  hat  man  aber  zwischen  den  zwanzig  Determinanten- 
constanten folgende  dreissig  Gleichungen,  in  welche  ebenfalls  nur  ihre 
Verhältnisse  eingehen: 


(123). 

(145) 

(123). 

(146) 

(123). 

(156) 

(124). 

(156) 

(134) 

(156) 

(213) 

(245) 

(213) 

(246) 

(213) 

(256) 

(214) 

(256) 

(234) 

(256) 

(321) 

(345) 

(321) 

(346) 

(321) 

(356) 

(324) 

(356) 

(314). 

(356) 

(423) . 

(415) 

(423) 

(416) 

(423)  . 

(456) 

(421) 

(456) 

(431) 

(456) 

Hesse's  Werke. 

(124) 
(124) 
(125) 
(125) 
(135) 

(214) 
(214) 
(215) 
(215) 
(235) 

(324) 
(324) 
(325) 
(325) 
(315) 

(421) 
(421) 

(425) 
(425) 
(435) 


135)  +  (125) 
136) +  (126) 
136) +  (126) 
146)  +  (126) 
146) +  (136) 

235) +  (215) 
236) +  (216) 
236)  +  (216) 
246) +  (216) 
246)  +  (236) 

315) +  (325) 
316)  +  (326) 
316)  +  (326) 
346)  +  (326) 
346) +  (316) 

435)  +  (425) 

436)  +  (426) 
436)  +  (426) 
416)  +  (426) 
416) +  (436) 


(134): 
(134): 
(135): 
(145): 
(145): 

(234): 
(234)    : 

(235): 

(245) : 
(245) 

(314) 
(314) 
(315) 
(345) 

(345): 

(431) 
(431) 
(435) 
(415) 
(415) 


0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 
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466         27.   lieber  die  Criterien  des  Maximums  und  Minimums  der  einfachen  Integrale. 


(531) +  (521)- (534)  =  0 
(536) +  (526) -(534)=  0 
(536) +  (526) -(531)=  0 
(546) +  (526) -(541)  =  0 
(546)  +  (536)  •(541)  =  0 

(635) +  (625)  .(634)  =  0 
(631) +  (621) -(634)  =  0 
(631) +  (621) -(635)=  0 
(641) +  (621) -(645)  =  0 
(641) +  (631) -(645)--  0. 

Von  diesen  dreissig  Gleichungen,  welche  sich  alle  aus  einer  von  ihnen 
durch  Vertauschung  der  Elemente  ableiten  lassen,  sind  jedoch  nur  zehn 
von  einander  unabhängig.     Denn  es  lassen  sich  die  zehn  Determinanten: 

(123)     (124)     (356)     (456)     (156)     (245)     (246)      (235)     (236)     (256) 


(234) 


(523) 
(523) 
•(523) 
(524) 
(534) 

(623) 
(623) 
(623) 
(624) 
(634) 


(541)  — (524) 
(546)  — (524) 
(516)  — (521) 
(516)  — (521) 
(516)  — (531) 

(645)  — (624) 
(641)  — (624) 
(651)  — (625) 
(651)  — (625) 
(651)  — (635) 


durch  die  übrigen 

(125)     (126)     (134)     (135)     (136)     (145) 

(146)     (345)     (346) 

ausdrücken  wie  folgt: 

(123)-  ^^p^  [(126)  .(135) -(125). 

(136)] 

(124)-  ^^^^  [(126) -(145) -(125) 

(146)] 

(o.c\         (346)  •  (135)  -  (345)  •  (136) 
(356)-                      ^^3^^ 

i^O'^J  —                     (134) 

(245)  =  -^^  [(126)  •  (145)  -  (125)  • 

n^fiM    1     (145) -(234) 
(146)]  +         (j3^^ 

(246)  =  ^1^-^  [(126)  •  (145)  —  (125) 

nifiM    1     (146) -(234) 
(146)]+         ^^3^^ 

(235)  =  ^^^[(126) -(135) -(125) 

(136)] +^^7,3^^'' 

(236)  —  -^^^^~  [(126)  •  (135)  -  (125) 

(136)] +(^7,3^^^ 

,,.,,         (125) -(346) -(126) -(345) 

(2^6)-                     T134)      ' 

iV:^  (145)  •  (136)  —  (146)  •  (135); 

(234)  •  N 
(134)  ■  (134) 
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und  diese  Ausdrücke  genügen  allen  jenen  dreissig  Gleichungen.  Die 
beiden  ersten  Ausdrücke  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2). 
Die  drei  folgenden  aus  den  Gleichungen  (15),  (20),  (5).  Hierauf  die 
Ausdrücke  6  und  7  aus  den  Gleichungen  (16),  (17).  Die  drei  letzten 
Ausdrücke  der  Determinanten  endlich  aus  den  Gleichungen  (11),  (12),  (29). 

Da  hiernach  zwischen  den  Verhältnissen  der  Determinantenconstanten 
noch  die  zehn  zuletzt  angegebenen  von  einander  unabhängigen  Gleichungen 
bestehen,  so  reducirt  sich  die  angegebene  Zahl  16  der  willkürlichen  Con- 
stanten,   welche    in    die    transformirte    zweite  Variation   eingehen,    auf  6. 

Diese  sechs  willkürlichen  Constanten  müssen  sich  nun  so  bestimmen 

lassen,    dass    der   Ausdruck   -—-^   für    keinen   Werth    der    unabhängigen 

Variabein  x  zwischen  den  Grenzen  der  Integration  a  und  b  verschwindet, 
wenn  das  Integral  J  ein  Maximum  oder  Minimum  sein  soll. 


Heidelberg,  im  Mai   1857. 
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28. 

Zu  den  Doppeltangenten  der  Curven  vierter  Ordnung. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.     Band  55,   Seite  83  —  88.] 


In  der  Abhandlung  „lieber  die  Doppeltangenten  der  Cur\^en  vierter 
Ordnung",  Cr  eile's  Journal  Bd,  49,  liest  man  p.  324  und  p.  326^) 
die  Sätze: 

Es  gieht  1008  verschiedene  Curven  dritter  Ordnung ^  welche  durch 
die  Berührungspunkte  von  sechs  Boppeltangenten  einer  Gurve  vierter 
Ordnung  hindurchgehen,  unter  denen  nicht  drei  Doppeltang enten  ent- 
halten sind,    deren  Berührungspunkte   auf  einem  Kegelschnitt  liegen. 

Es  gieht  5040  verschiedene  Curven  dritter  Ordnung,  welche  durch 
die  Berührungspunkte  von  sechs  Boppeltangenten  einer  Curve  vierter 
Ordnung  hindurchgehen,  Burch  die  zwölf  Berührungspunkte  dieser 
sechs  Boppeltangenten  lassen  sich  vier  Paare  Kegelschnitte  legen,  .  .  . 

Diese  beiden  Sätze  widersprechen  dem  S  t  e  i  n  e  r'schen  Satze  desselben 
Bandes  p.  270  keineswegs,  welcher  also  lautet: 

Unter  den  28  Boppeltangenten  einer  Curve  vierten  Grades  gieht 
es,  im  Allgemeinen,  6048  mal  sechs  solche^  deren  zwölf  Berührungs- 
punkte  zusammen  in  irgend  einer  eigentlichen,  nicht  in  Theile  zer- 
fallenden Curve  dritten  Grades  liegen. 


1)  [No.  25,  Seite  395  und  398  dieser  Ausgabe.] 
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Denn  man  erhält  die  von  Steiner  gefundene  Zahl  der  genannten 
Curven  dritter  Ordnung,  wenn  man  die  in  den  beiden  ersten  Sätzen 
hervorgehobenen  Zahlen  addirt.  Diese  Uebereinstimmung  mag  als  eine 
neue  Bestätigung  der  auf  den  verschiedensten  Wegen  gefundenen  Resul- 
tate dienen. 

Es  ist  aber  wichtig,  die  beiden  Gattungen  von  1008  und  von  5040 
Curven  dritter  Ordnung  von  einander  zu  trennen  wegen  der  Folgerungen, 
die  sich  aus  ihnen  ziehen  lassen,  wenn  man  die  Lage  der  sechs  Doppel- 
tangenten näher  ins  Auge  fasst,  welche  ihnen  entsprechen. 

Ich  werde  im  Folgenden  die  Betrachtungen  in  Kürze  andeuten, 
welche  auf  die  genannten  beiden  Gattungen  von  Curven  dritter  Ordnung 
führen,  um  daraus  neue  Sätze  über  die  Lage  der  Doppeltangenten  der 
Curven  vierter  Ordnung  zu  entwickeln. 

Wenn  man  mit  J  die  symmetrische  Determinante  bezeichnet: 

^11  ^12  ^13  ^14 

!  2^21  W.79  *^23  24 

^31  %2  %3  ^34 

^4]  ^42  ^48  ^44 

in  welcher  u^j^  =  u^^,  so  stellt  unter  der  Voraussetzung,  dass  die.Com- 
ponenten  u^^  dieser  Determinante  lineare  Ausdrücke  seien  der  variablen 
Coordinaten  eines  Punktes  in  der  Ebene,  die  Gleichung: 

/l  =  0 

eine  beliebige  Curve  vierter  Ordnung  dar. 

Diese  Gleichungsform  der  Curven  vierter  Ordnung  ist  für  die  Unter- 
suchung der  Doppeltangenten  dieser  Curven  von  grosser  Bedeutung.  — 
Die  wirkliche  Zurückführung  der  Gleichung  auf  die  genannte  Form  bleibt 
freilich  ein  schwieriges  und  bis  jetzt  noch  nicht  gelöstes  Problem.  (Das 
entsprechende  Problem  bei  den  Curven  dritter  Ordnung  führt  auf  das 
der  Wendepunkte  und  ist  mit  diesem  zugleich  gelöst,  Bd.  28  p.  89).^)  — 
Doch  lassen  sich  schon  aus  der  genannten  Gleichungsform  Schlüsse  ziehen, 
die  von  geometrischem  Interesse  sind. 


1)  [S.  113  dieser  Ausgabe.] 
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Setzt  man  nämlich: 
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Uli     Ui2    ^13    W]4      Cfi 
21     ^2^        23     ^'^4      ^^ 


M^l     2^42     ^43        44      ^4  1 

a,     r/p     c(o     a.     0 


^11  ^12  ^'13  ^14  7l 

21  ^22  ^^^3  *^24  y^2 

^31  ^^32  ^33  ^34  /3 

^41  ^'42  ^43  ^44  /^4 

/l  /2  /3  /4  0 


i   = 


^11     ^12    ^13     '^14      *^1 


2^9 


t^22     ^23 


^^9 


%l  %2  ^33  %4  ^3 
^41  ^42  '^43  ^44  ^4 
/l       ^2       /3       /4       0 


SO  hat  man  die  identische  Gleichung: 

in  welcher  TJ  eine  ganze  homogene  Function  des  zweiten  Grades  bedeutet, 
sowohl  in  Rücksicht  auf  die  Grössen  a,  als  auf  y  und  u,  Bd.  49  p.  251.^) 

Aus  der  Form  dieser  identischen  Gleichung  ersieht  man,  dass  a  =  ^ 
die  Gleichung  einer  Curve  dritter  Ordnung  ist,  welche  die  gegebene  Curve 
vierter  Ordnung  z/  =  0  in  jedem  Schnittpunkte  beider  Curven  zugleich 
berührt.  Ebenso  ist  ?7=  0  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes,  der  von 
der  Curve  a=^  in  jedem  Schnittpunkte  beider  Curven  zugleich  auch 
berührt  wird,  während  i  =  0  eine  Curve  dritter  Ordnung  darstellt,  welche 
durch  alle  jene  Berührungspunkte   hindurchgeht. 

Dasselbe,  was  von  der  Curve  a  =  0,  gilt  auch  von  der  Curve  dritter 
Ordnung  c  =  0. 

Jede  dieser  Curven  dritter  Ordnung  a  =  0  und  c  =  0  berührt  also^ 
die  gegebene  Curve  z/ =  0  in  sechs  Punkten,  und  die  Curve  dritter 
Ordnung  &  =  0  geht  durch  diese  zwölf  Berührungspunkte  hindurch. 

Die  vier  willkürlichen  Constanten  a,  deren  Verhältnisse  in  die  Gleichung 
«  ==  0  eingehen,  lassen  sich  nun  so  bestimmen,  dass  der  Ausdruck  a  in 
drei  lineare  Factoren  Oi  a^  ct^  zerfällt,  so  dass  a  =  üi .  a^.  a^.  In  dieser 
Voraussetzung  werden  a^  ==  0,  r/g  =  0,  a.^  =  0  die  Gleichungen  von  drei 
Doppeltangenten  der  Curve  vierter  Ordnung  z/  =  0 ,  weil  die  in  drei 
gerade  Linien  zerfallende  Curve  dritter  Ordnung  a  =  0  nicht  aufhört, 
die  gegebene  Curve  vierter  Ordnung  J  =  0  in  sechs  Punkten  zu  berühren. 

Bestimmt  man  auch  die  vier  Constanten  y  so,  dass  c  ebenfalls  in 
drei    lineare  Factoren    zerfällt  ^  =  ^1.^2.^3,    so    hat    man    sechs  Doppel- 


1)  [Seite  328  dieser  Ausgabe." 


472  28.   Zu  den  Doppeltangenten  der  Curven  vierter  Ordnung. 

tangenten  a^,  a^-,  «3,  c'i,  Cg,  c^  der  Curve  vierter  Ordnung  z/ =  0,  durch 
deren  Berührungspunkte  die  Curve  dritter  Ordnung  &  =  0  hindurchgeht. 
Dieses  ist  eine  von  den  1008  Curven  dritter  Ordnung,  von  denen  der 
oben  angegebene  erste  Satz  handelt. 

Da  aber  jede  der  Curven  dritter  Ordnung  a  =  0  und  c  =  0  auch 
den  Kegelschnitt  £/"=  0  in  drei  verschiedenen  Punkten  berührt,  so  be- 
rühren die  genannten  sechs  Doppeltangenten  einzeln  denselben  Kegel- 
schnitt, was  auch  aus  der  identischen  Gleichung  erhellt: 

J  U  =  a^  ^2  %  Ci  C2  C3  —  &^. 

Jeder  dieser,  durch  die  Berührungspunkte  von  sechs  Doppeltangenten 
der  Curve  vierter  Ordnung  J  =  0  gehenden  Curven  &  =  0  entspricht 
also  ein  Kegelschnitt,  den  die  sechs  Doppeltangenten  berühren.  Daher 
hat  man,  gestützt  auf  den  ersten  oben  angegebenen  Satz,  folgenden: 

Unter  den  28  Doppeltangenten  einer  Curve  vierter  Ordnung  giebt 
esy  1008  mal,  sechs  solcher  Doppeltangenten ^  welche  einen  Kegel- 
schnitt berühren. 

Um  zu  der  zweiten  Gattung  von  Curven  dritter  Ordnung  zu  gelangen, 
welche  durch  die  Berührungspunkte  von  sechs  Doppeltangenten  einer 
Curve  vierter  Ordnung  hindurchgehen,  muss  man  von  einer  anderen 
Gleichungsform  der  Curven  vierter  Ordnung  ausgehen. 

Setzt  man  zu  diesem  Zwecke: 


J 


vv-t-\        ^\2 


und  lässt  ^*ll ,  u^2  ==  ^21  ?  '%2  beliebig  gegebene  Ausdrücke  zweier  Coordi- 
naten,  respective  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Ordnung  bedeuten,  so 
hat  man  die  allgemeine  Gleichung  einer  Curve  vierter  Ordnung: 

z/=  0. 

Die  Zurückführung  der  vorigen  Gleichungsform  der  Curven  vierter 
Ordnung  auf  diese  ist  Bd.  49  p.  305^)  kurz  angedeutet  worden.  Man 
hat  nun   die  identische  Gleichung  Bd.   49  p.   305: 


1)  [Seite  375  dieser  Ausgabe.] 


28.   Zu  den  Doppeltangenten  dör  Curven  vierter  Ordnung. 


473 


Uli    w 

21         2' 


12 


2 

^^11  ^^l2  ^1 

cc, 

«2 

^21    ^22     Cf2 

. 

Ti 

^2 

a^     a^     0 
J  =  ac  - 

Wl-l      W1( 


Cfi 


11     «^12     ^1 
wc}-\     ^22     ^2 

0 


'21 


Wn   Wi2  Ti 

U21     U22    /2 

ri       /2       0 

oder :  J  =  ac  —  b^, 

wenn  man  setzt:     «j  =  0,      ^2  =  ;^i  =  1,      ^2  =  ^^ 

und :       —  a  =  Uli,     —  b  =  U12  —  ^n ^%     —  c  =  i^22  —  2ui2^  -\-  w^  m^. 

Die  zuletzt  angegebenen  Ausdrücke  bleiben  respective  von  der  ersten, 
zweiten,  dritten  Ordnung,  wenn  man  m  einen  beliebigen  linearen  Ausdruck 
der  Coordinaten  bedeuten  lässt.  Ihre  geometrische  Bedeutung  erhellt  aus 
der  zuletzt  angegebenen  identischen  Gleichung.  Es  ist  nämlich  a  =  0 
die  Gleichung  einer  Doppeltangente  der  Curve  vierter  Ordnung  J  =  0, 
&  =  0  ist  die  Gleichung  eines  beliebigen  Kegelschnittes,  welcher  durch 
die  Berührungspunkte  der  genannten  Doppeltangente  hindurchgeht,  und 
c  ==  0  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche  die  Curve  vierter  Ordnung 
in  den  übrigen  sechs  Punkten  berührt,  in  welchen  der  Kegelschnitt  die 
Curve  vierter  Ordnung  schneidet. 

Die  Gleichung  c  =  0  repräsentirt  ein  ganzes  System  von  Curven  dritter 
Ordnung,  welche  die  Curve  vierter  Ordnung  J  =  0  in  sechs  verschiedenen 
Punkten  berühren,  weil  den  drei  in  dem  linearen  Ausdrucke  m  ent- 
haltenen Constanten  beliebige  Werthe  zuertheilt  werden  können. 

Verändert  man  nun  m  in  den  ebenfalls  linearen  Ausdruck  m\  so 
gehe  b  in  b\  c  in  c   über,  und  man  hat  wieder  eine  identische  Gleichung: 

J  =  ac —  b'^, 

die  eine  gleiche  Interpretation  als  die  vorige  zulässt. 

Zieht  man  aber  diese  identische  Gleichung  von  der  vorhergehenden 
ab,  so  erhält  man  die  ebenfalls  identische  Gleichung: 

0  =  a(c  —  c)  —  (&  +  y)  (b  —  b), 
aus  welcher  ersichtlich  ist,  dass  a  ein  Factor  von  b  -\-  b^  oder  von  b  —  &'  ist. 
Da  es  nun  gleichgültig  ist,  welche  von  diesen  Grössen  das  Product  von  a 
und  einem  anderen  linearen  Factor  Ä  ist,  so  wollen  wir  setzen: 

b. —  b'  ==  aA^ 

wodurch  aus  der  vorhergehenden  Gleichung  folgende  identische  Gleichung 
hervorgeht:  0  =  {c  —  c)  —  A(b  -\-  &'). 

Hesse's  Werke.  60 
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Diese  Gleichung  liefert  den  Beweis,  „dass  die  beiden  Curven  dritter 
Ordnung  c  ==  0,  c'  =  0,  von  denen  jede  die  Curve  vierter  Ordnung  z/  =  0 
in  sechs  Punkten  berührt,  sich  gegenseitig  in  neun  Punkten  schneiden, 
wovon  sechs  in  einem  Kegelschnitt  und  die  drei  übrigen  in  einer  ge- 
raden Linie  liegen." 

Bezeichnet  man  den  Ausdruck  dritter  Ordnung  c  —  Ah  mit  d,  so 
hat  man  nach  der  letzten  identischen  Gleichung: 

d=  c  —  Ah  =  c  -\-  Ah'\ 
daher :  d"  =  {c  —  AI)  {c  -\-  A h') 

oder  c c  —  d^  =  A{bc  —  b' c  -\-  Ab &'), 

woraus  endlich   mit  Berücksichtigung  der  früheren  Gleichungen  folgende 
identische  Gleichung  hervorgeht: 

JA'  =  cc  -d'. 

Aus  dieser  Gleichung  ist  ersichtlich,  dass  die  zwölf  Punkte,  in  welchen 
die  beiden  Curven  dritter  Ordnung  c  =  0  und  c  =  0  die  Curve  vierter 
Ordnung  J  =  0  berühren,  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  d  =^  0  liegen. 

Die  Ausdrücke  c  und  c  enthalten  aber  jeder  drei  willkürliche  Con- 
stanten, welche  respective  mit  m  und  m  eingehen.  Bestimmt  man  diese 
Constanten  nun  so,  dass  ebensowohl  c  in  das  Product  von  drei  linearen 
Factoren  zerfällt,  als  c,  so  werden  aus  den  beiden  Curven  c  =  0  und 
c  ==  0  sechs  Doppeltangenten  der  Curve  J  ==  0,  durch  deren  Berührungs- 
punkte eine  Curve  dritter  Ordnung  d  =  0  hindurchgeht.  Dieses  ist  aber 
gerade  eine  von  den  5040  Curven  dritter  Ordnung,  von  denen  der  zweite 
oben  angegebene  Satz  handelt.  Da  sich  im  Allgemeinen  die  Curven  c  =  0 
und  c  =  0  in  neun  Punkten  schneiden,  von  denen  sechs  in  einem  Kegel- 
schnitt und  die  drei  anderen  in  einer  geraden  Linie  liegen,  so  werden 
auch  die  drei  Doppeltangenten  c  =  0  die  drei  Doppeltangenten  c  =  0 
in  neun  solchen  Punkten  schneiden.  Mit  anderen  Worten,  die  sechs 
Doppeltangenten  bilden  die  Seiten  eines  PascaTschen  Sechsecks.  Auf 
diese  Weise  entspricht  jeder  der  5040  Curven  dritter  Ordnung  ein 
PascaTsches  Sechseck.     Man  hat  demnach  den  Satz: 

Unter  den  2  8  Boppeltangenten  einer  Curve  vierter  Ordnung  giebt  es,  5  040  i)?a^, 
sechs  solche  Boppeltangenten ,  welche  ein  PascaV sches  Sechseck  bilden. 

Heidelberg,  im  December   1857. 


29. 

Bemerkungen  zu:  „Baltzer,  Theorie  und  Anwendung  der 
Determinanten.    Leipzig.   1857." 

[Erschienen  in  der  Kritischen  Zeitschrift  für  Chemie,  Physik  und  Mathematik.     Herausgegeben  in 

Heidelberg  von  A.  Kekule,  G.  Lewinstein,  F.  Eisenlohr  und  M.  Cantor.    1858.    Seite  483 — 488. 

—  Eine    italienische  Bearbeitung  findet  sich  unter  dem  Titel:    II  determinante  di  Sylvester 

ed  il  risultante  di  Eulero,  in:    Tortolini,  Annali  di  matematica  1859,  T.  ü,  p.  5—8.] 


Wer  die  „Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten  von  Baltzer" 
gelesen  hat,  wird  dieses  Werk  nicht  ohne  Befriedigung  aus  der  Hand 
gelegt  haben.  Dem  einen  w4rd  sie  eine  reiche  Quelle  der  Belehrung 
gewesen  sein,  dem  anderen  eine  kunstreiche  Verbindung  zerstreuter 
Resultate  mit  einem  Hinweis  auf  die  Lücken,  die  diese,  wie  jede  noch 
in  der  Bearbeitung  begriffene  Theorie  hat. 

Ich  weise  auf  den  §  11  hin,  welcher  mit  dem  Beweise  beginnt,  dass 
die  Euler'sche  Resultante  zweier  algebraischen  Gleichungen  mit  einer 
Unbekannten  gerade  die  Bezout-Sylvester'sche  Determinante  ist. 
Mit  dem  Beweise  allein  begnügt  man  sich  nicht  mehr;  man  verlangt 
vielmehr  eine  wirkliche  Ueberführung  des  einen  Ausdruckes  in  den 
anderen.  Wie  diese  Ueberführung  mit  Hilfe  der  Determinanten  zu  Stande 
gebracht  wird,  sollen  die  folgenden  Zeilen  lehren. 

Wenn 

fix)  =  ao  +  %  o;  +  •  .  .  +  a,,x"  =-  0 

y(^)  =  &o  +  &i^-4 ^Kx-  =  Q 

zwei  Gleichungen  sind,  die  für  irgend  einen  Werth  der  Unbekannten  x  zu 
gleicher  Zeit  bestehen,  so  hat  man  mit  ihnen  auch  folgende  Gleichungen: 

60* 


476  29.   Bemerkungen  zu:  „Baltzer,  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten." 

f{x)  =  0,         xf{x)  =  0,         ;xjY(^)  =  0,        ...         x""-^  f  {x)  =  0, 
(p(x)  =0,         x(p(x)  =  0,         x^(p{x)  =  Oj        ...        x'^~'^  (p{x)  =  0. 

Betrachtet  man  in  diesen,  nach  Potenzen  der  Unbekannten  ent- 
wickelten Gleichungen  die  verschiedenen  Potenzen  der  einen  Unbekannten 
als  eben  so  viele  neue  Unbekannte,  so  hat  man  lineare  Gleichungen, 
deren  Zahl  die  Zahl  der  Unbekannten  um  eine  Einheit  übersteigt.  Das 
Resultat    der  Elimination    der    neuen  Unbekannten    wird    eine  Gleichung: 

3.  S=0 

sein  zwischen  den  Coefficienten  in  den  Gleichungen  (1),    welche    mit  den 
beiden  Gleichungen  (1)   zugleich  besteht. 

Der  linke  Theil  dieser  Gleichung,  die  Sylvester'sche  Determinante, 
ist  hiernach  componirt  aus  den  Coefficienten  der  Oten,  ersten  etc. 
Potenzen  der  Unbekannten  x  in  den  m  -\-  n  Gleichungen  (2).  Er  ist 
eine  Determinante  der  (m  -{-  n)  ten  Ordnung  von  der  Form : 

4.  S  =  ^±ala\al  ...  all^v 

welche  in  den  linken  Theil  der  Gleichung  (3)  selbst  übergeht,  wenn  man 
festsetzt,  dass 

5.  ai  =  0;,_x       für  ;i  =  0,   1,  2,      .  .  .,  w  —  1, 

6.  ai  =  hnJrx-x  für  l  =  n,  ^  +  1,  .  .  .,  ^  +  w  —  1, 

und  dass    alle  Componenten  c/^  verschwinden,    welche    durch   (5)  und  (6) 
nicht  die  Bezeichnungen  der  Coefficienten  in  den  Gleichungen  (1)  erhalten. 
Ich  werde   die  so    dargestellte  Determinante    in  Verbindung  bringen 
mit  der  von  Borchardt  vielfältig  gebrauchten  Determinante: 


B  = 


^n—l 


indem  ich  festsetze,  dass  5^  die  Summe  der  ä;  ten  Potenzen  der  w  Wurzeln 
der  Gleichung  ip{x)  =  ^  bedeute. 

Auch    diese  Determinante   betrachte   ich    als   eine  Determinante   der 
{in  -\-  n)  ten  Ordnung 
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7.  B^:E±iih\    ...    ft™!"-?, 

indem  ich  festsetze,  dass: 

8.  b^\  =  5  ,, ..  für  l'=0,   l,  ,  .  .,  n  —  1, 

9.  &f,  =  0  (;«'§  A'),       bf-=l  für  A'  :^  w,  w  +  1,  .  .  .,  m  +  n  —  1. 

Setzt  man  nun: 
10.  ci  =  a^  J^'  +  af -fef  +  .  .  .  +«^-,     ,-&^-'      ,, 

/[  0  0        '         1  1         '  '         m-J-n  — 1  m+M— 1  ' 

SO  wird  die  Determinante: 

11.  G=y:±4c\  ...  c:+::; 

bekanntlich  gleich  dem  Product  der   beiden  vorhergehenden   in  der  Art, 
dass  man  hat: 

12.  C=S'B, 

Die  Componenten  c^.  dieser  neuen  Determinante  C  wollen  wir  nun 
wirklich  darstellen. 

Wir  betrachten  erstens  die  Componenten  c^^,  in  welchen  l  und  / 
die  Werthe  haben  0,  1,  .  .  .,  n —  1.  Für  diese  Werthe  stellt  sich  (10), 
indem  man  (5)  und  (8)  substituirt,  also  dar: 

i'  -  "-x  ■  -h'  +  ^-A  •  Vr  +  •  •  •  +  ^-x  ■  h+r  +  \+.-i  ■  V.+r 

Da  aber  die  Grössen  a_i^  a^_i  .  .  .  verschwinden  und  erst  die  Grössen 
ao,  «1  ...  eine  Geltung  erlangen;  da  ferner  alle  Grössen  a^^^^  a^_^2  •  •  • 
ebenfalls  verschwinden,  so  hat  man: 

welcher  Ausdruck  sich  als  Summe  kürzer  so  darstellen  lässt: 

13.  c^^^  =  :^x^+^'f{x), 

indem  das  Summenzeichen  sich  bezieht  auf  die  n  Wurzeln  x  der  Gleichung 
(p  (x)  =  0. 
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Wir  stellen  zweitens  die  Componenten  c\.  der  Determinante  C  dar  für 
den  Fall,  dass  ;i'=  0,  1,  2,  . . .,  w  —  1  und  l=^n,  n-\'\,  . . .,  m  +  w—  1. 
Hier  gelten  die  Gleichungen  (6)  und  (8),  und  man  hat  demnach: 

c\  =  b^_^  .  s^.  +  6,,+,_;^  •  s,^^.  -I-  ...  -4-  6^^  _^^  .  s^._^^_^  +  .  .  . 

Da  aber  wieder  alle  b  verschwinden  mit  negativem  Index,  sowie 
alle  6;  deren  Index  grösser  ist  als  n,  so  hat  man: 

4  ==  h  •  h'+x~n  +  \  '  ^r+A-n+i  +  •  •  •  +  ^  •  h'+x- 
Diesen  Ausdruck  kann  man  als  Summe  auch  so  darstellen: 

c^.  =  :^  x^^'-^^^""  (p  (x). 

Da  das  Summenzeichen  aber  bezüglich  ist  auf  alle  7i  Wurzeln  der 
Gleichung  cp  (x)  =  0,  so  verschwindet  dieser  Ausdruck. 

Es  verschwinden  also  alle  Componenten  c-..  der  Determinante  (11) 
C,  in  welchen  ^'  =  0,  1,  .  .  .,  n  —  1  und  1  =  n,  n  -\-  1,  .  .  .,  m  -^  n  —  1. 
Auf  Grund  dieser  Bemerkung  zerfällt  nach  einem  bekannten  Deter- 
minantensatze die  Determinante  C  in  das  Product  zweier  Determinanten: 

1/1  r y^-4-.  rV^ . . .  /'~^ .  y:4-  r""  r"''^^  .  .  .  /^+^^-^ 

Es  bleibt  endlich  drittens  noch  übrig,  die  Componenten  c\.  für  den 
Fall  zu  untersuchen,  wenn  ebenso  l  als  k  die  Werthe  haben:  7i^  n  -\-  1. 
.  .  .,  m -^  71 —  1.  Für  diesen  Fall  verschwinden  in  dem  Ausdrucke  (10) 
alle  &;  mit  Ausnahme  des  einen  ij'.,  welches  gleich  Eins  ist.  Man  hat 
daher  c\.  =  a!y^   und   wenn  man  aus  (6)  den  Werth  setzt: 

^;/  "^  ^n-^k'-x  • 

Dieser  Ausdruck  ist  aber  der  Annahme  nach  gleich  Null,  wenn 
l'  >  l.  Daher  verschwinden  in  der  Determinante  ^it  &'  c''t!  •  •  •  c^^'f'"!  Q^lle 
Componenten  auf  der  einen  Seite  der  Diagonalcomponenten,  und  die 
Determinante  selbst  wird  nach  einem  bekannten  Determinantensatze  das 
Product  der  Diagonalcomponenten,  von  denen  jede  c^.  =  &,, .  Der  Werth 
der  genannten  Determinante  ist  also  (&„)*"'.  Setzt  man  diesen  Werth 
in  (14),  so  hat  man: 
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15.  C  =  {lX^±<c\ 

oder  nach  (12)  und  (13): 


M— 1  ' 


16. 


ä.j5  =  (U 


:Exf{x)       2x^f{x)  . . .  :^x"f{x) 


^x''-^f{x)    sx^ft.x)  . . .  y:x-"-^f{x) 

Behandeln  wir  nun  in  ähnlicher  Weise  das  Euler'sche  Product: 


E 


17. 


■■  it/i  —  ^i) 

■  (yi  —  33.) 


{yi—x„) 


yVm  ^k)) 


welches,  unter  der  Voraussetzung,  dass  «/i,  y^  ...  y,n  die  Wurzeln  der 
Gleichung  f{x)  =  0  und  Xi,  x^  .  .  .  x„  die  Wurzeln  der  Gleichung  (p  (x)  =  0, 
gleich  Null  gesetzt  ebenfalls  die  Bedingung  gibt  für  das  gleichzeitige 
Bestehen  der  genannten  beiden  Gleichungen. 

Die  Producta  der  Horizontalfactoren  in  E  sind  symmetrische  Func- 
tionen der  Wurzeln  der  Gleichung  f{x)==0.  Ersetzt  man  dieselben 
durch  die  Coefficienten  dieser  Gleichung,  so  erhält  man  aus  (17): 


18. 


E.iaJ'^  =  fix,)-fix,)  ...  fix^). 


Dieses  Product  betrachte  ich  als  eine  Determinante  der  wten  Ordnung, 
deren  Diagonalcomponenten  die  Factoren  f{Xi),  /"(ajg),  .  .  .  f{x„),  und  deren 
übrige  Coraponenten  sämmtlich  gleich  Null  sind.  Diese  Determinante 
multiplicire  ich  mit  der  Determinante 


19. 


ß  = 


1 

1 

.  1 

X, 

X,         . 

•      ^n 

x\ 

xl      . 

.    xl 

xr' 

xr'  . 

..  xT' 

und  erhalte  das  Product: 
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E.{aJ^.ß  = 


f{x,)  fix^) 


fi^n) 


xJ{Xi)      x^f{x^       .  .  .  x„f(x„) 


Dieses  Product   multiplicire   ich    nochmals    mit    der  Determinante  ß 
und  erhalte: 


20. 


E.iaJ'^.ß'  = 


:Exf{x)       :Ex^f{x) 


^x^'-^fix)    ^Zx^'fix)    ...    :Zx'''-"-f{x) 


Vergleicht    man    diese    Gleichung    mit    (16)    und    bemerkt    zugleich, 
dass  ß^  =  Bj  so  sieht  man,  dass: 


21. 


E^{a„r'(Kr  =  s. 


Es  ist  also  in  der  That  das  Euler'sche  Product  aus  den  Differenzen 
der  Wurzeln  zweier  algebraischen  Gleichungen  gleich  der  Sylvester'schen 
Determinante,  wenn  die  Coefficienten  der  höchsten  Potenzen  der  Unbe- 
kannten in  den  beiden  Gleichungen  gleich  der  Einheit  sind. 


Heidelberg,  im  Oktober   1858. 


30. 


Zur  Theorie  der  ganzen  homogenen  Functionen.) 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.     Band  56,   Seite   263  —  269.] 


Lehrsatz. 


Wenn  die  Determinante  einer  ganzen  homogenen  Function  der 
n  Variahein  Xi,  x^,  ...  x^  identisch  verschwindet,  so  lässt  sich  die 
Function  durch  bestimmte  lineare  Substitutionen  von  der  Form: 

^K  =  <2/i  +  ^2  2/2  4-  •  •  •  +  <2/n 

auf  eine  Function    der  Variabein   y^^   y^,  ...  «/^   zurückführen,    in 
welcher  eine  dieser  Variabein  fehlt. 

Diesen  in  diesem  Journal  Bd.  42,  p.  119  2)  mitgetheilten  Lehrsatz 
strenger  zu  begründen,  ist  der  Zweck  dieser  Abhandlung. 

Es  sei  u  eine  beliebige  ganze  homogene  Function  mter  Ordnung 
von  den  n  Variabein  x^,  x^,  ^  .  .  x^\  ferner  seien  u^,  u^,  ,  ,  .  u^  die  ersten, 
Wii,  Wi2,  .  .  .  u^^  die  zweiten  partiellen^ Differential quotienten  dieser  Function 
nach  den  Variabein  genommen.  Die  Determinante  der  letzteren,  gebildet 
aus  den  Componenten: 

^11         ^12         •     •     • 
^21         ^22         •     •     • 


1)  [^gl-  ZU  dieser  Abhandlung  die  Note  zu  No.  21  und  30  am  Schlüsse  des  Bandes.] 

2)  [Seite  292  dieser  Ausgabe.] 
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wird  die  Determinante  der  Function  u  genannt,  und  soll  mit  dem  Zeichen  z/ 
bezeichnet  werden.  Obwohl  u  .  und  u.  dem  Werthe  nach  einander 
gleich  sindj  so  will  ich  doch  bei  der  partiellen  Differentiation  von  z/ 
nach  diesen  Componenten  einen  Unterschied  machen,  um  die  bekannten 
Determinantensätze  ohne  Weiteres  in  Anwendung  bringen  zu  können. 
Dieses  vorausgesetzt,  hat  man  bekanntlich 

;il      AI      ^  >cl     a2      i  I  j^n     An^ 

wenn  man  der  Kürze  wegen  setzt  — =  z/^;. 

Die  Determinante  J  ist  in  Rücksicht  auf  die  Variabein  von  der 
Ordnung  w(m  —  2),  während  die  partiellen  Differentialquotienten  z/^^  der- 
selben sämmtlich  von  der  Ordnung  (n  —  1)  {m  —  2)  sind. 

Es  habe  aber  die  vorhin  bezeichnete  Function  it  die  Eigenschaft, 
dass  ihre  Determinante  z/  identisch  verschwindet,  d.  h.  für  alle  Werthe 
der  Variabein.  Diese  Annahme  wollen  wir  auch  im  Folgenden  festhalten 
und  untersuchen,  welche  Folgerungen  sich  daraus  ziehen  lassen. 

Zunächt  bemerke  man,  dass  die  beiden  aufgestellten  Gleichungen  in 
die  eine  identische  Gleichung  übergehen: 

in  welcher  der  Index  l  alle  Zahlen  1,  2,  ...  n,  auch  x,  umfasst.  Aus 
dieser  Gleichung  entspringt  nun  ein  ganzes  System  in  Rücksicht  auf  die 
n  partiellen  Differential quotienten  J^^,  J^^,  ,  .  .  J^^  linearer  Gleichungen, 
wenn  man  dem  Index  l  die  bezeichneten  Werthe  zuertheilt,  welches  dazu 
dienen  kann,  die  Verhältnisse  der  genannten  n  partiellen  Differential- 
quotienten zu  bestimmen. 

Diese  n  partiellen  Differentialquotienten,  für  welche  der  Index  x 
unveränderlich  aus  der  Reihe  der  Zahlen  1,  2,  ...  ^,  aber  beliebig,  ge- 
wählt ist,  können  einen  allen  gemeinsamen  Factor  M  haben  von  der 
Ordnung  jli  in  Rücksicht  auf  die  Variabein.  Haben  sie  keinen  solchen 
Factor,  so  ist  ilf  =  1.  Wenn  nun  M  der  grösste  gemeinsame  Factor  ist, 
so  können  wir  setzen: 
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indem  wir  a^,  «2,  ...  a„  ganze  homogene  Functionen  bedeuten  lassen 
sämmtlich  von  der  Ordnung  (n — 1)  (m  —  2)  —  fi,  welche  keinen  allen 
gemeinsamen  Factor  haben.  Hiernach  werden  alle  Functionen  ^i ,  0^2 ,  .  .  .  a^ 
Constanten,  wenn  eine  derselben  eine  Constante  ist. 

Eine  Erwähnung  verdient  der  Fall,  dass  einer  der  n  Differential- 
quotienten J^^  identisch  verschwindet.  In  diesem  Falle  verschwinden 
sämmtliche  Differentialquotienten  z/^^,  auch  die,  welche  nicht  unter  den 
genannten  Differential quotienten  enthalten  sind,  welches  sich  aus  dem 
Vergleich  des  Systems  der  Gleichungen  (1)  mit  dem  folgenden: 

sogleich  ergiebt.  Denn  da  dieses  System  ebenso  zur  Werthbestimmung 
der  Verhältnisse  von  J^i  '  ^v2  •  .  .  dient,  als  jenes  zur  Werthbestimmung 
der  Verhältnisse  von  J^i  :  J^2  .  .  .,  und  beide  Systeme  abgesehen  von  der 
Bezeichnung  der  Unbekannten  auf  eines  hinauskommen,  so  folgt  hieraus: 

^}ci  '  ^x2  :  .  .  .  :  ^jif^i  .  .  .  =  /Ivi'-  ^u2  :  .  .  .  :  ^via  •  •  •  7 

und  wenn  Jy^^  verschwindet,  dass  auch  z/^^  =  J^y  verschwindet.  Wir 
haben  also  den  Satz: 

Wenn  die  Determinante  einer  homogenen  ganzen  Function  von 
n  Variabein  identisch  verschwindet,  und  wenn  ausserdem  der  partielle 
Diff'erentialquotient  der  Determinante  nach  einer  der  Gomponenien 
genommen  identisch  verschwindet,  so  verschwinden  auch  die  übrigen 
partiellen  Differentialquotienten  der  Determinante  nach  den  Com- 
ponenten  genommen  identisch. 

Es  ist  dieses  der  Fall,  in  welchem  die  Function  u  durch  lineare 
Substitutionen  neuer  Variabein  sich  zurückführen  lässt  auf  eine  Function, 
welche  zwei  Variabein  weniger  enthält.  Dieser  Fall  verlangt  eine  be- 
sondere Untersuchung.  Wir  werden  ihn  daher  hier  unberücksichtigt 
lassen,  indem  wir  festsetzen,  dass  weder  M  noch  eine  der  Grössen  a^, 
^2,  ...  a^  identisch  verschwinde. 

Setzt  man  die  Werthe  von  (2)  in  (1),  so  erhält  man  mit  Unter- 
drückung des  Factors  M  folgende  identische  Gleichung: 

3.  0  =  ai  uxi  +  ^2  W22  +  •  •  •  +  ^n  '^hi, 
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welche  wieder  ein  ganzes  System  identischer  Gleichungen  repräsentirt, 
die  aus  ihr  erhalten  werden,  wenn  man  dem  Index  l  die  Werthe  1, 
2,  .  .  .  /^  zuertheilt. 

Wenn  man  diese  Gleichung  mit  x^  multiplicirt  und  für  l  nach  einander 
die  eben  genannten  Werthe  setzt,  so  erhält  man  mit  Berücksichtigung  der 
identischen  Gleichung:  u^^x^  +  u^^x^  -|-  .  .  .  _|_  u^^x,,  =  (m  —  l)u^  durch 
Addition  folgende  ebenfalls  identische  Gleichung: 

4.  0  =  ai^i  +  a2U2  +  •  •  •  +  (^nK- 

Durch  Differentiation  nach  x^^  erhält  man  hieraus  mit  Berücksich- 
tigung der  Gleichung  (3): 

Diese  identische  Gleichung  repräsentirt  ein  ganzes  System  von  n  in 
Rücksicht  auf  u^,  u^^  ...  u^  linearen  Gleichungen,  da  l  alle  jene  Werthe 
1,  2,  ...  n  annehmen  kann.     Bildet   man  daher  aus  den  Coefficienten 


da^ 

da^ 

dx. 

dx. 

a^j 

da^ 

dx^ 

dx^ 

die  Determinante  D,  so  hat  man  die  identische  Gleichung 
6.  D==0, 

woraus  wiederum,  wenn  man  setzt: 

dD 


d 


C>Xn 


folgende  identische  Gleichung  hervorgeht: 

^'  dx^     '      ^-  dx^    '  -r     /^n  ^^^^ , 

in  welcher  /.l  und  v   irgend  welche  Zahlen   1,   2,  ...  w   bedeuten,    selbst 
gleiche. 
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Durch  Differentiation  der  Gleichung  (3)  nach  Xy  erhält  man: 

wenn  man  den  dritten  Differentialquotienten  der  Function  u  nach  xi^  x^^  Xp 
mit  uxuv  bezeichnet.     Setzt  man  der  Kürze   wegen: 

wobei  zu  bemerken,  dass  wxv  =  '^vX-,  so  stellt  sich  die  vorhergehende 
identische  Gleichung  also  dar: 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  Z)^^,  setzt  für  v  nach  einander 
die  Zahlen  1,  2,  .  .  .  >^  und  addirt,  so  verschwindet  nach  (7)  der  linke 
Theil  der  Summe  aller  Gleichungen,  und  man  erhält: 

10.  0  =  Df^iWXl   +  JDf^2WX2  +   •   •   •   +  Df^nWXn> 

Die  aufgestellten  Gleichungen  dienen  nun  dazu,  nachzuweisen,  dass 
die  Functionen  a,,  «2,  ...  a^  Constanten   sind. 

Aus  jeder  von  den  Gleichungen  (7)  und  (10)  geht  ein  ganzes  System 
linearer  Gleichungen  hervor,  wenn  man  für  /a  die  Zahlen  1,  2,  ...  n  setzt. 

Das  erste  System  dient  zur  Werthbestimmung  der  Verhältnisse  -— ^  :  ---^  •  •  •? 

d  Xh  O  Xa 

das  andere  zur  Werthbestimmung  der  Verhältnisse  wxi  :  Wx2  -  *  -  *  Da  aber 
die  Coefficienten  der  Unbekannten  in  diesen  beiden  Systemen  linearer 
Gleichungen  übereinstimmen,  so  müssen  die  Differentialquotienten  von  a^ 
den  entsprechenden  Grössen  w  proportional  sein.     Es  ist  mithin: 

11.        ^^  =  ^^1'    p^-^^^'    •••    ^^  =  "'^- 

Es  bedeutet  hier  q  einen  nicht  verschwindenden  Factor  für  den 
Fall,  dass  nicht  alle  w  verschwinden.  Wenn  es  also  ein  l  giebt,  für 
welches  nicht  alle  w  verschwinden,  und  wenn  überdies  nicht  alle 
Differentialquotienten  von  a^  verschwinden,  so  bestehen  jene  Gleichungen  (1 1). 
Das  Verschwinden  sämmtlicher  Differentialquotienten   von  a^  werden  wir 
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nicht  voraussetzen,  weil  wir  es  eben  beweisen  wollen.  Das  Verschwinden  aller 
w  verlangt  eine  besondere  Untersuchung,  die  wir  nachfolgen  lassen  werden. 
Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (11)  der  Reihe  nach  mit  x^^  x^^ 
.  .  .  ic^  und  addirt  sämmtliche  Gleichungen,  so  erhält  man,  da  üv  von 
der  Ordnung  {n  —  1)  (m  —  2)  —  //, 

[{n  —  1)  (m  —  2)  —  ^}  .  p  .  a^  =  wn Xi  -\-  WX2X2  -\-  -  -  -  -{-  wxn Xn* 

Der  rechte  Theil  dieser  Gleichung  verschwindet  aber,  wenn  man  für 
die  w  die  Werthe  aus  (8)  setzt,  wodurch  er  übergeht  in  den  rechten, 
mit  —  (m  —  2)  multiplicirten  Theil  der  Gleichung  (3).  Es  muss  also 
nothwendiger  Weise  auch  einer  der  Factoren  des  linken  Theiles  ver- 
schwinden. Da  aber  weder  q  noch  o^  verschwinden,  so  wird  der 
Grad  ^u  von   M 

u  ==  [n  —  1)  (m  —  2), 

gleich  dem  Grade  der  Functionen  J^^  in  (2).     Mithin  werden  die  Func- 
tionen «1,  (^2,  ...  a^  Constanten  sein. 

Wenn  zweitens  alle  w  verschwinden,  so  geht  (9)  über  in: 

12.  0^^"^'  +  ^^^^  +  ---+^^^- 

Diese  Gleichung,  gleich  wie  die  Gleichung  (3),  repräsentirt  ein  ganzes 
System  linearer  Gleichungen,  da  l  die  Zahlen  1,  2,  ...  w  bedeutet. 
Aus  dem  Vergleich  der  beiden  Systeme  ergiebt  sich  nun  durch  eine 
schon  angewendete  Schlussfolge: 


da.  da^  _  da^ 


13-  ^"'^  =  ^'      ^"^==^'       •   •   •      ^'^"--   a^, 


WO  p  eine  noch    zu    bestimmende  Function   der  Variabein  x^^  ...  x^^  be- 
deutet.    Durch  Integration  erhält  man: 


14.  ^1  =  e  .(7i,       a2  =  e  .0^,       ...       an  =  e  .(7,,. 


iXy 


Die  Constanten  der  Integration   (7i,  Cg,  ...  C^  sind   im  Allgemeinen 
Functionen,  welche  die  eine  Variable  Xv  nicht  enthalten. 
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Die    Functionen   a^,   a^^   ...   a^    haben    hiernach    den    gemeinsamen 

fpdx^ 
Factor  e  .     Da   sie  aber  der  Annahme   nach   keinen  solchen  Factor 

haben,  so  muss  p  =  0  sein.  Mithin  verschwinden  nach  (13)  die  Differential- 
quotienten der  genannten  Functionen  nach  (T^  genommen,  und  da  //  eine 
beliebige  von  den  Zahlen  1,  2,  .  ,  .  n  ist,  so  verschwinden  auch  die 
Differentialquotienten  der  Functionen  «i,  a2,  ...  a^  nach  irgend  einer  der 
Variabein  genommen.  Sie  sind  mithin  Constanten.  Mit  Rücksicht  auf 
(4)  hat  man  daher  den  Lehrsatz: 

Wenn  die  Determinante  einer  homogenen  ganzen  Function  von 
n  Variabein  identisch  verschwindet,  so  giebt  es  immer  n  Constanten, 
mit  welchen  die  ersten  partiellen  Differentialquotienten  der  Function 
zu  multipliciren  sind^  damit  die  Summe  dieser  Producte  identisch 
verschwinde. 

Wie     die     n    Constanten     bestimmt     werden     können,     lehren     die 
Gleichungen  (2). 

Ich  behaupte  nun,  dass  durch  die  Substitutionen: 

x^  =  z^-\-  la^^ 

^2  =  ^2  +  >*'«2J 


^n=^n+^^n, 


WO  -2?!,  ^2?  •  •  •  ^n  beliebige  lineare  Functionen  der  {n  —  1)  neuen  Variabein 

Vi,  2/2?  •  •  •  Vn-i  von  der  Form  ^^  =  <2/i  +  <  2/2  ^ h  <-i^n-i    sind, 

und  l  die  >^te  neue  Variable,  aus  der  Function  u  die  letzte  Variable 
ganz  verschwindet.  In  der  That:  macht  man  in  der  Function  u  die 
angegebenen  Substitutionen,  so  erhält  man  durch  Entwicklung  nach 
Potenzen  von  l\ 


172  ^      '  '     1 .  2  . . .  m 


u  =  w-\-  Iw  -\-  -y---  ^t?''  +  •  *  •  +  -r~ö '^^"*^* 


In  dieser  Entwicklung  bedeuten  %v  und  w  die  Ausdrücke,  in  welche 
u  und  «i  Wi  -f-  ^2^2  +  •  *  •  +  ^n^n  übcrgeheu,  wenn  man  in  denselben  z^^ 
^2,  ...  ^n  statt  x^^  0^2,  ...  X,,  setzt.     Ferner  ist: 
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^   --  a.,      «^ 

-Y 

a.,     ^^^-^ 

•  -r      n.       ^^' 

dz. 

+ 

n^     %  +  •' 

Da  aber  der  Ausdruck  «iWi  +  <^2^2  +  *  *  *  +  <^n^w  identisch  ver- 
schwindet, so  verschwindet  auch  w  identisch  für  alle  Werthe  von  ^^ 
^2j  ...  -S!^.  Verschwindet  aber  w  identisch,  so  verschwinden  auch  die 
partiellen  Differentialquotienten  dieser  Function  nach  ^i,  z^^  ...  z^  ge- 
nonnmen  identisch;  mithin  auch  w'  etc.  Es  verschwinden  alle  Functionen 
w  ^  w\  .  .  .  w^"^"^,  und  die  obige  Entwicklung  giebt: 

einen  Ausdruck  für  u,  welcher  die  ^te  neue  Variable  l  nicht  mehr  enthält. 
Heidelberg,  im  December  1858. 


31. 

Neue  Eigenschaften  der  linearen  Substitutionen,  welche  gegebene 

homogene  Functionen  des  zweiten  Grades  in  andere  trans- 

formiren,  die  nur  die  Quadrate  der  Variabein  enthalten. 

[Journal    für    die    reine    und    angewandte    Mathematik.     Band    57,    Seite    175  — 182.] 


Durch  eine  Reihe  sehr  scharfsinniger  Schlüsse  ist  es  Kummer 
gelungen,  den  analytischen  Ausdruck,  welcher  das  Quadrat  des  Productes 
der  Differenzen  der  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  darstellt,  von  welcher 
das  Problem  der  Hauptaxen  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  abhängt,  in 
die  Summe  von  Quadraten  zu  zerlegen  (Bd.  26,  p.  268  des  Crelle'schen 
Journals).  Zu  demselben  Resultat  und  zugleich  zu  einer  Ausdehnung 
desselben  im  Falle  der  Gleichung  ^ten  Grades,  mit  deren  Hülfe  man  die 
säcularen  Störungen  der  Planeten  findet,  gelangt  Borchardt  durch  eine 
sehr  geschickte  Behandlung  der  Determinanten  (Bd.  30,  p.  38),  nachdem 
Jacobi  im  Giornale  Arcadico,  Tom.  99  durch  ein  System  bis  dahin  noch 
ganz  unbekannter  Formeln  das  Kummer'sche  Resultat  hergeleitet  hatte 
(Bd.  30,  p.  46).  Ein  besonderes  Gewicht  ist  zu  legen  auf  die  Formel, 
welche  aus  Jacobi's  letzter  hervorgeht,  indem  man  die  von  ihm  ange- 
gebenen Werthe  derjenigen  Grössen  substituirt,  aus  welchen  sie  besteht. 
Dadurch  erhält  man  die  Einheit  ausgedrückt  durch  eine  Summe  von 
Quadraten  von  Functionen  der  Coefficienten  in  den  Substitutionen,  welche 
allein  zur  Transformation  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  in  ein 
anderes  rechtwinkliges  Coordinatensystem  dienen.  Diese  Formel  erfreut 
sich  einer  gewissen  Analogie  mit  der  K  u  m  m  e r'schen,  und  die  eine  geht 
mit  Hülfe  der  Jacobi'schen  Formeln  in  die  andere  über.  Die  kunstlose 
Entwickelung  dieser  Jacobi'schen  Formeln  mit  ihren  Erweiterungen  zur 
Verificirung  der  Borchardt'schen  Entdeckung  ist  der  Zweck  dieser  Note. 
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Wenn  die  n  Variabein  Xi ,  Xg ,  . . .  X,,  mit  den  n  Variabein  x^^  X2,  >  ^  ^  x^ 
durch  die  n  linearen  Gleichungen: 

1.  X,  =  ar^x,  +  a^x,  -] h  €'^n, 

in  welchen  x  die  Bedeutung  der  Zahlen  1,  2,  ...  ^  hat^  verbunden  sind; 
und  wenn  diese  Substitutionen  die  Summe  der  Quadrate  der  ersten 
Variabein  X  transformiren  in  die  Summe  der  Quadrate  der  anderen 
Variabein  x,  so  hat  man  bekanntlich: 

2.  ^   x,  =  a,X,  +  a:X,-\ \-a^:^X,. 

Entwickelt  man  unter  dieser  Voraussetzung  das  Product  sämmtlicher 
Variabein  der  ersten  Gattung  nach  Potenzen  und  Producten  der  anderen 
Variabein,  so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form: 

3.  X1X2  .  .  .   X,  =   ^Äa,a,...  al'(^'^'  •  •  •  <% 

in  welcher  Gleichung  die  Coefficienten  Ä  ganze  rationale  Functionen  der 
Coefficienten  a  der  Substitutionen  bedeuten,  und  die  Exponenten  a  irgend 
welche  von  den  Zahlen  0,   1,  ...  ^  unter  der  Beschränkung,   dass 

Setzt  man  in  dem  Product  x"^^  x^^  , ,  .  x^  für  die  Variabein  x  die 
Werthe  (2)  und  entwickelt  nach  Potenzen  und  Producten  der  Variabein  X, 
so  wird  der  Coefficient  des  Productes  Xj  Xg  . . .  X,,,  abgesehen  von  einem 
Zahlencoefficienten,  gleich  Äa^a:^^..a^'  Bezeichnet  man  demnach  diesen 
Zahlencoefficienten  mit  Ga^a.,...a^^  und  entwickelt  den  ganzen  zweiten 
Theil  der  Gleichung  (3)  nach  Potenzen  und  Producten  der  Variabein  X, 
so  folgt  aus  dem  Vergleich  des  Coefficienten  von  X^  X,  .  .  .  X,,  des  rechten 
und  linken  Theiles  der  genannten  Gleichung   die    merkwürdige  Relation: 

Die  angegebenen  Bedingungen,  unter  welchen  diese  Relation  besteht, 
fasse  ich  zusammen  in  dem 

Lehrsatz: 

Wenn  die  Substitutionen  (1)  die  Summe  der  Quadrate  der 
Variabein  X  in  die  Summe  der  Quadrate  der  Variabein  x  trans- 
formiren,   und  wenn  (3)  die  Entwickelimg  des  Products  sämmtlicher 


31.   Neue  Eigenschaften  der  linearen  Substitutionen  etc.  491 

Variabein  X   nach   Potenzen   und   Produden   der  Variahein  x   dar- 
stellt, so  findet  zwischen  den  Coefficienten  A  dieser  Entwickelung  die 
Gleichung  (4)  statt. 
Die  Substitutionen  (1)  oder   die   umgekehrten   (2)   haben   die  Eigen- 
schaft, die  Gleichung 

5.  xl  +  xl  +  ^  ^  '  -\-  xl  =  XI  +  Xl  +  ^  .  .  +  XI 

zu  einer  identischen  zu  machen.  Es  werde  aber  zweitens  im  Folgenden 
vorausgesetzt,  dass  sie  überdies  eine  gegebene  rationale  homogene  Function 
fi^i  j  ^25  •  •  •  ^n)  des  zweiten  Grades  der  Variabein  x  transformiren  in  die  Form : 

Unter  diesen  Voraussetzungen  sind  die  n  Grössen  g  als  die  n  Wurzeln 
der  bekannten  Gleichung  /'=  0  gegeben,  welche  als  das  Resultat  der 
Elimination  der  Variabein  aus  folgenden  linearen  Gleichungen  hervorgeht: 

i/'(^i)— ^^1  =  0,         lf{x.^  —  gx,=  0,        .    .    .        ^f(x,)—gx,=  0. 

Denkt  m.an  sich  nun  diese  Würz elwerthe^  eingesetzt  in  die  Gleichung  (6), 
so  wird  dieselbe  durch  die  Substitutionen  (1)  eine  identische,  welche  sich  dem- 
nach auch  nach  einer  der  darin  vorkommenden  Variabein  x^  differentiiren 
lässt.     Durch  diese  Differentiation   und  Division  durch  2  erhält  man: 

7.  ^f  (x,)  =  a  gi  Xi  +  a^'  ,9^  X2  H \-  a^^^g^X,, 

eine  Gleichung,  welche  ein  ganzes  System  von  n  Gleichungen  repräsentirt, 
gleich  wie  die  Gleichung  (2),  da  x  die  Werthe  annimmt  1,  2,  .  .  .  w. 
Aus  dem  Vergleich  dieser  beiden  Systeme  von  Gleichungen  ergiebt  sich 
nun,  dass  es  erlaubt  ist,  sämmtliche  variabeln  Grössen  X^  zu  verändern  in 
die  entsprechenden  g^^X^^  w^enn  man  gleichzeitig  alle  Variabein  x^  verändert 
in  ^f{x  ).  Denn  das  eine  System  (2)  geht  in  das  andere  (7)  dadurch  über. 
Aber  nicht  allein  in  den  Substitutionen  (1)  und  (2)  sind  diese  Aenderungen 
erlaubt,  sondern  auch  in  den  Gleichungen  (5)  und  (6),  welchen  der  Annahme 
nach  die  Substitutionen  genügen,  oder  welche,  um  mich  anders  auszudrücken, 
eine  Folge  sind  der  definirten  Substitutionen.  Durch  diese  erlaubten 
Aenderungen  leitet  Jacobi  aus  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  folgende  her: 

(i  f  {^i)y  +  (i  r  (^2)y  +  •••  +  (!/"  (*  J)^  =  glX!-^fflXl+...+glXl, 
welche,  wenn  man  der  Kürze  wegen  setzt: 

62* 
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8.    ux,, X,, ...  x„) = {^^nx,)f  +  i^f'{x,))i  +  •  •  •  +  (ir w)^ 

9.       /^(aJi,  x^,  ...  x„)  =  f(if{x,),  if{x,),  .  .  .  ifix,,)), 
übergehen  in: 

10.  f,{x,,x„  ...  x„)=g!X!^glXU \-fflXl, 

11.  fs(x„X,,  ...  x„)  =  glXl  +  glXI  +  ...+glXl. 

Auch  diese  Gleichungen  lassen  sich  als  eine  Folge  der  definirten 
Substitutionen  betrachten,  in  denen  ebenfalls  die  genannten  Aenderungen 
erlaubt  sind.  Macht  man  auch  in  ihnen  und  in  ihren  abgeleiteten  die 
genannten  Aenderungen,  so  gelangt  man  nach  Jacobi  (Bd.  12,  p.  12) 
schliesslich  zu  einer  Gleichung: 

12.  fM^x,,  ...  x^)=glXl-\-g^,Xl-\ \-glXl, 

in  welcher  p  irgend  eine  ganze  positive  gerade  oder  ungerade  Zahl  be- 
deutet, und  fp(Xi,  X.2,  ...  x^)  eine  Function  des  zweiten  Grades  der 
Variabein  x^  deren  Coefficienten  als  ganze  rationale  Functionen  componirt 
sind  aus  den  Coefficienten  in  der  ursprünglichen  Function  f(Xij  X2,  ...  xj. 
Differentiirt  man  diese  durch  die  Substitutionen  identische  Gleichung 
partiell  nach  x^  und  dividirt  durch   2,  so  erhält  man: 

13.  if;(x,)  =  a.g\X,  +  dig\X,  +  •  •  •  +  a^  giX^,. 

Man  bilde  nun  aus  den  im  Vorhergehenden  definirten  Functionen 
die  Determinante: 

j  ^1  a?2  .     .     .  X^ 

l|/"(a;,)        \f{x.^        .  .  .     ifix,,) 

14.  j  =\if;^(x^      |/;(a;,)      .  .  .     if'^(x„) 


Y/n-l\Xi)        ^In-iyXo)         .     .     .         -^/n-iyXn) 

Sie  ist  eine  homogene  ganze  rationale  Function  des  wten  Grades  der 
in  ihr  enthaltenen  Variabein.  Sie  ist  auch  eine  ganze  rationale  Function 
vom  Grade  n  -^^—^ in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  in  der   gegebenen 

Function.     Ausser  diesen  Grössen  enthält  sie  keine,  die  der  Veränderung 
unterworfen  werden  können. 

Setzt  man  in  dieser  Determinante  für  die  erste  Horizontalreihe  der 
Componenten  die  Werthe  (2).  für  die  zweite  die  Werthe  (7)  und  für  die 
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folgenden  die  Werthe  (13),    so  sieht  man  sogleich,    dass  dieselbe    in  das 
Product  zweier  Determinanten  zerfällt.     Der  eine  Factor  ist: 

:^-±a[a2  •  •  •  (^n^  =  -±:  1- 
Von  der  Gültigkeit  dieser  bekannten  Gleichung  überzeugt  man  sich 
leicht  dadurch,  dass  man  die  Determinante,  welche  den  linken  Theil  der 
Gleichung  bildet,  mit  ihr  selber  multiplicirt  und  aus  dem  Product  eine 
neue  Determinante  bildet,  deren  Werth  gleich  -|-  1  wird.  Was  den 
zweiten  Factor  anbetrifft: 


92^2 


^?X,         glX, 


'-'  X 


gr'X,  gl-'X,  ...  gl 
so  zerfällt  dieser  wieder  in  das  Product  sämmtlicher  X  und  einer  Deter- 
minante, welche,  wie  bekannt,  gleich  ist  dem  Product  G  der  Differenzen 
sämmtlicher  g.     Setzt  man  daher: 

15-  (^  =  {9l  —^2)  {9l  ~9^)    '   •   •    {9n-l  —ffnl 

so  hat  man  folgenden 

Lehrsatz: 
Wenn  die  Substitutionen 

Xy^  =  a^Xi  -^  a^X2-\-  '  '  •  -\-  a^^^  X,, 
die  Summe  der  Quadrate 

Xy    — [-    X2    -J-     '     '     '     ~f~    X^^ 

transformiren  in 

und  ausserdem  die  beliebig  gegebene  homogene  Function  des  zweiten 
Grades  f{x^  ^  x^^  ...  x,^  in 

g^X\-^g,Xl  +  ^-^+g^^Xl; 
so    transformiren    dieselben  Substitutionen  auch  die    in  (14)   definirte 
Function  J  des  nten  Grades  in 

±G.X,.X,...X,^). 

1)  Die  Priorität  dieses  Satzes  für  n^=Z  kommt  Weierstrass  zu. 
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Man  hat  hiernach  das  Product  sämmtlicher  Variabein  X  in  folgender 
zweiten  Darstellung: 

16.  X,X,  .,.  X^  =  ±^'J. 

Entwickelt  man  aber  die  Function  J  nach  Potenzen  und  Producten 
der  Variabein  x,  indem  man  setzt: 

17.  J  =  ^Ba,a,...any^'^    '"    <^ 

SO  haben  in  dieser  Entwickelung  die  Coefficienten  B  die  Bedeutung  von 
ganzen  rationalen  Functionen,  die  sich  allein  aus  den  Coefficienten  der 
gegebenen  Function  f{Xi^  x^-)  ...  x^  zusammensetzen. 

Aus  dem  Vergleich  dieser  Gleichung  (16)  mit  (3)    ergeben  sich  nun 
die  erweiterten  Jacobi'schen  Formeln: 

1 0.  Aa^  a^  ...  an  =  HI  ~q    -t^a^  «2  •  •  •  «/t ' 

welche  besagen,  dass  gewissse  ganze  rationale  Functionen  der  Coefficienten 
in  den  Substitutionen,  welche  (5)  und  (6)  identisch  genügen,  multiplicirt 
mit  dem  in  (15)  definirten  G,  sich  darstellen  lassen  als  ganze  rationale 
Functionen  der  Coefficienten  in  der  Function  f{x^^  x^^  ...  x^. 

Setzt  man  endlich  diese  Werthe  von  Ä  in  die  Gleichung  (4),  so  er- 
hält man  das  Borchardt'sche  Resultat: 

1  y .  ^     =   -^  ^«1  «2    ...    «w  •  "^«1  «2    •  •  •    ^n 

in  einer  allerdings  etwas  anderen  Form. 


Der  erste  oben  angegebene  Lehrsatz  lässt  sich  noch  erweitern  in  der 
Voraussetzung,  dass  die  linearen  Substitutionen  einer  weniger  beschränkten 
Bedingung  unterworfen  sind.  Indem  ich  auf  diese  Erweiterung  näher 
eingehe,  beabsichtige  ich  zugleich,  die  Werthbestimmung  des  Zahlen- 
coefficienten  G  in  der  vorhergegangenen  Untersuchung  hier  wieder  auf- 
zunehmen und  einen  möglichen  Anstoss  in  der  Entwickelung  des  ge- 
nannten Lehrsatzes  nachträglich  zu  beseitigen. 

Es  liege  irgend  ein  System  linearer  Gleichungen  vor  von  der  Form: 

20.  X,  =  ar  X,  4-  4"^ ^2  -1 V  4'^ ^n. 
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Durch  Auflösung  dieses  Systems  nach  den  Variabein  x  erhält  man 
ein  System  von  Gleichungen  von  der  Form: 

21.  i^^  =  4  Xi  +  e;:  Xg  H 1-  e^^  X,. 

Bildet  man  mit  Berücksichtigung  dieser  neuen  Coefficienten  e  das 
System  linearer  Gleichungen: 

22.  Y,  =  ery,JrePy-2  +  ---+e'^:'yn, 

so  weiss  man  nicht  allein,  dass  die  Auflösungen  dieser  Gleichungen  nach 
den  Variabein  y  folgende  sind: 

23.  ^;.  = «;  Ti  + «;;  Za  M \-  4"'  r„, 

sondern  dass  die  Substitutionen  (20)  bis  (23)  auch  die  Gleichung 

24.        XiFi  +  X2  Fg  -I h  X,r,  =  x,y,  +  x^y^  -\ \-  x^y, 

zu  einer  identischen  machen. 

Diese  Gleichung  bleibt  auch  eine  durch  die  genannten  Substitutionen 
identische,  wenn  man  sowohl  ihren  rechten  als  ihren  linken  Theil  zur 
wten  Potenz  erhebt.  Dadurch  erhält  man  mit  Anwendung  des  polyno- 
mischen Lehrsatzes  und  Unterdrückung  des  gleichen  Factors  n{n)  =  1 .  2  . . .  >^ 
auf  beiden  Seiten  der  Gleichung: 


25. 


i 

..   X:-Y^'Y^'  .  .  . 

y^n 

■*-  n 

1 

-       x^'xt'  .  .  . 

■  K'^yt'yt'  ■  ■  ■  yl\ 

c<i  +  «2  +  • 

■  ■  +  a„  =  n 

wo: 
und: 

26.  Ca,a,  . . .  a.  =  H {a,)  n{a,)  .  .  .    n{a,,). 

Bezeichnet  man  nun  in  der  Ent Wickelung  des  Products  y^'i/f  .  .  .  y'':' 
nach  den  Variabein   Y  den  Coefficienten  von   Y^Y^  ...  Y,,  mit 

^a^  «2  •  •  •  «H  •  ^«1  «2  •  •  •  «J* 

und    ebenso    in  der  Entwickelung  des  Products  x^'.^xl''  .  .  .  <'*    nach    den 
Variabein  X  den  Coefficienten  von  X1X2  .  .  .   X,,  mit 

SO  erhält  man  aus  (25),  wenn  man  diese  Gleichung  nach  den  Variabein  Y 
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entwickelt  und  in  der  Entwickelung  die  Coefficienten  des  Products  Z^  Zg  •  •  •  ^n 
auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  einander  gleich  setzt: 

27.  Z,Z,  ...   Z,,=:^A,a,  ......  <^^^^  ...  <^^ 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  aus  derselben  Gleichung  durch  Ent- 
wickelung nach  den  Variabein   X: 

28.  r,Y,  ...  r„  =  ^E„^„,...„„..v^«/?  ...  <». 

Hiernach  ist  es  erlaubt,  die  angegebenen  Definitionen  der  Grössen  Ä 
und  E  aufzugeben  und  sie  statt  dessen  als  die  Entwickelungscoefficienten 
der  Producte  (27)  und  (28)  aufzufassen;  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  die 
Grössen  E  ganz  dieselben  Functionen  der  Substitutionscoefficienten  e^  wie 
die  Grössen  A  von  a  sind.  Behält  man  aber  die  erste  Definition  der 
Grössen  Ä  und  E  bei  und  entwickelt  die  Gleichung  (25)  nach  Potenzen 
und  Producten  der  Variabein  X  und  Y,  so  erhält  man  durch  Gleich- 
stellung der  Coefficienten  des  Productes  X^X2  ...  X^Y^Y^  ...  Y^  auf 
beiden  Seiten  der  Gleichung: 

9Q  1  —  ^C  A  E 

Dieses  Resultat  fasse  ich  zusammen  wie  folgt: 

Lehrsatz. 

Wenn  die  in  (20)  his  (23)  gebildeten  linearen  Substitutionen  die 
Producte  der  Variabein  X  und  die  Producte  der  Variabein  Y  trans- 
formiren  in  (27)  und  (28),    so   findet   unter   der  Voraussetzung   VQn 
(26)    zwischen    den    Coefficienten    in    diesen    Transformationen    die 
Gleichung  (29)  statt. 
Da  die  Grössen  E    in   die    entsprechenden  A    übergehen,    wenn    die 
Substitutionscoefficienten  e  mit  den  entsprechenden  a  gleich  werden,  wo- 
durch   auch    die  Substitutionen  (20)  bis  (23)   mit  (1)  und  (2)    zusammen- 
fallen,   so  geht    auch  (29)  in  (4)  über.     Der    erste  Lehrsatz    ergiebt   sich 
hiernach  als  ein  CoroUar  dieses  letzten. 

Heidelberg,  im  October   1859. 


32. 


Zerlegung  der  Bedingung  für  die  Gleichheit  der  Hauptaxen 
eines  auf  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  liegenden  Kegel- 
schnittes in  die  Summe  von  Quadraten. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.     Band  60,   Seite   305  —  312.] 


Die  Bestimmung  der  Hauptaxen  eines  durch  seine  Gleichung  in  der 
Ebene  gegebenen  Kegelschnittes  hängt  von  einer  quadratischen  Gleichung  ab. 
Das  Quadrat  der  Differenz  der  Wurzeln  der  Gleichung,  ausgedrückt  durch 
die  Coefficienten  in  der  gegebenen  Kegelschnittsgleichung,  lässt  sich  be- 
kanntlich in  die  Summe  von  zwei  Quadraten  zerlegen,  die  einzeln  ver- 
schwinden, wenn  der  Kegelschnitt  ein  Kreis  wird.  Ist  der  Kegelschnitt 
im  Räume  gegeben  als  der  Schnitt  einer  gegebenen  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  und  einer  gegebenen  Ebene,  so  wird  der  Ausdruck  für  das 
Quadrat  der  Differenz  der  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung,  welche 
die  Hauptaxen  des  Kegelschnittes  bestimmt,  so  complicirt,  dass  eine 
directe  Zerlegung  des  Ausdruckes  in  die  Summe  von  Quadraten  unaus- 
führbar wird.  Eine  Zerlegung  jenes  Ausdruckes  in  die  Summe  von  zwei 
Quadraten  ist  vielleicht  ganz  unmöglich.  Aber  sie  ist  möglich  und  aus- 
führbar, wenn  man  statt  zwei  Quadrate  10,  7,  6  oder  5  gelten  lässt. 
Diese  Zerlegung  bildet  den  Gegenstand  der  folgenden  Auseinandersetzung. 

Das  Problem  der  Hauptaxen  eines  Kegelschnittes,  der  als  der 
Schnitt  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  f(x,  y,  z)  =^  ^  und  einer  Ebene 
ax  -^hy  A^  cz  —  c?  =  0  gegeben  ist,  lässt  sich,  wenn  man  annimmt,  dass 

1.       if  {x,  y,  z)  =  ^00 x^  -\-  an y~  +  asa z^  -r  2  a^s ^^  +  2  %o ^^  +  2  ao^xy 

Hesse's  Werke.  63 
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die  Summe  der  Glieder  zweiter  Ordnung  in  der  Gleichung  f{x,  y^  ^)  =  0 
der  gegebenen  Oberfläche  zweiter  Ordnung  sei,  und  dass  zwischen  den 
Coefficienten  a,  h,  c  in  der  Gleichung  der  Ebene  die  Relation  bestehe: 

rein  algebraisch  so  auffassen^): 

Die  Substitutionen  zu  bestimmen: 

X  ==  a  X  -\-  a  Y  -{-  a'  Z, 

y  =  bX-^b'Y  +b"Z, 

^  =  cX+cY+c'Z, 

welche  die  Gleichungen 

^2  _^  ^2  _|_  ^2  _  ^2   _^    y2  _^   Z2 

(p(x,  y,  z)  =  l,X^  -\- 1,  Y'-\-l,Z'—2  Li  YX  —  2  u"  ZX 

zu  identischen  Gleichungen  machen. 
Es  führt  dieses  Problem  auf  die  in  l  quadratische  Gleichung: 


3. 


^00  ^ 

a 


t'02 


^22 


0  2), 


deren  Wurzeln  eben  jene  Coefficienten  l^  und  l^  von  ^^  und  Z^  in  (5)  sind. 

Dieses  vorausgesetzt,  handelt  es  sich  nun  darum,  das  Quadrat  der 
Differenz  (Ag  —  Aj)  durch  die  Coefficienten  in  der  gegebenen  Function 
(f  {x,  y,  z)  und  durch  die  gegebenen  Coefficienten  a,  b,  c  in  der  Gleichung 
der  Ebene  auszudrücken  und  diesen  Ausdruck  als  die  Summe  von  Quadraten 
darzustellen. 

Zu  diesem  Zwecke  differentiiren  wir  die  durch  die  Substitutionen  (3) 
identischen  Gleichungen  (4)  und  (5)  partiell  nach  X,  wodurch  wir  erhalten: 

7.  ax  -^  by  -\-  cz  =  X, 

8.  i 9^'  W  •  ^  +  i 9^' (ö)  •  ^  +  i ^P  {c) .  z  =  IqX  —  (.1  Y  —  /t'' Z. 


1)  Siehe  Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  des  Raumes  von  0.  Hesse,  1861,  p.  329. 

2)  L.  c.  p.  331. 
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Wir  bringen  ferner  einen  Determinantensatz,  Cr  eile's  Journal  Bd.  22, 
p.   341,  in  Erinnerung,  dem  wir  folgende  Fassung  geben: 

Wenn  n  gegebene  Functionen  von  eben  so  vielen  Variabein  durch 
irgend  welche  Substitutionen  von  einer  gleichen  Zahl  neuer  Variabein 
transformirt  werden^  so  ist  das  Product  der  Determinante  der  gegebenen 
Functionen  und  der  Determinante  der  Substitutionen  gleich  der  Deter- 
minante der  transformirten  Functionen, 
In     dem    vorliegenden    Falle    der    Substitutionen    (3),    welche    die 
Gleichung   (4)    zu    einer    identischen    Gleichung    machen,    ist    die    Deter- 
minante der  Substitution  gleich  -j-  1   oder  gleich  —  1.     Wir  können  aber 
annehmen,  sie  sei  gleich  +  1.     Denn  im  entgegengesetzten  Falle  braucht 
man  nur  die  Vorzeichen  sämmtlicher  Substitutionscoefficienten  in  die  ent- 
gegengesetzten zu  verändern.     Man  hat  daher  den  Satz: 

Wenn  drei  gegebene  Functionen  der  Variabein  x,  y,  z  durch  die 
Substitutionen  (3),  welche  die  Gleichung  (4)  zu  einer  identischen 
Gleichung  machen,  transformirt  werden,  so  ist  die  Determinante  der 
gegebenen  Functionen  gleich  der  Determinante  der  transformirten 
Functionen, 
Nach  diesem  Satze  wird  die  durch  4  dividirte  Determinante  A  der 
drei  Functionen  (7),  (4),  (5): 


A 


oder: 


if'(x) 


A 


1 
X 

IqX- 


a 


Y  — 


ii 


b 

y 
i<p{y) 

0 
Y 
l,Y~ 


-cp{z) 


0 

z 


iiX 


^2         " 


f,i"X 


und  entwickelt: 

10.  A 

Ebenso    wird    die 
tionen  (7),  (4),  (8): 

11.  X 


(Ä2  -  K,)  YZ  +  («,'  Z  -  ,it"  Y)  X. 
durch    2    dividirte    Determinante    der   drei  Func- 


ffl 

X 


y 


C 

z 


iv'ie) 
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oder: 


V 


1  0  0 

X  Y  Z 

Aq  —  u  —  u 
und  entwickelt: 

12.  V  =  ,u  Z  -  a'  Y, 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  X  und    zieht  sie  von  (10)  ab, 
so  erhält  man: 

13.  A  -  V  X  =  (Ä2  -  Ai)  YZ, 

eine  Gleichung,  welche  auf  ihrer  rechten  Seite  nur  das  Product  der 
Variabein  YZ  mit  dem  Factor  Ag  —  l^  enthält,  während  die  linke  Seite 
eine  durch  (9),  (11)  und  (7)  gegebene  Function  der  Variabein  x,  y,  z  ist. 
Diese  Gleichung,  gleich  wie  die  folgende,  welche  durch  Multiplication 
mit  X  aus  ihr  hervorgeht: 

14.  ax~vx'~  =  {;l,  —  i^)XYZ, 

ist  eine  durch  die  Substitutionen  (3)    des  Problems  identische  Gleichung. 
Die    Differentiation    der    durch    die    Substitutionen    (3)    identischen 
Gleichung   (4)    nach    X,  Y,    Z,    oder    die    Auflösung    der    Substitutionen, 
welche  die  Gleichung  (4)  zu  einer  identischen  machen,  giebt: 

(  X=  ax  -^  hy    -^  cz, 

15.  \  Y=ax  -\-'b'y   -\- c  z, 

\  Z  =  a" X  -f-  h'' y  -f-  c' z. 

Wenn  wir  das  Product  dieser  aufgelösten  Substitutionen,  welche  die 
Gleichung  (4)  zu  einer  identischen  machen,  entwickeln  wie  folgt: 

16.  XYZ==^Äa,a,a,X^'y'''^^\ 

so   haben   wir   zwischen  den  Entwickelungscoefficienten   die  Gleichungen: 


17. 
18. 


I    1    6  {^300  +  ^030  +  -^003/  -\-  ^111 


+  2  {AI,,  +  A\,,  +  AI,   +  AI,,  +  Äl,,  4-  AI,,}  '), 

1    =         15  1^300  -|-   ^030  4"   ^003/   +   ^111 

+  (^,,0  —   ^102)^  +  (A12  —  ^210)-^  +  (^201    -   Ä,,,rr 


1)  L.  c.  p.  216. 

2)  L.  c.  p.  217. 
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Entwickeln  wir  aber  auch  den  linken  Theil  der  Gleichung  (14),  der 
eine  rationale  Function  ist  der  Coefficienten  in  dem  Ausdrucke  cp  {x,  y,  z) 
und  der  Coefficienten  a,  b,  c,  indem  wir  setzen: 

19.  AX-VX'  =  ^^a,a,«,(r«o^«i^«2, 

so    ergiebt    sich  durch  Substitution   von  (16)  und  (19)    in  (14)    und  Ver- 
gleichung  der  beiden  Seiten  der  letzten  Gleichung: 

20.  A 


^«0  «1  «2 


«0«1«2  l    l 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  (17)  und  (18),  so  erhält  man  die 
gesuchte  Zerlegung  des  Quadrates  der  Differenz  /g  —  ^i  i^  ^i^  Summe 
von  zehn  Quadraten: 

9  -j  I  (^2  -^l)"^  =       6  {^300  "r  ^030  +  ^003/  4~  ^111 

l  1  ^  {^120  "T  ^102   ~r  ^012      H~   ^210  ~T"  ^^201   "T"  ^^21/ 

und  in  die  Summe  von  sieben  Quadraten: 


%ii 


Q  2  }    V   2  '^l)     15  {ö'sOO  "T"  ^030  I      ^003/      r     ^1 

"h  (<^i2o        ^02)    "f"  ('^012        '^''210)"'  ~r  (^201        ^021)" 


Um  die  dritte  Zerlegung  des  Quadrates  der  Differenz  in  die  Summe 
von  sechs  oder  fünf  Quadraten  vorzubereiten,  werden  wir  die  Gleichung  (17) 
aus  einem  neuen  Gesichtspunkte  beweisen  ^)  und  daraus  eine  zweite,  dem 
Zwecke  dienliche,  analoge  Gleichung  entwickeln. 

Die  Transformation  einer  gegebenen  homogenen  Function: 

23.  ^i;„^„^„^x«or«^z«^ 

der  drei  Variabein  X,  Y,  Z  von  der  mten  Ordnung,  also  in  der  Voraus- 
setzung ÜQ  -\-  a-j^  -\-  a2  =^  m,  durch  irgend  welche  lineare  Substitutionen  (3) 
lässt  sich  ausführen  wie  die  Transformation  einer  linearen  homogenen 
Function  durch  ebenfalls  lineare  Substitutionen,  deren  Anzahl  aber  gleich 
ist  der  Zahl  p  der  Fälle,  in  welchen  a^ -^^  a^ -\-  a^  =  m  ist. 

Um  letztere  darzustellen,  bilden  wir  das  Product  X^^Y^^  Z^^  durch 
die   Substitutionen  (3): 


1)  Der  Beweis  ist  aus  einer  brieflichen  Mittheilung  des  Prof.  Clebsch  genommen. 
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24.  x"^r"^Z«-^  =  :EdJl'l^xß^ißz^\ 

indem  wir  mit  ß^,  ß^^  /^g  in  der  Summe  alle  Zahlen  0,  1,  ...  m  be- 
zeichnen, deren  Summe  gleich  m  ist. 

Diese  Gleichung  (24)  stellt  ein  ganzes  System  von  p  Gleichungen 
dar,  da  in  ihr  a^^  a^,  a^  irgend  welche  Zahlen  0,  1,  ...  m  bedeuten 
deren  Summe  gleich  m  ist.  Dieses  System  (24)  von  p  Gleichungen  ist 
ein  lineares,  wenn  man  in  ihm  die  p  Producte  x^^y^^z^^  als  die  Unbe- 
kannten und  die  p  Producte  X^^Y^^Z^^  als  irgend  welche  gegebene 
Grössen  betrachtet;  und  die  Zahl  der  Gleichungen  ist  gerade  gleich  der 
Zahl  der  Unbekannten. 

Betrachtet  man  daher  die  ^  Producte  X^^Y^^Z^^  als  von  einander 
unabhängige  Variable  und  die  p  Producte  x^^  y^^  z^^  ebenfalls  als  von 
einander  unabhängige  Variable,  so  stellt  das  System  von  Gleichungen  (24) 
lineare  Substitutionen  dar,  deren  Anzahl  gleich  p  ist. 

Multiplicirt  man  nun  die  Gleichung  (24)  mit  Ea^a^a^  und  nimmt 
die  Summe  aller  p  Gleichungen,  so  erhält  man,  wenn  man  den  rechten 
Theil  der  Gleichung  nach  den  unabhängigen  Variabein  x^^  y^^  z^^  ordnet, 
eine  Gleichung  von  der  Form: 

25.  ^K,a,a,  X^o  r«i  Z^^  =  ^ea,a,a,  X^^  y^^  Z^\ 

nämlich  die  Transformation  der  gegebenen  Function  (23)  der  mten  Ordnung 
durch  die  Substitutionen  (3). 

Da  diese  Gleichung  eine  Folge  ist  der  p  linearen  Substitutionen  (24), 
so  wird  man  in  ihr  für  die  p  Variabein  X^"^  Z"^  Z^^^  irgend  welche  Werthe 
Ba^a^a^  setzcu  können,  wenn  man  gleichzeitig  für  die  p  anderen  Variablen 
^ao^«i^«2  diejenigen  Werthe  ha^a^a^  setzt,  welche  ihnen  durch  die  p  linearen 
Substitutionen  (24)  entsprechen.  Man  wird  dadurch  aus  (25)  immer  eine 
richtige  Gleichung  erhalten.  Wir  drücken  diese  Bemerkungen  als  Satz 
aus  wie  folgt: 

Wenn  die  linearen  Substitutionen  (3)  die  Gleichung  (25)  zu  einer 
identischen  Gleichung  machen^  so  ist  es  erlaubt,  in  ihr  statt  der 
Producte  X^^Y^^Z^^  irgend  welche  Werthe  Ba^a^^a^  ^^  setzen,  wenn 
man  gleichzeitig  für  x^^y^^z^^  diejenigen  Werthe  ba^a^a^  setzt,  welche 
jenen   in  dem  linearen  Systeme  (24)   von  p  Gleichungen  entsprechen. 
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Wir  werden  fortan  annehmen,  dass  die  Substitutionen  (3)  orthogonale 
seien,  welche  also  die  Gleichung  (4)  zu  einer  identischen  machen.  Alsdann 
sind  auch  folgende  Substitutionen  orthogonale: 

26.  }Y^==aXi  -^-b' Vi  -^  0  ^n 

und   man   hat   die    durch    die    orthogonalen   Substitutionen   (3)    und   (26) 
identische  Gleichung: 

27.  XX,  +  YY,  +  ZZ,  =  XX,  +  yy,  +  zz, , 
gleich  wie  die  folgende: 

28.  {XX,  +  YY,  +  ZZ,r  =  (XX,  +yy,  +  zz,)-. 

Entwickeln  wir  diese  Gleichung  nach  dem  polynomischen  Lehrsatze, 
indem  wir  setzen: 

29  |77(m)    =1.2   ...  m, 

und  lassen  den  allen  Gliedern  der  Entwickelung  gemeinsamen  Factor  IT(m) 
fort,  so  erhalten  wir: 

30.    ^  -^ —  x«o  r«i  z«2 .  xf « Jf  1  zf 2  =  :e  -^- —  ^«o  ^«i  ^«2 .  ^«0  ^«1  ^«2 . 

^«0  «1  «2  «0  «1  «2 

Denken  wir  uns  in  dieser  Gleichung  für  X,^  Y,,  Z,  die  Werthe  (26) 
gesetzt,  so  wird  sie,  wie  (25),  eine  durch  die  Substitutionen  (3)  iden- 
tische Gleichung  und  erfüllt  die  Bedingungen  des  angegebenen  Satzes. 
Man  hat  daher: 

31.  ^  :^«0«l^   ZfoTfiZf^   =   ^         «0«1«2      ^«0^«l^«2^ 

^«0  «1  «2  «0  «1  «2 

Es  ist  dieses  wieder  eine  durch  die  Substitutionen  (26)  identische 
Gleichung,  in  welcher  die  Coefficienten  ha^a^az  durch  die  Coefficienten 
-Baoaiag  bedingt  sind.  Die  ersteren  ha^a^a^  kann  man  daher  durch  die 
anderen  Ba^a^ai  entweder  durch  die  Entwickelung  von  (31)  bestimmen 
oder  durch  Auflösung  der  linearen  Gleichungen  (24).  Hiernach  hat 
man   den  Satz: 
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Wenn  eine  gegebene  homogene  Function: 

^         «0  «1  «2      Y'"o  V^l   7^2 

^aoaia2 

der  mten  Ordnung  durch  die  orthogonalen  Substitutionen  (26)  trans- 
formirt  wird  in: 

V         ^0^1  ^2      ^«0  ^/«l  ^«2 
-^      ^  -'^l     i/l     ^1     ? 

«0  0102 

5Ö  genügen  die  Werthe  X^^Z^^Z^^  =  Ba,a,a^  ^^nd  x^'^y'^'z'"'  =  ha,a,a, 
den  p  linearen  Gleichungen  (24). 

Die  Gleichung  (31)  erfüllt  durch  die  Substitutionen  (26)  die  Be- 
dingungen des  ersten  Satzes.  Wendet  man  diesen  Satz  auf  die  genannte 
Gleichung  an,  so  ergiebt  sich  daraus  folgender  Satz: 

Wenn  die  orthogonalen  Substitutionen  (26)  die  Gleichung  (31), 
in  welcher  der  linke  Theil  irgend  eine  gegebene  homogene  Function 
der  mten  Ordnung  ist,  zu  einer  identischen  machen,  so  hat  man: 


ri  C 


Wir  werden  zwei  specielle  Fälle  hervorheben.  Wir  werden  erstens 
annehmen,  dass  m  =  3  sei  und  dass  alle  Ba^a^a^  =  ^  seien  mit  Ausnahme 
des  einen   ^m  =  1.     Unter  dieser  Annahme  wird   die  Gleichung  (31): 


33.  XYZ=  ^^^"^^^«o^«i^«2^ 

und  man  hat  nach  dem  letzten  Satze: 


£%*  1     'S^  «0  «1  «2 


«0«1«2 


Setzen  wir    aber,    um    von    unserer   früheren  Bezeichnung  Gebrauch 
zu  machen: 

ob.  OaQaia^  ^^^  ^cto«i«2      «o«i«2' 

indem    wir    die   durch    die    Substitutionen   (3)   identische   Gleichung   (33) 
also  darstellen: 
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so  geht  die  Gleichung  (34)  über  in: 

woraus  durch  Entwickelung  die  Gleichung  (17)  hervorgeht. 

Wenn  wir  zweitens  m  =  2  setzen  und  alle  Ba^a^a^  verschwinden  lassen 
mit  Ausnahme  von  jBoh,   welches  gleich   1   sei,   so  erhalten  wir  aus  (31): 

38.  YZ=Z    y"'   a;^o^^^^^^ 

und  hieraus  nach  dem  letzten  Satze: 

72 

Setzen  wir  endlich,  um  dieselbe  Bezeichnung  zu  gebrauchen: 
SO  gehen  (38)  und  (39)  über  in: 

42  1  —  ^d  A^^ 

von  welchen  Gleichungen  die  letzte  entwickelt  giebt: 

43.  1    =   2  (^200  +   ^020  +   ^002)  +  ^011   4~   -^101  +  ^110- 

Zwischen  den  Substitutions - Coefficienten  hat  man  die  Gleichung: 
a  d'  -[-  y  h"  +  ^  ^'  ===  0,  welche  nach  der  eingeführten  Bezeichnung  sich 
so  darstellt: 

Es  ist  daher: 

^200  ^^^^^  -^020    i    ^  -^020  ^002  "1    ^002  7 

(^020  -^002)     ^^   -^020  ^  -^020  -^002      \      -^002  -) 

woraus  hervorgeht: 
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Zieht  man  diese  Gleichung  von  (43)  ab,  so  erhält  man: 

44.  1  =  3  Älo  +  (^020  -  A,,f  +  Aln  +  ^?oi  +  ^uo. 

Entwickeln    wir    nun    den    linken    Theil    der   Gleichung  •(13),    indem 
wir  setzen: 

45.  A  —  VX  =  ^^a,a,a,^"«^/"^^"S 

SO    ergiebt    sich    durch   Vergleichung    der    durch    die    Substitutionen   (3) 
identischen  Gleichungen  (13)  und  (41): 

et 

An  4  ^0  ^1  ^2 

wodurch  (43)  und  (44)  übergehen  in: 

47.  (^2  —  -^i)^  ="  2  {(iIqq  -f-  «-020  +  ^002)   +  ^'011  4"  ^m  +  <^^iio? 

48.  {I2  —  Kf  =  3  «^00  +  (^^020  ~  «002)'  +  «011  +  <i  +  ^?io- 

Dieses  sind  die   gesuchten  Zerlegungen   des  Quadrates   der  Differenz 
ih  —  '^1)  in  die  Summe  von  sechs  oder  fünf  Quadraten. 

Heidelberg,   1862. 


33. 

Die  cubische  Gleichung,  von  weicher  die  Lösung  eines  Problems 
der  Homographie  von  M.  Chasles  abhängt. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.    Band  62,   Seite  188  — 192.     In  fran- 
zösischer Uebersetzung  in  den  Comptes  rendus  des  seances  de  l'Academie  des  sciences  de  Paris, 
Band  54  (Jan.— Juni   1862),  Seite  678  —  682.] 


Problem. 


On  donne  dans  le  meme  plan  deux  systemes  de  sept  points 
chacun  et  qui  se  correspondent.  Faire  passer  par  chacun  de  ces 
systemes  un  faisceau  de  sept  rayons,  de  teile  sorte  que  les  deux 
faisceaux  soient  homographiques. 

Wenn  a  =  0  und  a^  =  0  die  Gleichungen  irgend  zweier  geraden 
Linien  in  derselben  Ebene  darstellen,  die  sich  in  einem  Punkte  c 
schneiden,  so  ist 

1.  a  —  la^  =  0 

mit  dem  willkürlichen  Factor  l  die  Gleichung  irgend  einer  geraden  Linie, 
welche  durch  den  Punkt  c  geht.  Diese  Gleichung  kann  man  für  den 
analytischen  Ausdruck  des  vom  Centrum  c  ausgehenden  Strahlbüschels 
nehmen.  Denn  man  erhält  aus  ihr  die  Gleichung  jedes  einzelnen  Strahles, 
wenn  man  dem  willkürlichen  Factor  a  den  ihm  entsprechenden  Werth 
zuertheilt. 
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Sind  ferner  A  ==  0  und  A^  =  0  die  Gleichungen  irgend  zweier  ge- 
raden Linien,  welche  sich  in  dem  Punkte  C  schneiden,  so  ist  wieder: 

2.  A  —  lÄ=0 

mit  dem  willkürlichen  Factor  l  die  Gleichung  irgend  einer  geraden  Linie, 
welche  durch  den  Punkt  G  geht;  und  die  Gleichung  (2)  ist  der  analytische 
Ausdruck  fiir  einen  zweiten  vom  Centrum   C   ausgehenden  Strahlbüschel. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  repräsentiren  irgend  zwei  von  den  Centren 
c  und  G  ausgehende  homographische  StraMhüschel,  deren  homologe  Strahlen 
durch  den  willkürlichen ^  aber  in  beiden  Gleichungen  gleichen  Factor  l  be- 
stimmt sind. 

Beiläufig  sei  erwähnt,  dass  in  gleicher  Weise  die  Gleichung  (2)  eine 
beliebige  mit  dem  Strahlbüschel  (1)  homographisch  getheilte  gerade  Linie 
darstellt,  wenn  ^  =  0  und  Ä=0  die  Gleichungen  von  irgend  zwei 
Punkten  bedeuten. 

Dieses  vorausgesetzt,  wollen  wir  annehmen,  dass  c  und  C  die  Centren 
seien  der  gesuchten  beiden  Strahlbüschel  und  dass  die  Gleichungen  (1) 
und  (2)  die  homologen  Strahlen  der  beiden  Systeme  darstellen.  Es  seien 
ferner  x,  y,  z  mit  den  angehängten  Indices  1,  2,  .  .  .,  7  die  homogenen 
Coordinaten  der  sieben  gegebenen  Punkte  des  einen  Systemes  und  X,  Y,  Z 
mit  denselben  Indices  die  Coordinaten  der  entsprechenden  Punkte  des 
anderen  Systems. 

Lassen  wir  alsdann  h  irgend  einen  der  genannten  sieben  Indices 
bedeuten,  so  drücken  die  beiden  Gleichungen 

3.  (^a\  —  h  {a,\  =  0,  {A\  —  l,  {Ä\  =  0 

die  vierzehn  Bedingungen  aus,  dass  sieben  Strahlen  des  einen  Strahl- 
büschels c  durch  die  sieben  gegebenen  Punkte  des  einen  Systems  gehen, 
und  dass  ihre  homologen  Strahlen  des  anderen  Strahlbüschels  G  durch 
die  sieben  gegebenen  Punkte  des  anderen  Systems  gehen,  vorausgesetzt, 
dass  (a)/,,  {ai\  und  (J[)^,  (J.%  die  Ausdrücke  bedeuten,  in  welche  a,  a^ 
und  A,  Ä  durch  Veränderung  der  variabeln  Coordinaten  in  die  den 
Indices  k  entsprechenden  Coordinaten  der  gegebenen  Punkte  des  einen 
und  des  anderen  Systems  übergehen. 
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Diese  vierzehn  Bedingungen  reduciren  sich  durch  Elimination  von 
l^  auf  folgende  sieben  Gleichungen 

welche  das  vorgelegte  Problem  lösen. 

Denn  bestimmt  man  die  zwölf  Constanten  in  den  vier  linearen 
Functionen  a,  a^,  A^  Ä  in  der  Weise,  dass  sie  den  sieben  Gleichungen  (4) 
genügen,  so  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen: 

5.  a  =  0,  (7i  =  0 

die  Coordinaten  des  gesuchten  Centrums  c,  und  aus  den  Gleichungen 

6.  ^  =  0,  Ä=() 

die  Coordinaten  des  Centrums  C. 

Aus  dem  Umstände,  dass  nur  sieben  Gleichungen  die  zwölf  Constanten 
zu  bestimmen  haben,  darf  man  aber  nicht  fplgern,  dass  das  Problem 
unendlich  viele  Auflösungen  zulasse.  Es  ist  im  Gegentheil,  wie  M.  Chasles 
bemerkt,   das  Problem  ein  vollständig  bestimmtes. 

Um  dieses  nachzuweisen,   setzen  wir: 


7. 


a,  =  a^x  -^  ß^y  -{-  y^z,  Ä  =  a  X -\-  ß' Y -^  y  Z, 


Von  den  zwölf  in  diese  vier  linearen  Ausdrücke  von  a^  a^,  A,  Ä 
eingehenden  Constanten  können  wir  zwei,  z.  B.  ß^  und  y^^  gleich  0  setzen, 
was  darauf  hinauskäme,  den  beiden  durch  das  Centrum  c  gehenden  ge- 
raden Linien  ö^  =  0  und  a^  =  0,  die  wir  beliebig  um  das  Centrum  drehen 
können,  bestimmte  Richtungen  zu  geben. 

Berücksichtigt  man  ferner  die  Art  des  Eingehens  der  noch  übrigen 
Constanten  in  die  Gleichungen  (4),  so  sieht  man,  dass  sich  noch  drei 
Constanten  auf  die  Einheit  zurückführen  lassen,  etwa  aQ  =  a^  =  a^=  1. 
Es  bleiben  also  in  der  That  nur  sieben  zu  bestimmende  Constanten  übrig, 
deren  Zahl  gleich    ist  der  Zahl    der   das  Problem    lösenden  Gleichungen. 

Wir  werden  jedoch,  um  die  Symmetrie  nicht  zu  zerstören,  im 
Folgenden  sämmtliche  zwölf  Constanten  berücksichtigen,  aber  an  ihrer 
Stelle  neun  andere  einführen. 
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Zu  diesem  Zwecke  entwickeln  wir  die  Gleichung  (4)  wie  folgt: 

+  (^10  ^/.  +  «11  ^/c  +  (^12  ^k)  Yk 

+  («20  ^k  +  «21  Vk  +  «22  ^k)  Zu  ==   0, 

indem  wir  haben: 


9. 


^00 


«-lO 


-^20 


«0«'- 

~a,aO, 

«Ol  ==  Ä  «'  - 

-/3ia«, 

«02  =  ro «' 

/i«' 

«o/?;- 

-«,/?«, 

«n-Ä/?;- 

-/?i/?^ 

an=-roß' 

-yi/? 

«o/- 

-«i/, 

C'n^ßor'- 

-  /?.  /> 

c22  —  ror 

—  nr 

Diese  neun  neuen  Constanten  a  sind  jedoch  nicht  unabhängig  von 
einander,  sondern  es  findet,  wie  aus  der  Determinanten-Theorie  bekannt 
ist,  zwischen  ihnen  die  Gleichung  statt: 


10. 


^00 


*I0 


-*20 


^01 


«02 
«12 
«22 


Da  aber  in  die  acht  Gleichungen  (8)  und  (10)  nur  die  Verhältnisse 
der  zu  bestimmenden  neun  Constanten  a  eingehen,  so  geben  diese 
Gleichungen  die  Lösung  des  vorgelegten  Problems  vollständig  und  zwar 
in  folgender  Weise. 

Es  seien  m  und  n  irgend  zwei  von  den  Constanten  a.  Durch  sie 
lassen  sich  die  übrigen  sieben  Constanten  vermittelst  der  sieben  linearen 
Gleichungen  (8)  ausdrücken  in  der  Form: 


11. 


^fA,V 


&^r^^    +    C/LCV^, 


indem  6^^  und  c^^  bestimmte  Functionen  der  Coordinaten  der  gegebenen 
vierzehn  Punkte   darstellen.     Setzen    wir   nun   diese  Werthe  (11)   in  (10), 

SO  erhalten  wir  die  gesuchte  in  —  cubische  Gleichung: 


12. 


^10  ^  +  ^10  %         ^11  ^  +  ^11  ^^         ^12  ^^^   +  <^12  ^ 
&20  ^  +  ^20  ^;         ^21  ^^  +  <^21  ^;         ^22  '^^   +  <^22  ^ 


=  0. 
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Lösen  wir  diese  cubische  Gleichung  auf,  und  setzen  n  =  1,  so  geben 
die  Gleichungen  (11)  die  Werthe  aller  neun  Coefficienten  a. 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Coordinaten  x,  y,  z  des  Centrums  c  fest- 
zustellen. Zu  diesem  Zwecke  erinnern  wir,  dass  a  ==  0  und  a^  ==  0  die 
Gleichungen  zweier  geraden  Linien  sind,  welche  sich  in  dem  Centrum  c 
schneiden.  Bezeichnen  w^ir  nun  mit  X,  Y,  Z  irgend  welche  Grössen, 
so  stellt  die  Gleichung:  aÄ — aiÄ  =  0  oder,  vollständig  entwickelt, 
die  Gleichung: 

(ü^qX  +  üo^ij  -\-aQ2z)X 

13.  l  +(«io^  +  ^ny  +  cii2^)Y 

ein  System  von  geraden  Linien  dar,  welche  sich  in  dem  Centrum  c 
schneiden.  Man  hat  daher  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  x,  y,  z 
dieses  Centrums  irgend  zwei  von  den  drei  Gleichungen: 

14.  j  a^^x  +  an^  +  ai2^=  0, 

i  <^20^  4~  %1  2/  +  ^22  -^  =   0. 

Da  die  Coefficienten  in  diesen  Gleichungen  aber  von  der  cubischen 
Gleichung  (12)  abhängen,  so  hat  man  drei  Auflösungen  des  Problems. 

Wenn  in  dem  behandelten  Probleme  an  Stelle  von  sieben  Punkten 
in  jedem  der  beiden  Systeme  acht  Punkte  gegeben  wären,  so  würde 
dasselbe  im  Allgemeinen  keine  Lösung  haben.  Man  kann  sich  aber  die 
Frage  stellen,  welche  Lage  der  achte  Punkt  o  des  ersten  Systems  haben 
muss,  wenn  der  ihm  entsprechende  Punkt  0  des  zweiten  Systems  ge- 
geben ist.  Diese  Frage  beantwortet  die  Gleichung  (13),  wenn  man  fest- 
setzt, dass  x^  y^  z  die  Coordinaten  des  Punktes  o  und  dass  X,  Y,  Z  die 
gegebenen  Coordinaten  des  Punktes  0  seien.  Sie  sagt  aus,  dass  der 
Punkt  0  auf  einer  von  dem  gegebenen  Punkte  0  abhängenden  geraden 
Linie  (13)  beliebig  gewählt  werden  kann,  welche  durch  das  Centrum  c 
geht.  Die  Gleichung  (13)  stellt  aber  drei  verschiedene  gerade  Linien 
dar,  von  welchen  jede  durch  eines  der  drei  Centren  c  geht.  Man  kann 
daher  den  Punkt  o  beliebig  auf  drei  von  dem  Punkte  0  abhängenden 
geraden  Linien  wählen,  welche  durch  die  drei  Centren  c  gehen. 
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Man  erhält  die  Gleichung  dieser  drei  geraden  Linien  in  der  Form 
eines  Productes  aus  drei  linearen  Factoren,  wenn  man  aus  den  sieben 
Gleichungen  (8)  und  der  achten  Gleichung  (13)  die  Verhältnisse  der  neun 
Coefficienten  a  in  linearer  Weise  berechnet  und  sie  in  die  Gleichung  (10) 
einsetzt.  Die  so  präparirte  Gleichung  (10)  stellt  mit  den  willkürlichen 
Constanten  X,  Z,  Z  Curven  dritter  Ordnung  dar,  welche  durch  die  drei 
Centren  c  gehen.  Aus  der  Discussion  solcher  Curven  dritter  Ordnung 
hat  man  bisher  die  Lösung  des  Problems  von  M.  Chasles  abgeleitet, 
indem  man  die  sechs  von  den  neun  Schnittpunkten  zweier  von  diesen 
Curven  feststellte,  welche  nicht  die  drei  gesuchten  Centren  c  sind. 

Heidelberg,  im  März   1862. 


34. 

Jacob  Steiner. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.     Band  62,   Seite   199  —  200.] 


Eine  fast  ununterbrochene  Kette  bilden  im  Journal  von  seiner  Ent- 
stehung an  bis  vor  wenig  Jahren  die  unübertroffenen  Arbeiten  des  am 
1.  April  verstorbenen  Jacob  Steiner.  Dem  Journal  liegt  es  darum  ob, 
die  Trauerkunde,  welche  die  ganze  mathematische  Welt  schmerzlich  be- 
wegt, zu  bestätigen  und  dem  Verstorbenen  an  der  Stelle  ein  Denkmal 
zu  setzen,  wo  die  Kette  abläuft. 

Jacob  Steiner  gilt  für  den  ersten  Geometer  seiner  Zeit.  Mit  dem 
grössten  Theile  seiner  Arbeiten,  welche  ihm  diese  Geltung  verschafft  haben, 
hat  er  das  Journal  geschmückt.  Sie  folgten  schnell  auf  einander  mit 
zwei  grösseren,  aber  bedeutsamen  Unterbrechungen. 

Die  Zeit  der  ersten  Lücke  in  dem  Journal  füllt  die  Bearbeitung 
eines  classischen  Werkes  aus:  Systematische  Entwickelung  der  Abhängig- 
keit geometrischer  Gestalten.  Der  Charakter  des  Buches  ist  Einfachheit 
und  Strenge  der  Principien  neben  Mannigfaltigkeit  der  daraus  gewonnenen 
Resultate.  Darum  wird  es  auch  als  Muster  eines  Lehrbuches  der  höheren 
Geometrie  für  spätere  Zeiten  dienen,  welches  reiche  Keime  weiterer  Ent- 
wickelung in  sich  trägt.  Der  Verfasser  vereinfacht,  erweitert  und  ver- 
mehrt darin  die  von  Poncelet  erfundenen  Beweismethoden. 

Die  Zeit  der  zweiten  -Unterbrechung  scheint  dem  Kampfe  mit  dem 
Imaginären  in  der  Geometrie  gewidmet  gewesen  zu  sein,  wovon  sich  die 
Spuren  vorher  und  nachher  in  dem  Journal  auffinden  lassen.     Es  gewinnt 
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diese  Hypothese  an  Wahrscheinlichkeit,  wenn  man  von  dem  Gespenst  — 
wie  Steiner  sich  auszudrücken  liebte  —  in  der  Ebene  und  im  Räume 
hört,  mit  dessen  Hülfe  er  die  verborgenen  Wahrheiten  enthüllte.  Von 
da  ab  datiren  seine  zahlreichsten  Entdeckungen,  die  weit  über  die  Grenzen 
hinausgehen,  welche  seine  Zeitgenossen  sich  gesteckt  haben.  Sie  sind, 
gleich  den  F er mat' sehen  Sätzen,  für  die  Mit-  und  Nachwelt  Räthsel. 
Denn  Steiner  hat  es  in  dem  Drange  seiner  Entdeckungen  nicht  mehr 
bewältigen  können,  die  Wege  zu  bezeichnen,  die  ihn  dahin  geführt  haben. 
Es  ist  dieses  um  so  mehr  zu  bedauern,  als  er  sich  jetzt  auf  einem  Boden 
befand,  auf  dem  die  synthetische  Geometrie  zwar  eine  Richtschnur  der 
Bearbeitung  geben,  den  sie  aber  nicht  beherrschen  kann,  weil  ihr  die 
Allgemeinheit  der  Grundlage  mangelt. 

Die  Steiner'schen  Sätze  bleiben  desshalb  für  den  Geometer  ein  zu 
erstrebendes  Ziel,  für  den  Analytiker  ein  Wegweiser  zur  Bildung  und 
Erforschung  von  Functionen,  die  in  der  höheren  Algebra  von  grosser 
Bedeutung  sind. 

Steiner's  Wirken  steht  mit  der  synthetischen  Geometrie  in  unauf- 
löslicher Verbindung.  Mit  unermüdlicher  und  ausschliesslicher  Thätigkeit 
widmete  er  sich  ihr,  bis  zu  dem  Grade  der  Schwärmerei,  dass  er  es 
wie  eine  Schmach  der  Synthesis  aufnahm,  wenn  bisweilen  die  Analysis, 
deren  Macht  er  nicht  unterschätzte,  gleiche  oder  gar  weitergreifende 
Resultate  brachte. 

Diese  Hingebung  hat  er  noch  in  einer  letztwilligen  Verordnung  be- 
kundet, welche  durch  Stiftung  eines  Preises  für  synthetische  Geometrie 
auch  in  der  Zukunft  die  Kräfte  der  Mathematiker  auf  diesen  Zweig  der 
Wissenschaft  zu  lenken  sucht. 

Heidelberg,  den  22.  April  1863. 

Otto  Hesse. 


35. 

Zur  Involution. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.    Band  63,   Seite   179  — 185.] 


Wenn  drei  Punktenpaare  aa,  hb'  und  cc  auf  einer  geraden  Linie 
eine  Involution  bilden,  so  hat  man  zwischen  den  Entfernungen  dieser 
Punkte  die  folgenden  sieben  Gleichungen;  und  umgekehrt,  jede  von  diesen 
Gleichungen  ist  die  Bedingung  für  die  Involution,  aus  welcher  die  sechs 
anderen  folgen. 

ah  ,ah'  ,d  c  ,a  c  —  a  h  ,a  h\ac  ,ac  =  0, 
hc ,l)c  ,b' a.h' a  —  J)  c .V c  .ha .ha  =  0, 
ca,ca\c  h  .c  h'  —  c  a ,c  a  ,ch  ,ch'  =  0, 
ah' ,  hc  .  ca  -\-  a  h .  h' c  ,ca=  0, 
ah\hc  ,ca-{-ah,h'c\ca  =  0^ 
ab  ,h  c  .ca  -\-  ah\hc  ,ca=0, 
ah  .  h'  c  ,ca  -j-  ab'  .  hc   ,ca=0. 

Von  diesen  sieben  Fundamentalgleichungen  der  Involution  ausgehend, 
stellen  wir  folgende  Betrachtungen  an. 

Drückt  man  die  Entfernungen  der  sechs  Punkte  der  Involution,  wie 
sie  in  den  angegebenen  Gleichungen  vorkommen,  durch  die  Entfernungen 
Xu  X2J  ...  Xq  derselben  Punkte  von  einem  beliebig  auf  der  geraden  Linie,- 
auf  welcher  die  sechs  Punkte  liegen,  angenommenen  Punkte  aus,  so 
werden  die  linken  Theile  obiger  Gleichungen  sieben  ganze  Functionen  F 
der  sechs  Grössen  Xi,  x^^  ...  Xq. 

65* 
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Werden  diese  sechs  Grössen  x  als  willkürliche  genommen,  so  ver- 
schwindet keine  von  den  sieben  Functionen  F,  Sobald  aber  die  sechs 
Grössen  solche  Werthe  annehmen,  dass  eine  jener  sieben  Functionen  F 
verschwindet,  verschwinden  mit  ihr  auch  die  sechs  anderen. 

Es  können  daher  die  sieben  Functionen  F  der  sechs  willkürlichen 
Grössen  x  nur  durch    gewisse  Factoren   von  einander    unterschieden  sein. 

Diese  Factoren  zu  ermitteln  ist  von  Interesse,  weil  die  Producte 
dieser  Factoren  und  der  ihnen  entsprechenden  Functionen  F  sieben  iden- 
tische Functionen  der  sechs  willkürlichen  Grössen  x  ergeben,  die  in  der 
Form   sich  wesentlich   von  einander  unterscheiden. 

Die  sieben  Functionen  F  der  sechs  willkürlichen  Grössen  x  sind 
folgende : 

'P\2  =  (^1  —  ^3)  (^]  —  ^4)  (^2  —  ^5)  (^2  —  ^e)  —  (^2  —  ^3)  (^2  —  ^4)  (^1  —  ^5)  (^1  —  ^ö)? 
Fs^  =  fe  —  %)  (^3  —  ^e)  (^4  ~~  ^,)  (i^4  —  ^2)  —  (^4  —  ^5)  (^4  "  ^e)  (^3  -  ^1)  (%  —  ^2). 

^56  =  (%  —  ^1)  (%  —  ^2)  (^6  —  ^3)  (^6  —  ^4)  —  (^6  —  ^1)  (-^6  "  ^2)  (^5  —  ^3)  (^5  "  ^4)? 
-Z^'l     =  (^4  —  ^j)  (^6  -  ^3)  (^2  -  %)  -f  (^3  —  ^2)  (-^5  -  ^4)  (^1  —  ^e). 

F2  =  {00,  —  a;i)  {xr,  —  ^3)  (a;^  -  x^)  +  (.rg  -  ^^2)  {x^  —  x,)  {x^  —  .^5), 

F^    -=  fe  -  ^1)  (^6  —  ^4)  (^2  —  ^5)  +  (^4  -  ^2)  (^5  —  ^3)  (^1  —  ^e), 
J'\    =(%— ^l)(%  — %)(^2  — ^6)+(^4   '-^2)(^6  — ^3)(^1  — ^5)- 

Ein  bekannter  algebraischer  Satz  lässt  sich  in  dem  speciellen  Falle, 
der  hier  eine  Anwendung  findet,  so  wiedergeben: 

Wenn  man  mit  77^,  n^^  ...  n^  die  Producte  der  Differenzen  von 
irgend  sechs  Grössen  x  bezeichnet: 

^i  =  (^1  —  ^2)  (^1  -  ^3)  •  •  •  (^1  --  ^e)?     ^2  =  (^2  -  ^1)  (^2  —  ^3)  •  •  •  (^2  "  ^el 

...    ^6  =  (^6  ^1)  (^6  ^2)   •  •  •    (^6  %)? 

^6?e?^>i   ferner   (p  (x)    irgend    eine   ganze  Function   von    x    des    vierten 
Grades  ist^  so  hat  man  identisch: 

Wenn  man  für  die  ganze  Function  des  vierten  Grades  setzt: 

(fj  {x)  =  (x  —  Xi)^  [x  —  X2fj 
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SO  verschwinden  die  beiden  ersten  Glieder  in  der  angegebenen  identischen 
Gleichung.  Vereinigt  man  die  beiden  folgenden  Glieder  ebenso  wie  die 
beiden  letzten,  so  erhält  man  nach  Unterdrückung  der  gleichen  Factoren: 

F  F 


34 


Xf^         X(. 


^6 

In  dieser  identischen  Gleichung  kann  man  auch  x-^^  und  X2  mit  x^ 
und  x^  oder  mit  x^  und  Xq  vertauschen,  weil  diese  Vertauschungen  erlaubt 
sind  in  der  identischen  Gleichung,  aus  welcher  sie  hervorgegangen  ist. 
Auf  diese  Weise  erhält  man: 

F  F  F 

^  12  ^  34  -^  56 


Setzt  man,  um  auf  die  anderen  Functionen  F  zu  kommen,  x-^  —  ^2  ==  ^; 
so  wird: 

^12       ____    {^2~'^3    '    ^J  l^2~^4~^^J  (^2~^^5)v'^2~'^^6)~l^2~^5H"^}  \^2~^6~^  ^\  ('^2~^s)  \^2~^D    . 

X-i  Xn  6' 

Entwickelt  man  nach  Potenzen  von  e  und  dividirt  durch  e^  so  wird 
die  rechte  Seite 

{x2  —  i^3  +  Xo  —  x^-{-  e}  (X2  —  x^)  (Xo  —  Xq) 

—  {X2  —  X^  +  r^2  — ^6  +  4  (^2—  ^3)  (^2  —  ^4)7 

und  wenn  man  den  Werth  von  e  ==  x^  —  X2  wieder  einsetzt: 

{(X2  —  ^3)  +  (x^  —  X,)}  (X2  —  ^5)  (X2  —  X,) 

—  {{X2  —  X^)  +  (X,  '—  X,)}  (X2  —  0^3)  (X2  —  x^). 

Vereinigt  man  die  Glieder  der  Entwickelung ,  welche  die  Factoren 
{X2  —  x^)  und  {X2  —  x^)  enthalten,  und  lässt  die  übrigen  Glieder  folgen, 
so  hat  man: 

(Xo  —  X^)  (X2  —  ^5)  (X^  —  ^e)  -  (^2  —  -^3)  (^2  ~  ^4)  (^1  —  ^e)  +  {^2  -  00,)  {X2  -  X^)  {X,  —  X^y 

Setzt  man  dafür: 

{(^2  —  ^1)  +  (^1  —  ^3)}  (^2  —  ^5)  (^4  —  ^e)  —  {(^2  -  ^5)  +  (%  —  ^3)}  (^2  ~-  ^4)  (^1  —  ^e) 

+  (^2  —  ^5)  (^2  —  ^e)  (^1  —  ^4) 

und  entwickelt  wieder,  so  erhält  man: 
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{x,  —  X^)   (X2  —  x^)  {x,  —  X,)  —  (X^  —  Xs)  {X2  —  X,)  {x,  ~  ^e) 
+  (^2  —  ^5)  {(^2  —  ^1)  (^4  -  ^e)  -  (^2  -  ^4)  (^1  —  ^e)  +  (^2  —  ^e)  (^1  —  ^4)}- 

Es  zerstören  sich   hier  die   letzten  Glieder,    so  dass    nur  die   beiden 
ersten  übrig  bleiben,  deren  Summe  gleich  F^  ist. 
Man  hat  daher: 

F 


Da  aber  der  linke  Theil  dieser  Gleichung  ungeändert  bleibt,  wenn 
man  x^  mit  X2  oder  x.^  mit  x^^  oder  endlich  x^  mit  Xq  vertauscht,  so  hat 
man  schliesslich: 


2. 


F  F 


=  i''l  =  i^2  =  i''3  =  -?'V 


Um  eine  Anwendung  von  diesen  Formeln  zu  machen,  stellen  wir, 
unter  der  Annahme,  dass  die  sechs  Grössen  x  beliebig  gegeben  seien, 
die  Gleichungen  auf: 

{a  —  X,)  (a  —  x^  (ß  -  x,)  {ß  —  x^)  —  {a-  x,)  {a  —  %)  {ß  —  x,)  (ß  —  x^)  =  0, 

{a-X2){a--Xs){ß-X,)(ß  —  X,)  —  (a  —  x,){a  —  x,){ß  —  x,){ß~x^)=0, 

[{a-~Xs){a-x,){ß-X,){ß-X,)  —  {a~x,){a-x,){ß-Xs)(ß  —  x,)=0, 

Diese  Gleichungen  gehen  in  einander  über,  wenn  man  für  den  Index  6 
den  Index   1   setzt  und  die  übrigen  Indices   um  eine  Einheit  erhöht. 

Von  diesen  Gleichungen  ist  ferner  eine  die  Folge  der  beiden  anderen. 
Denn  multiplicirt  man  dieselben  auf  einander  folgend  mit  den  Factoren: 

(a  -  x^)  (ß  -  x,l        -  (a  -  X,)  (ß  -  ^4),        {a  -  x,)  {ß  -  x^) 

und  addirt,  so  sieht  man,  ohne  die  Producte  aufzulösen,  dass  man  iden- 
tisch Null   erhält. 

Es  brauchen  daher  nur  zwei  von  den  drei  Gleichungen  (3)  erfüllt 
zu  sein,  die  dritte  wird  von  selber  erfüllt.  Da  aber  zwei  von  diesen 
Gleichungen  durch  gewisse  Werthe  von  a  und  ß  immer  erfüllt  werden 
können,  so  erfüllen  auch  die  durch  diese  beiden  Gleichungen  bestimmten 
Werthe  der  Unbekannten  die  dritte  Gleichung. 
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Jede  der  drei  Gleichungen  ist  die  Bedingung  für  die  Involution 
von  sechs  Punkten  auf  einer  geraden  Linie,  und  die  drei  Gleichungen 
selbst  drücken  analytisch  den  Satz  aus: 

Wenn  irgend  sechs  Punkte  1,  2,  ...  6  auf  einer  geraden  Linie 
gegeben  sind,  so  giebt  es  immer  ein  Punktenpaar  aß,  welches  gleich- 
zeitig  mit  den  beiden  Punktenpaaren  12  und  45,  mit  den  beiden 
Punktenpaaren  23  und  56,  und  mit  den  beiden  Punktenpaaren  34 
und  61  eine  Involution   bildet, 

Dividirt  man  jede  von  den  Gleichungen  (3)  durch  a  —  ß,  so  erhält 
man  mit  Rücksicht  auf  (2): 


4. 


'(%- 

-«)(%- 

-X,){ß 

(«3- 

-  «)  (a^e  - 

-X,){ß 

,(^4- 

-«)(^i- 

-^s)iß 

■  ^4)  +  (^1  —  ß)  (^4  —  ^2)  («  —  ^5)  =   Oj 

■  ^5)  +  fe  —  ß)  fe  —  ^3)  {^  —  ^ß)  =  0, 

•  ^e)  +  (%  —  ß)  (^0  —  ^4)  (^  —  ^1)  =  0. 


In  dieser  Form  sieht  man  es  den  Gleichungen  nicht  mehr  an,  dass 
sie  einzeln  mit  den  angegebenen  Factoren  multiplicirt  und  addirt  iden- 
tisch Null  geben.  Wir  legen  darauf  auch  weiter  kein  Gewicht,  behalten 
aber  die  Eigenschaft  dieser  Gleichungen  im  Auge,  dass  die  Werthe  von 
a  und  ß,  wie  sie  sich  aus  zwei  Gleichungen  ergeben,  auch  der  dritten 
genügen. 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  wie  die  Werthe  von  a  und  ß  sich  aus 
zwei  von  jenen  Gleichungen  ergeben. 

Entwickeln  wir  zu  diesem  Zwecke  die  Gleichungen  (4),  so  nehmen 
sie  die  Form  an: 

Ä,aß-\-B,{a  +  ß)-\-C,  =  Q, 
A,aß-{-B,(a+ß)^C,  =  0, 
A,aß  +  B,{a-\-ß)-\-Gs=^0, 

in  welcher  die  neun  Coefficienten  Ä,  B,  C  gewisse  Functionen  der  sechs 
gegebenen  Grössen  x  bedeuten. 

Es  sind  dieses  lineare  Gleichungen,  wenn  man  die  Grössen  cc -\- ß 
und  aß  als  die  Unbekannten  betrachtet.  Löst  man  zwei  Gleichungen 
nach  den  Unbekannten  auf,   so  erhält   man  Gleichungen   von   der  Form: 
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a^ß  =  A,        aß  =  B, 
und  man  kann  daraus  eine  quadratische  Gleichung  bilden: 

6.  )J'  —  Äl-\-B=  0, 

deren  Wurzeln  die  gesuchten  Grössen  a  und  ß  sind. 

Die  Gleichungen  (5)  sind  in  Rücksicht  auf  die  Unbekannten  cz  -{-  ß 
und  aß  lineare  Gleichungen,  welche  für  ein  bestimmtes  Werthsystem  der 
Unbekannten  zugleich  erfüllt  werden.  Man  kann  desshalb  drei  Factoren 
(^n  (^2?  ^3  der  Art  bestimmen,  dass,  wenn  man  die  Gleichungen  mit  diesen 
Factoren  einzeln  multiplicirt  und  hierauf  addirt,  die  Summe  unabhängig 
von  den  Werthen  der  Unbekannten  identisch  verschwindet. 

Diese  Eigenschaft  behalten  auch  die  drei  folgenden  Gleichungen  bei, 
welche  aus  (5)  dadurch  hervorgehen,  dass  man  für  a  ~\- ß  setzt  2x 
und  für  aß  setzt  x^: 

'  A,x'  +  2B^x-\-  C,  =  0, 

7.  ^^2^'  +  ^B^x-^  C^=  0, 

^A,x'  +  2B,x  +  C,  =  ^. 

Diese  Gleichungen  bestehen  aber  nicht  mehr  zugleich,  wie  die  vor- 
hergehenden, aus  welchen  sie  auf  die  angegebene  Art  hervorgegangen  sind. 
Wollen  wir  daher  die  hervorgehobene  Eigenschaft  derselben,  dass  sie  einzeln 
mit  den  Factoren  (>i,  p^?  Q^  multiplicirt  und  addirt  identisch  Null  geben, 
weiter  verwerthen,    so  müssen  wir    sie    einzeln  geometrisch    interpretiren. 

Die  erste  Gleichung  (5)  ist  die  Bedingung,  dass  die  Punktenpaare 
aß,  12,  45  eine  Involution  bilden.  Durch  diese  eine  Gleichung  ist  das 
erste  Punktenpaar  aß  nicht  bestimmt,  wenn  die  beiden  anderen  Punkten- 
paare gegeben  sind.  Für  jeden  Punkt  a  giebt  es  einen  entsprechenden 
Punkt  ß.  Man  kann  daher  nach  der  Lage  des  Punktes  a  fragen,  dessen 
entsprechender  Punkt  ß  mit  dem  Punkte  a  zusammenfällt.  Wenn  wir 
diese  beiden  Lagen  des  Punktes  a  als  ein  Punktenpaar  auffassen,  so  ist 
die    erste  Gleichung  (7)    der    analytische  Ausdruck    dieses  Punktenpaares. 

Wir  bringen  nun  den  bekannten  Satz  in  Erinnerung: 

Wenn  auf  einer  geraden  Linie  zwei  Punkienpaare  gegeben  sind, 
so  giebt  es  unendlich  viele  Panktenpaare,    welche  mit  den  gegebenen 
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eine  Involution   bilden;   aber  es  giebt  nur   zwei  Funkte,    in   welchen 
eines  von  diesen  Punktenpaaren  ms ammen fällt,  und  diese  beiden  Punkte 
sind    harmonisch    0U    dem    einen    wie    zu    dem    anderen    gegebenen 
Punktenpaare, 
Daraus  ist  ersichtlich,  dass  die  erste  Gleichung  (7)  dasjenige  Punkten- 
paar analytisch  darstellt,  welches  harmonisch  ist  sowohl  zu  dem  gegebenen 
Punktenpaar    12    als    zu    dem    gegebenen    Punktenpaar    45.      Die    zweite 
Gleichung  (7)  stellt  ebenso  das  Punktenpaar  dar,  welches  harmonisch  ist 
zu  den  Punktenpaaren  23   und   56.     Die  dritte  Gleichung  (7)  endlich  ist 
der  analytische  Ausdruck  für  dasjenige  Punktenpaar,  welches  harmonisch 
ist  zu  den  Punktenpaaren  34  und   61. 

Um  nun  die  oben  hervorgehobene  Eigenschaft  der  drei  Gleichungen  (7) 
geometrisch  zu  verwerthen,  benutzen  wir  den  bekannten  Satz: 

Wenn  drei  quadratische  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten 
analytisch  drei  Punktenpaare  auf  einer  geraden  Linie  darstellen^  so 
bilden  die  drei  Punktenpaare  eine  Involution  unter  der  Bedingung, 
dass  die  Gleichungen  mit  gewissen  constanten  Factoren  multiplicirt 
und  addirt  identisch  Null  geben. 
Hiernach  bilden  die  drei  durch  die  Gleichungen  (7)  dargestellten 
Punktenpaare  eine  Involution,  und  wir  haben  den  Satz: 

Wenn  irgend  sechs  Punkte  1,  2,  ...  6  auf  einer  geraden  Linie 

gegeben  sind,    und   man   construirt   drei  Punktenpaare,   von   welchen 

das   erste   harmonisch   ist   zu   den   Punktenpaaren  12   und  45,    das 

zweite   harmonisch    zu   den   Punktenpaaren    23    und    56,    das    dritte 

harmonisch   zu   den  Punktenpaaren  34  und  61,   so    bilden  die    drei 

construirten  Punktenpaare  eine  Involution, 

Da  man  die  sechs  auf  der  geraden  Linie  gegebenen  Punkte  1,  2,  ...  6 

auch  beliebig  mit  einander  vertauschen  kann,  so  erhält  man  durch  diese 

Vertauschungen  nach  dem  ersten  Satze  60  verschiedene  Punktenpaare  aß 

und    nach    dem    letzten    Satze    60  mal    drei    Punktenpaare,    welche    eine 

Involution  bilden. 

Man  wird  bemerken,  dass  diese  beiden  Sätze  dem  Pascal'schen 
und  dem  Brianchon'schen  Satze  vom  Sechsecke,  welches  einem  Kegel- 
schnitt einbeschrieben   oder   umbeschrieben    ist,    nachgebildet   sind.     Und 

Hesse's  Werke.  66 
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in  der  That  kann  man  auch  ein  Uebertragungsprincip  angeben,  nach 
welchem  nicht  nur  die  genannten  beiden  Sätze  ohne  Schwierigkeit  aus 
dem  PascaTschen  und  dem  Brian chon'schen  hervorgehen,  sondern 
noch  andere  Sätze  über  Punktenpaare  auf  einer  und  derselben  geraden 
Linie,  welche  ebenso  den  bekannten  Erweiterungen  des  Pascal'schen  und 
des  Brian  chon'schen  Satzes  entsprechen. 

Wenn  die  sechs  Punkte  1,  2  ...  6  durch  eine  Gleichung  vom  sechsten 
Grade  gegeben  sind,  so  kann  man  allerdings  die  Punkte,  von  welchen 
die  angegebenen  beiden  Sätze  handeln,  nicht  mehr  durch  algebraische 
Gleichungen  rational  ausdrücken;  aber  diese  Sätze  machen  auf  gewisse 
unsymmetrische  Relationen  der  Wurzeln  aufmerksam,  die  für  die  Algebra 
der  Gleichung  des  sechsten  Grades  nicht  ohne  Bedeutung  sind. 

Heidelberg,  im  December   1863. 


36. 

Transformations-Formeln  für  rechtwinklige  Raum-Coordinaten. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.     Band  63,    Seite   247  —  251.] 


Das  Problem  der  Transformation  rechtwinkliger  Raum-Coordinaten, 
rein  analytisch  gefasst,  besteht  bekanntlich  darin: 

Die  Substitutionen  zu  bestimmen  von  der  Form: 

X==  ax   -{-  by    -\-  cz 

1.  Y  =  a  X  -{- b' y  -\- c  ^ 

ZI/       \    1  ff      I      ff 
=  a  X  -\-  h  y  -f-  c  z, 

welche  folgende  Gleichung  zu  einer  identischen  machen: 

2.  X^-\-Y^^Z^  =  x'  ^y^  +  z\ 

Diese  durch  die  Substitutionen  (1)  identische  Gleichung  (2)  löst  sich 
in  folgende  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  neuen  Substitutions- 
Coefficienten   auf: 

^2  _|_  ^/2  _|_  ^-2  _  1^  j^  _|_  y^  _|_  y^'  _  Q^ 

3.  62_|_  j^2_^  j/^2^  1^  ^^^^  ^  ^^^y  ^  0^ 
c^  _j_  c^2  _^  ^2  _  1^             ^j  _|_  ^y  _^^yy'  _  0, 

und  das  Problem  verlangt  die  wirkliche  Auflösung  dieser  sechs  Gleichungen. 
Da  nämlich  die  neun  Substitutions-Coefficienten  diesen  sechs  Gleichungen 
zu  genügen  haben,  so  sieht  man,  dass  man  irgend  drei  von  jenen  Coef- 
ficienten  als  unabhängige  Variable  wählen  kann,  und  dass  alle  neun 
Coefficienten  als  Functionen  der  drei  Variabein  bestimmt  sind. 
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Monge  stellt  alle  neun  Substitutions  -  Coefficienten  als  Functionen 
der  drei  Variabein  a,  &',  c'  dar.  ^)  Euler  drückt  sie  durch  drei  andere 
Variabein  aus,  die  von  mehr  praktischer  Bedeutung  sind.^) 

Die  drei  Variabein  von  Monge  oder  Euler  in  den  Functionen, 
welche  die  neun  Substitutions-Coefficienten  ausdrücken,  kann  man  ver- 
mittelst Substitutionen  ersetzen  durch  drei  oder  mehrere  unabhängige 
Variabein.  Das  Criterium  für  die  neun  Functionen  bleiben  die  sechs 
Gleichungen  (3). 

Das  Studium  des  Hexagramma  mysticum  von  Pascal  in  seiner 
analytischen  Auffassung  führt  zu  folgender  Darstellung  der  neun  Sub- 
stitutions-Coefficienten als  Functionen  von  sechs  unabhängigen  Variabein  l\ 

Es  seien  \,  l^^  •  •  •  ^6  irgend  welche  sechs  variable  Grössen,  es 
seien  ferner: 


4. 


JTi     =    {l^     —     l^    (Zl     -     Zg)  ...  (^1     —     Aß), 

^2  =  (''^2   —   '^l)  (^^2  —  ^3)         •     •     •         (^2   —  -^e)? 
^  ^6  =  (^6  —   -^1)  (^6  —  ^2)         •     •     •         (^G   —  h\ 


und    i  =  \/ — 1.     Alsdann   hat   man    die  Ausdrücke    für    die  nemi  Sub- 
stitutions-Coefficienten : 

{i,  -  23)  {i^  -  L^  '  y^  '  (;.3  -  ^0  (^3  - ;.,)     f^^ ' 

{K  -  K)  iK  -  ^5)' '  y^  '  (^3  -  K)  ih  -  ^5)     V^ ' 

"(T,-^)  (2,-25)  •  y^  '  ^x,-x,){i,-x,)     y^^  ' 

^  _  a_2jziiMVriBl  iV^ 


a    = 


c    = 


X)  Memoires  de  TAcademie  des  sciences  de  Paris,  annee  1784,  p.  114. 
2)  Introductio  in  analysin  infinitorum,  tom.  II,  p.  369. 
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Das  Criterium  für  diese  neun  Functionen  sind  die  Gleichungen  (3). 
Es  wird  also  nachzuweisen  sein,  dass  die  Functionen  (5)  jenen  sechs 
Gleichungen  (3)  genügen. 

Dazu  dient  die  bekannte  identische  Gleichung  aus  der  Algebra: 

in  welcher  (p{l)  irgend  eine  ganze  Function  von  l  des  vierten  Grades 
bedeutet. 

Aus  dieser  Gleichung  gehen  nämlich,  wenn  wir  für  q){l)  nach  ein- 
ander setzen: 

(i-i^f(i-x^f,  (A_^,)^(A-z,)^  (i-i,f(i-i,f, 

drei  identische  Gleichungen  hervor,  die  wir  auch  erhalten,  wenn  wir  für 
die  neun  Coefficienten  in  den  drei  ersten  Gleichungen  (3)  ihre  Aus- 
drücke (5)  setzen. 

Setzen  wir  für  cp  (a)  nach  einander : 

{i—hfi^—h)i^—ki  {i—hn^—h)i^-hi  {)^—hn^—K){^-hi 

so  geht  die  identische  Gleichung  (6)  über  in  drei  identische  Gleichungen, 
die  wir  auch  erhalten,  wenn  wir  in  den  drei  letzten  Gleichungen  (3)  die 
Ausdrücke  (5)  der  Coefficienten  setzen. 

Die  Ausdrücke  (5)  der  neun  Substitutions-Coefficienten  sind  in  der 
That  die  Auflösungen  der  sechs  Gleichungen  (3).  Die  sechs  Variabein  l 
in  ihnen  können  nur  die  Wirkung  von  drei  Variabein  ausüben,  weil  die 
neun  Functionen  (5)  den  sechs  Gleichungen  (3)  genügen.  Wir  werden 
dieses  auch  direct  nachweisen  können. 

Zu  dem  genannten  Zwecke  bemerken  wir,  dass  die  Ausdrücke  (5) 
der  neun  Coefficienten  ungeändert  bleiben,  wenn  man  erstens  für  alle 
Ij^  setzt  alj^,    zweitens    für    alle  Ij,  setzt  ^ -\- ß    und    drittens    für    alle  Ij, 

setzt  -y-.     Wenn  wir  diese  Substitutionen  in  eine  vereinigen,    so  können 

wir  kürzer  sagen:  die  neun  Functionen  (5)  der  sechs  Variabein  Ij,  werden 
dieselben  Functionen  der  sechs  Variabein  ^u^,,  wenn  man  setzt: 
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7. 


^k'\-7    ' 


also  unabhängig  von  a,  ß,  y,    wovon  man  sich  auch  direct    leicht  über- 
zeugen kann. 

Daraus  ziehen  wir  den  Schluss,  dass,  wenn  man  in  den  oben  ange- 
gebenen Ausdrücken  (5)  der  neun  Coefficienten  irgend  welchen  drei 
Variabein  l  gegebene  Werthe  zuertheilt,  die  drei  anderen  aber  beliebig 
variiren  lässt,  die  neun  Coefficienten  alle  Werthe  annehmen,  welche  sie 
durch  Variation  sämmtlicher  Variabein  l  erhalten  würden. 

Denn  es  sei  C  der  Ausdruck  irgend  eines  der  neun  Coefficienten 
und  (G)  der  Ausdruck,  in  welchen  G  durch  die  Substitutionen  (7)  übergeht. 
Es  ist  (G)  also  dieselbe  Function  der  sechs  Variabein  juLj^,  als  G  der 
Variabein  /;;.,  welche  Werthe  auch  a,  ß,  y  haben.  Haben  nun  die  sechs 
Variabein  l^  irgend  w^elche  Werthe,  so  kann  man,  da  es  freisteht,  über 
die  Constanten  a,  ß,  y  beliebig  zu  verfügen,  denselben  solche  Werthe 
zuertheilen,  dass  drei  von  den  sechs  Variabein  ,%  auf  Grund  der  sechs 
Gleichungen  (7)  gegebene  Werthe  erhalten.  Da  aber  G  =  (G)  ist,  so 
haben  wir  auf  der  einen  Seite  irgend  welche  Werthe  der  Variabein,  auf 
der  anderen  Seite  gegebene  Werthe  von  drei  Variabein. 

Was  die  Vorzeichen  der  sechs  Quadratwurzeln  \/rc^^  ]/^2?  •  •  •  V^6 
anbetrifft,  welche  in  die  gegebenen  Ausdrücke  der  neun  Coefficienten  ein- 
gehen, so  können  dieselben  ganz  willkürlich  genommen  werden.  Bemerken 
wir  aber,  dass  sämmtliche  Variationen,  die  in  den  Substitutionen  (1)  durch 
die  Veränderung  der  Vorzeichen  der  sechs  Quadratwurzelgrössen  hervor- 
gehen, auch  dadurch  zu  Wege  gebracht  werden  können,  dass  man  einer 
oder  mehreren  der  sechs  Variabein  die  entgegen  gesetzten  Vorzeichen 
zuertheilt,  so  können  wir  von  diesen  Variationen  absehen  und  annehmen, 
dass  sämmtliche  Quadratwurzelgrössen  das  positive  Vorzeichen  haben. 

Eine  gefälligere  Form  nehmen  die  Ausdrücke  (5)  für  die  neun  Coef- 
ficienten der  Substitution  an,  wenn  man  für  die  sechs  Grössen  n  ihre 
Werthe  (4)  setzt.     Man  erhält  dadurch: 
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^4)  (^2-^6) 


«  -y  (-(v^njp^ 

F  1(^6 -^2)  (^6 -^4) 


iL- 


^-h)\ 


•M 


Kl 
K) 


V  \{x,-x,){x,-x,) 

V  1(^2-^4)^2-^6) 
5'  _ i^nh-h)(k-h) 


-X,)[X,-X^) 


(K 


.X,){X,-XA\ 
-JA{X,-X,) 


v\ 


{X,~X,){X,-X,) 

ih-K)ih-K) 

{X,-X,){X,-X,)      {X.^-X,){X,-X,) 


(X,-X,)(X,-X,) 


Hier  ist  es  allerdings  unerlässlicli,  das  Vorzeichen  zu  bestimmen, 
welches  jeder  der  neun  Quadratwurzeln  zukommt.  Wir  haben  in  dieser 
Absicht  jeden  unter  dem  Quadratwurzelzeichen  stehenden  Bruch  als  das 
Product  zweier  Brüche  dargestellt.  Der  zweite  Bruch  ist  der  nämliche, 
welcher  in  (5)  das  Vorzeichen  der  Substitutions-Coefficienten  bestimmt. 
Wir  haben  deshalb  jedem  Quadratwurzelzeichen  in  (8)  das  positive  oder 
negative  Zeichen  vorzusetzen,  je  nachdem  die  Brüche  unter  demselben 
beide  einen  positiven  oder  beide  einen  negativen  Werth  haben.  Hat  der 
eine  Bruch  einen  positiven,  der  andere  einen  negativen  Werth  —  solche 
Fälle  giebt  es  —  so  werden  gewisse  Substitutions-Coefficienten  imaginär 
und  es  tritt  eine  gewisse  Unsicherheit  in  den  Formeln  (8)  ein,  die  in 
den  vorhergehenden  Formeln  (5)  nicht  aufkommt. 
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Wir  wollen  nicht  unterlassen,  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass 
unter  den  Quadratwurzelzeichen  in  (8)  Quotienten  von  solchen  Producten 
stehen,  deren  Differenzen  nach  den  bei  Gelegenheit  der  Involution  ange- 
stellten Betrachtungen  (s.  p.  180  dieses  Bandes)^)  mannigfacher  Umge- 
staltung fähig  sind. 

Heidelberg,  im  Januar   1864. 


1)  [No.  35,  Seite  515  ff.  dieser  Ausgabe]. 


37. 

Satz  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.    Band  65,   Seite  384.] 


Es  ist  ein  in  der  Geometrie  bekannter  Satz:  „Wenn  man  von  den 
Ecken  eines  Dreiecks  nach  den  Schnittpunkten  der  gegenüber  liegenden 
Seiten  und  eines  Kegelschnittes  sechs  gerade  Linien  zieht,  so  berühren 
dieselben  einen  Kegelschnitt."  Es  soll  nun  die  Aufgabe  sein:  „Wenn  die 
Gleichungen  der  Dreieckseiten  ^=0,  &  =  0,  c  =  0  und  die  Gleichungen 
des  dieselben  schneidenden  Kegelschnittes  f(x,  y,  z)  =  ^  gegeben  sind, 
die  Gleichung  des  berührten  Kegelschnittes  zu  finden."  Die  Auflösung 
der  Aufgabe  ist  folgende: 

Es  seien  a^  b,  c  die  linearen  homogenen  Ausdrücke  der  Punkt- 
coordinaten : 

1.       ci  =  a^x-\- ß^y -{-y^z,     h  =  a  x-\- ß' y  ~\-y  z,     c  =  a' x -\- ß'' y -\- /' z. 

Setzt  man  die  aus  diesen  Gleichungen  si^h  ergebenden  Werthe  der 
Punktcoordinaten  x,  y,  z,  ausgedrückt  durch  die  Dreieckcoordinaten 
a,  b,  c,  in  die  Gleichung  des  gegebenen  Kegelschnittes  f{x,  y,  z)  ==  0,  so 
nimmt  dieselbe  die  Gestalt  an: 

und    man    kann    annehmen,    dass    die    Gleichung    des    die    Dreieckseiten 
schneidenden  Kegelschnittes  gleich  in  dieser  Form  gegeben  sei. 

Hesse's  Werke.  67 
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In  dieser  Voraussetzung  hat  man  nach  der  neunten  meiner  1865 
herausgegebenen  Vorlesungen  zwischen  den  Liniencoordinaten  u,  v,  w  und 
den  Dreieckliniencoordinaten  a,  ß,  y  die  Relationen: 

3.  u^a'^aA-a  ß-^ay,    v  =  ß' a -^  ß' ß -^  ß'' y,    w --=y' a  ^  y  ß  ^  y' y, 

in  Beziehung  auf  welche  sich  die  Gleichung  des  berührten   Kegelschnittes 
so  darstellt: 

4.  «11 0^22 «^  +  %2 ^00 ß^  +  ^^00 ^n r "  —  2  «12 <^oo /^ /  —  2  r^2o «n  / ^  —  2 «oi  a^^aß=^. 

Der  Beweis  kann  ohne  Schwierigkeit  mit  Hülfe  der  beiden  am 
Ende  der  genannten  neunten  Vorlesung  aufgeführten  Parallelsätze  ge- 
leistet werden. 


Heidelberg,   1865. 


38. 

Ein  Uebertragungsprincip. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.    Band  66^  Seite   15  —  21.] 


Man  kann  nicht  jedem  Punkte  in  der  Ebene  einen  durch  ihn  be- 
stimmten Punkt  in  einer  geraden  Linie  der  Art  entsprechen  lassen,  dass 
auch  umgekehrt  jedem  Punkte  in  der  geraden  Linie  ein  einziger  Punkt 
in  der  Ebene  entspricht.  Die  Ebene  enthält  eben  das  Quadrat  von 
Punkten  in  der  geraden  Linie. 

Hiernach  scheint  es  unmöglich,  die  Geometrie  in  der  Ebene  auf  die 
Geometrie  in  einer  geraden  Linie  zurückzuführen. 

Die  Möglichkeit  leuchtet  aber  sofort  ein,  wenn  man  bedenkt,  dass 
die  Ebene  gerade  so  viel  verschiedene  Punkte  enthält,  als  die  gerade 
Linie  verschiedene  Punktepaare. 

Lässt  man  demnach  jedem  Punkte  in  der  Ebene  ein  Punktepaar  in 
der  geraden  Linie  und  umgekehrt  jedem  Punktepaare  in  der  geraden 
Linie  einen  Punkt  in  der  Ebene  in  unzweideutiger  Weise  entsprechen,  so 
hat  man  ein  Uebertragungsprincip,  welches  die  Geometrie  in  der  Ebene 
zurückführt  auf  die  Geometrie  in  der  geraden  Linie  und  umgekehrt. 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  auch  die  Raumgeometrie  zurückführen 
auf  die  Geometrie  in  einer  geraden  Linie,  selbst  die  Geometrie  von  mehr 
als  drei  Dimensionen.  Hier  würde  es  sich  aber  nicht  um  Punktepaare 
in    der    geraden    Linie,    sondern    um    Systeme    von    drei    oder    mehreren 


Punkten  in  der  geraden  Linie  handeln. 
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Sieht  man  jedoch  ab  von  den  angedeuteten  Erweiterungen  des 
Uebertragungsprincipes ,  so  kommt  es  darauf  an,  den  Modus  festzu- 
stellen, nach  welchem  die  Uebertragung  einer  ebenen  Figur  in  eine 
ihr  entsprechende  Figur  auf  einer  geraden  Linie  und  umgekehrt  vor 
sich  gehen  muss. 

Es  liegen  zwei  Systeme  vor,  das  eine  in  der  Ebene,  das  andere  auf 
einer  geraden  Linie,  der  FundamentalUnie.  Ein  Punkt  xy  m  der  Ebene 
sei  durch  seine  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y  bestimmt,  ein  Punkt  l 
auf  der  Fundamentallinie  werde  bestimmt  durch  seinen  Abstand  l  von 
einem  beliebig  gewählten,  aber  festen  Punkte  auf  der  Fundamentallinie. 
Soll  nun  der  Punkt  l  einer  von  den  beiden  Punkten  der  Fundamental- 
linie sein,  welche  dem  Punkte  xy  in  der  Ebene  entsprechen,  so  muss  die 
Grösse  l  eine  Function  der  beiden  Grössen  x  und  y  sein.  Das  heisst, 
die  drei  Grössen  ^,  x,  y  müssen  durch  eine  Gleichung  cp  {l,  x,  y)  ==  0 
mit  einander  verbunden  sein.  Da  aber  jeder  Punkt  der  Ebene  einem 
Punktepaare  in  der  Fundamentallinie  entsprechen  soll,  so  muss  jene 
Gleichung  eine  quadratische  in  l  sein. 

Andererseits  soll  einem  gegebenen  Punktepaare  \,,  A^  in  der 
Fundamentallinie  der  Voraussetzung  nach  ein  einziger  Punkt  xy  in  der 
Ebene  entsprechen.  Das  will  sagen,  dass  die  beiden  Gleichungen 
(p{l()y  ^j  y)  =  0,  (pQ^ij  X,  y)  =^  0  nur  eine  Auflösung  für  die  Unbekannten 
X,  y  zulassen,  dass  die  Gleichungen  linear  seien  in  Rücksicht  auf  die 
Unbekannten. 

Hierdurch  ist  der  Modus  der  Uebertragung  analytisch  festgestellt. 
Die  Uebertragung  wird  vermittelt  durch  die  Gleichung  ^p  (/,  x^  y)  =^  0, 
welche  in  l  quadratisch,  in  x  und  y  aber  linear  ist,  also  durch  eine 
Gleichung:  von  der  Form: 


-"ö 


wenn  man  unter  A,  B,  G  beliebig  gegebene  lineare  Functionen  von  x 
und  y  versteht.  Man  sieht,  dass  diese  Gleichung  alles  leistet,  was  das 
ausgesprochene  Princip  verlangt.  Jedem  Punkte  in  der  Ebene  entspricht 
ein  Punktepaar  in  der  Fundamentallinie  und  umgekehrt  entspricht  jedem 
Punktepaare  in  der  Fundamentallinie  ein  Punkt  in  der  Ebene. 
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Um  das  vorgelegte  Princip  fruchtbar  zu  maclaen,  bedarf  es  solcher 
Fundamentalsätze,  welche  die  einfachsten  Figurenverhältnisse  der  beiden 
Systeme  auf  einander  übertragen  lehren. 

Das  einfachste  Figurenverhältniss  in  der  Ebene  besteht  darin,  dass 
drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen.  Die  Coordinaten  dieser  Punkte 
seien  x^y^,  x^y^,  x^y^^  und  ÄqBqGq,  ÄiB^C^,  ,  .  .  die  Ausdrücke,  in  welche 
ABC  übergehen,  wenn  man  für  die  Coordinaten  in  ihnen  nach  einander 
setzt  die  Coordinaten  der  drei  Punkte.  Alsdann  ist  die  analytische  Be- 
dingung, unter  welcher  die  drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen,  die, 
dass  man  drei  Factoren  /.Lq  u^  ^.t^  finden  kann,  welche  den  drei  Gleichungen 
zugleich  genügen: 

Uq  Äq  +  Ui  Ä^  +  ^Uo  A2  =  0,     ^lioBq  +  Ui  J3i  +  fi2 B2 --  0,     Uq  Cq  +  ^a.j  C^  +  /i^  Cg  =  0. 

Den  drei  Punkten  in  der  Ebene  entsprechen  drei  Punktepaare  in 
der  Fundamentallinie,  deren  Gleichungen  sind: 

A,k'  +  Bol  +  Co  :-=  0,      A,l'  +  B,l  +  C,  =  0,      A^l'  +  B^l  +  C,  =-:  0. 

Man  sieht,  dass  diese  Gleichungen,  nach  einander  mit  den  Factoren 
/'o?  /'i?  /'2  multiplicirt  und  addirt,  identisch  0  geben.  Das  ist  aber  ge- 
rade die  Bedingung,  dass  die  drei  Punktepaare  eine  Involution  bilden. 
Daraus  entspringt  nun  der  Fundamentalsatz: 

Irgend  drei  Punkten  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  der  Ebene 
entsprechen  drei  Panktepaare  der  Involution  in  der  Fundamentallinie,  Jeden 
drei  Punktepaaren  der  Involution  in  der  Fundamentallinie  entsprechen  in 
der    Ebene  drei  Punkte ,  welche  auf  einer  geraden  Linie  liegen. 

Es  ist  damit  für  das  einfachste  Figurenverhältniss  in  der  Ebene 
der  Ausdruck  der  entsprechenden  Figur  in  der  Fundamentallinie  gefunden. 
Suchen  wir  ebenso  umgekehrt  das  einfachste  Figurenverhältniss  in  der 
Fundamentallinie  auszudrücken  für  die  Ebene. 

In  der  Fundamentallinie  liegen  Punktepaare  der  verschiedensten  Art 
vor.  Jedem  derselben  entspricht  ein  Punkt  in  der  Ebene.  Unter  diesen 
Punktepaaren  giebt  es  solche,  welche  zusammenfallen,  Doppelpunkte,  Man 
kann  die  Fundamentallinie  betrachten  als  zusammengesetzt  aus  lauter 
Doppelpunkten  und  wird  die  Frage  erheben,  welches  das  entsprechende 
Bild  in  der  Ebene  sei  für  alle  Doppelpunkte. 
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Das  Punktepaar  (1)  auf  der  Fundamentallinie  wird  ein  Doppelpunkt, 
wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  einander  gleich  sind,  das  heisst 
unter  der  Bedingung: 

2.  B'  —  4:ÄC=0, 

Diese  Bedingungsgleichung  ist  aber  für  die  Ebene  der  analytische 
Ausdruck  eines  Kegelschnitts.     Man  hat  demnach  den  Satz: 

Alle  Doppelpunkte  in  der  Fundamentallinie  entsprechen  in  der  Ebene 
Punkten  eines  und  desselben  Kegelschnittes ,  und  alle  Funkte  dieses  Kegel- 
schnittes entsprechen  Doppelpunkten  in  der  Fundamentallinie, 

Der  Kegelschnitt  (2)  hängt  von  den  neun  Constanten  ab,  welche  in 
seine  Gleichung  eingehen.  Er  kann  deshalb  jeder  beliebige  Kegelschnitt 
sein.  Beachtet  man  nun,  dass  dieser  Kegelschnitt  die  Grenze  bildet  für 
diejenigen  Punkte  xy  in  der  Ebene,  welchen  reelle  oder  imaginäre 
Wurzeln  l  der  quadratischen  Gleichung  (1)  entsprechen,  das  heisst,  reellen 
oder  imaginären  Punktepaaren  in  der  Fundamentallinie,  so  sieht  man, 
dass  es  frei  steht,    diese  Grenze  beliebig    zu  verengen  oder   zu  erweitern. 

Der  Kegelschnitt  (2),  die  Directrix,  spielt  bei  der  Uebertragung  der 
ebenen  Figur  in  die  Linearfigur  und  umgekehrt  eine  wichtige  Rolle. 

Geht  man  nämlich  von  irgend  zwei  Punktepaaren  der  Fundamental- 
linie aus,  welchen  zwei  Punkte  a,  b  der  Ebene  entsprechen  werden,  und 
construirt  auf  der  Fundamentallinie  alle  möglichen  Punktepaare,  von 
welchen  jedes  eine  Involution  bildet  mit  den  beiden  Punktepaaren,  so 
entsprechen  diesen  in  der  Ebene  alle  möglichen  Punkte,  welche  auf  der 
geraden  Linie  ab  liegen.  Unter  den  auf  der  Fundamentallinie  con- 
struirten  Punktepaaren  giebt  es  aber  bekanntlich  zwei  Doppelpunkte 
und  diese,  als  ein  einfaches  Punktepaar  betrachtet,  sind  harmonisch  mit 
jedem  der  construirten  Punktepaare.  Die  den  beiden  Doppelpunkten 
entsprechenden  Punkte  in  der  Ebene  liegen  nach  dem  letzten  Satze 
in  der  Directrix.  Da  sie  aber  auch  auf  der  geraden  Linie  ab  liegen, 
so  sind  sie  die  Schnittpunkte  der  geraden  Linie  und  der  Directrix- 
Man  kann  deshalb  sagen: 

Jeden  drei  Punkten  auf  einer  geraden  Linie  in  der  Ebene  entsprechen 
auf  der  Fundamentallinie  drei  Punktepaare  der  Involution.     Construirt  man 
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dasjenige  Punktepaar,  welches  harmonisch  ist,  mit  jedem  der  drei  Punkte- 
paare  der  Involution  und  betrachtet  jeden  Punkt  des  construirten  Paares  als 
einen  Doppelpunkt^  so  entspricht  das  Doppelpunktepaar  auf  der  Fundamental- 
linie  in  der  Ebene  dem  Schnittpunktepaar  der  geraden  IJnie  und  der  Directrix, 

Auf  diese  Art  entsprechen  den  Punkten  auf  irgend  einer  Tangente 
der  Directrix  alle  Punktepaare  auf  der  Fundamentallinie,  von  welchen  der 
eine  Punkt  der  Paare  unverändert  bleibt,  nämlich  der  Punkt,  welcher 
als  Doppelpunkt  betrachtet  dem  Berührungspunkte  entspricht. 

So  entsprechen  ferner  irgend  zwei  Punkten  der  Directrix  zwei 
Doppelpunkte  in  der  Fundamentallinie.  Dem  Pole  der  geraden  Linie^ 
welche  jene  beiden  Punkte  der  Directrix  verbindet,  entspricht  das  Doppel- 
punktepaar auf  der  Fundamentallinie,  wenn  man  jeden  Doppelpunkt  für 
einen  einfachen  Punkt  nimmt. 

So  kann  man  endlich  auch  alle  Sätze  bezüglich  eines  Kegelschnittes, 
der  Directrix  hier,  leicht  umwandeln  in  Sätze  der  Geometrie  der  geraden 
Linie.  Vereinzelte  Beispiele  dazu  findet  man  in  meinen  Vorlesungen  aus 
der  analytischen  Geometrie,  Leipzig.  Teubner  1865,  pag.  76  und  im 
Crelle'schen  Journal  Band   63   pag.    184.^) 

Sehr  viel  complicirter  wird  die  Uebertragung,  wenn  der  Kegelschnitt 
in  der  Ebene  nicht  mehr  die  Directrix  sein  soll.  Man  wird  sie  aber 
um  so  lieber  aufnehmen,  als  sie  auf  neue  Gesichtspunkte  führt,  die  im 
Folgenden  nur  flüchtig  angedeutet  werden  sollen. 

Zu  diesem  Zwecke  drücken  wir  den  ersten  oben  angegebenen 
Fundamentalsatz  analytisch  also  aus: 

Sollen  Punkte  in  der  Ebene  auf  einer  geraden  Linie  liegen, 
so  müssen  ihre  Coordinaten  einer  linearen  Bedingungsgleichung 
genügen : 

Aa^  Bb  -^  Cc  =  0. 

Derselben  linearen  Bedingungsgleichung  müssen  die  Coefficienten 
Ä,  B,  G  in  der  Gleichung  (1)  genügen,  wenn  die  Gleichung  (1) 
Punktepaare  auf  der  Fundamentallinie  darstellen  soll,  deren  ent- 
sprechende Punkte  in  der  Ebene  auf  der  geraden  Linie  liegen. 


1)  [Seite  521  und  522  dieser  Ausgabe.] 
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Den  angegebenen  Satz  erweitern  wir  nun,  wenn  w4r  sagen: 
Sollen  Punkte  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  so  müssen  ihre  Coordinaten 
Xy  y    einer   homogenen   Gleichung   von    der   zweiten  Ordnung   der  Variabein 

A,  B,  C  genügen: 

f{Ä,B,G)  =  0. 

Derselben  Gleichung  der  zweiten  Ordnung   müssen  die  Coefßcienten  A, 

B,  C  in  der  Gleichung  (1)  genügen,  wenn  die  Gleichung  (1)  Punktepaare 
auf  der  Fundamentallinie  darstellen  soll,  deren  entsprechende  Punkte  in  der 
Ebene  auf  dem  Kegelschnitt  liegen. 

Fünf  beliebig  in  der  Ebene  gewählte  Punkte  bestimmen  den  Kegel- 
schnitt unzweideutig,  der  durch  sie  geht;  ein  sechster  Punkt  des  Kegel- 
schnittes ist  nur  unvollständig  durch  die  beliebig  gewählten  Punkte 
bestimmt.  Demnach  können  umgekehrt  auf  der  Fundamentallinie  fünf 
Punktepaare  beliebig  gewählt  werden,  wenn  sie  in  der  Ebene  Punkten 
entsprechen  sollen,  durch  welche  ein  Kegelschnitt  geht.  Ein  sechtes 
Punktepaar  auf  der  Fundamentallinie,  welches  in  der  Ebene  einem  Punkte 
des  genannten  Kegelschnittes  entsprechen  soll,  ist  einer  Beschränkung 
unterworworfen.  Der  eine  Punkt  des  Paares  kann  immer  noch  willkür- 
lich auf  der  Fundamentallinie  gewählt  werden,  der  andere  ist  durch  ihn 
bestimmt,  aber  nicht  unzweideutig.  Bestimmt  man  ihn,  so  liegen  auf 
der  Fundamentallinie  sechs  Punktepaare  vor,  welchen  in  der  Ebene 
sechs  Punkte  eines  Kegelschnittes  entsprechen. 

Diese  sechs  Punktepaare  auf  der  Fundamentallinie,  welchen  sechs 
Punkte  in  der  Ebene  entsprechen,  verlangen  einen  Namen.  Sie  sollen 
heissen  sechs  Punktepaare  der  Involution  der  zweiten  Ordnung.  Dieser 
Name  ist  bezeichnend.  Denn  wenn  von  den  sechs  Punktepaaren  der 
Involution  zweiter  Ordnung  drei  Punktepaare  eine  einfache  Involution 
bilden,  so  bilden  die  drei  anderen  ebenfalls  eine  einfache  Involution. 

Auf  Grund  der  angegebenen  Definition  hat  man  nun  den  Fun- 
damentalsatz : 

Irgend  sechs  Punktepaaren  der  Involution  zweiter  Ordnung  auf  der 
Fundamentallinie  entsprechen  in  der  Ebene  sechs  Punkte  eines  Kegelschnittes, 
und  umgekehrt  entsprechen  sechs  Punkten  eines  Kegelschnittes  sechs  Punkte- 
paare  der  Involution  zweiter  Ordnung  auf  der  Fundamentallinie, 
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Nach  der  Analogie  bei  der  einfachen  Involution  ergiebt  sich  hier 
die  entsprechende  Aufgabe: 

Wenn  von  sechs  Punktepaaren  der  Involution  zweiter  Ordnung 
elf  Punkte  beliebig  gegeben  sind,  den  zwölften  Punkt  zu  be- 
stimmen. 

Eine  einfache  analytische  Betrachtung  lehrt,  dass  die  Aufgabe  zwei 
Auflösungen  zulässt,  dass  man  den  gesuchten  zwölften  Punkt  beliebig 
unter  zwei  ganz  bestimmten  Punkten  zu  wählen  hat.  Es  soll  dieses  hier 
geometrisch  nachgewiesen  werden. 

Durch  fünf  von  den  sechs  Punktepaaren  der  Involution  der  zweiten 
Ordnung  ist  der  Kegelschnitt  in  der  Ebene  bestimmt,  der  durch  die 
den  fünf  Punktepaaren  entsprechenden  Punkte  der  Ebene  geht.  Von 
dem  sechsten  Punktepaare  soll  nur  der  eine  Punkt  gegeben  sein.  Dieser, 
als  Doppelpunkt  betrachtet,  entspricht  einem  bestimmten  Punkte  der 
Directrix.  Allen  Punktepaaren  auf  der  Fundamentallinie,  von  welchen 
der  eine  unverändert  der  gegebene  Punkt  ist,  entsprechen  in  der  Ebene 
Punkte  auf  der  Tangente  der  Directrix,  und  dem  Doppelpunkte  der 
Berührungspunkt.  Die  erwähnte  Tangente  der  Directrix  schneidet  aber 
den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten,  und  jeder  dieser  Schnittpunkte  wird 
einem  Punktepaare  auf  der  Fundamentallinie  entsprechen,  von  welchem 
der  eine  Punkt  unverändert  der  gegebene  Punkt  bleibt.  Die  beiden 
anderen  Punkte  der  beiden  Paare  werden  aber  verschieden  sein,  und 
jeder  derselben  für  den  zwölften  Punkt  der  Involution  zweiter  Ordnung 
genommen  werden  können. 

Indem  wir  hiermit  abbrechen,  sei  noch  erwähnt,  dass  man  auch  jede 
gerade  Linie  in  der  Ebene  einem  Punktepaare  auf  der  Fundamentallinie 
eindeutig  entsprechen  lassen  kann.  Man  würde  dann  die  Coefficienten 
Ä^  B,  C  in  der  Gleichung  (1)  als  lineare  Ausdrücke  der  Liniencoordinaten 
zu  nehmen  haben.  Das  sich  daraus  ergebende  Uebertragungsprincip 
wird  aber  schon  ersetzt  durch  das  Princip  der  Reciprocität. 

Das  entwickelte  Uebertragungsprincip  giebt  Gelegenheit,  eine  grosse 
Zahl  von  neuen  Sätzen  aus  der  Geometrie  der  geraden  Linie  zu  ent- 
decken. Diese  Sätze  nicht  allein  direct  zu  beweisen,  sondern  Beweis- 
methoden   zu  erfinden,    welche  die  Sätze  gleichsam    als  selbstverständlich 

Hesse's  Werke.  68 
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erscheinen  lassen  —  solche  Methoden  giebt  es  — ,    ist  eine   empfehlens- 
werthe  Aufgabe. 

Mit  der  Lösung  der  Aufgabe  kann  man  die  breitere  Basis  der  Ebene 
verlassen  und  sich  auf  die  gerade  Linie  beschränken,  ohne  die  Herrschaft 
über  die  Ebene  aufzugeben.  Die  gerade  Linie  wird  dann  gleichsam  als 
Telegraphenbureau  dienen,  auf  dem  man  alle  Zustände  in  der  Ebene 
erfahren  und  neue  Combinationen  in  ihr  anordnen  kann. 


Heidelberg,  November  1865. 


39. 

Ueber  die  Reciprocität  der  Pascai-Steiner'schen  und  der 
Kirkman-Cayley-Salmon'schen   Sätze  von   dem  Hexa- 

grammum  mysticum. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.     Band  68,  Seite   193  —  207.] 


Die  Noten  in  Salmon's  vierter  Auflage  seiner  berühmten  „Conic 
sections",  welche  von  den  Erweiterungen  des  PascaTschen  Theoremes 
handeln,  bekunden  eine  in  die  Augen  fallende  Reciprocität  deutscher  und 
englischer  Entdeckungen.     Es  stehen  sich  gegenüber: 

60  P.  .  .  PascaVsche  Linien,  60  Ä' .  .  .  Kirkman' sehe  Punkte.    In 

jedem   derselben   schneiden   sich 

3  P. 

20  jR  .  .  .  Steiner' sehe   Punkte,     In  20   C,.,,  Cayley'Salmon'sche  Linien. 

jedem    derselben  schneiden  sich  Auf  jeder  derselben  liegen  3  K, 

3  P. 
15  S^ .  ,  .  Steiner' sehe  Linien.    Auf         15  S,,  ,  ,  ,  Salmon'sche  Punkte.    In 

jeder  derselben  liegen  4  B.  jedem   derselben  schneiden   sich 

4  C,. 

Im  Angesichte  dieser  Thatsachen  möchte  man  glauben,  dass  die 
Elemente,  P  und  Ä",  der  Figuren,  welche  auf  der  einen  Seite  die 
Steiner'schen  Punkte  und  Linien,  auf  der  anderen  Seite  die  Cayley'schen 
Linien    und   Salmon'schen    Punkte    bilden,    sich    als    Polaren    und    Pole 

68* 
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derart  auffassen  lassen,  dass  in  Rücksicht  auf  irgend  einen  Kegelschnitt 
jeder  Pascal'schen  Linie  P  als  Polare  ein  Kirkman'scher  Punkt  K 
als  Pol  entspricht.  Denn  träfe  dieses  zu,  so  wären  die  neueren  Er- 
weiterungen des  Pascal'schen  Theoremes  sämmtlich  reciprok  zu  den 
älteren  in  dem  Sinne  von  Polaren  und  Polen.  Es  würden  sich  daraus 
aber  noch  weitere  Consequenzen  ziehen  lassen. 

Nach  Kirkman  schneiden  sich  nämlich  60  mal  drei  Pascal'sche 
Linien  P  in  einem  Kirkman'schen  Punkte  K,  Das  fragliche  Recipro- 
citäts-Gesetz  würde  daraus  ergeben,  dass  60  mal  drei  Kirkman'sche  Punkte 
auf  einer  geraden  Linie  liegen.  Da  nun  schon  anderweit  nach  dem 
Cayley-Salmon'schen  Satze  20  mal  drei  Kirkman'sche  Punkte  auf 
einer  geraden  Linie  liegen,  so  hätte  man  die  reciproken  Sätze: 

Von  den  60  Kirkma n'schen  Von  den  6 0  P a s c a l'schen  Linien 
Punkten  K  liegen  20  mal  drei  P  schneiden  sich  20 mal  drei  Pas- 
Punkte  K  auf  einer  geraden  Linie  cal'sche  Linien  P  in  einem  Stei- 
G^,  und  überdies  liegen  60  mal  ner'schen  Punkte  R,  und  überdies 
drei  Kirkman'sche  Punkte  ^  auf  schneiden  sich  60  mal  drei  Pas- 
einer geraden  Linie  H.  caTsche  Linien  P  in  einem  Kirk- 
man'schen  Punkte  K, 

Unzweifelhaft  sind  nach  dem  Vorhergehenden  die  ersten  Theile  der 
beiden  reciproken  Sätze,  gleichwie  der  zweite  Theil  des  letzten  Satzes. 
Zweifelhaft,  obwohl  wahr,  bleibt  der  zweite  Theil  des  ersten  Satzes;  denn 
er  ist  an  dieser  Stelle  nichts  weiter,  als  die  Consequenz  der  fraglichen 
Annahme,  dass  sich  die  Pascal'schen  Linien  P  als  Polaren  der  Kirk- 
man'schen Punkte  K  auffassen  lassen. 

Es  ist  mir  nicht  gelungen,  das  vermuthete  Reciprocitäts-Gesetz  zu 
entdecken.  Im  Gegentheil  weiss  ich,  dass  diejenige  Reciprocität  der 
Pascal'schen  Linien  P  und  der  Kirkman'schen  Punkte  K,  welche 
ich  im  Folgenden  entwickeln  werde,  sich  nicht  in  dem  Sinne  von 
Polaren  und  Polen  auffassen  lässt,  wenigstens  nicht  in  Rücksicht  auf 
den  Kegelschnitt,  dem  die  60  Pascal'schen  Sechsecke  einbeschrieben 
sind.  Dennoch  wird  man  das  erwähnte  Reciprocitäts-Gesetz  als  ein 
ideales  gelten  lassen,  wenn  auch  nur  in  der  Absicht,  entsprechende  That- 
sachen  aus  einander  abzuleiten. 
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Durch  6  auf  einem  Kegelschnitte  G  gegebene  Punkte  äbcdef  lassen 
sich  15  gerade  Linien  L  legen,  welche  jene  Punkte  paarweise  verbinden. 
Diese  1 5  geraden  Linien  L  bilden  6  0  dem  Kegelschnitte  G  einbeschriebene 
Sechsecke,  die  mit  den  Buchstaben  P  oder  IT  bezeichnet  werden.  Die- 
selben Buchstaben  sollen  zugleich  dazu  dienen,  die  den  Pascal'schen 
Sechsecken  entsprechenden  Pascal'schen  Linien  auszudrücken. 

Unterdrückt  man  von  den  15  geraden  Linien  L  6,  welche  eines 
von  den  60  PascaPschen  Sechsecken  bilden,  zum  Beispiel  die  Seiten 
des  Sechseckes: 

P=  ahcdef, 

so    bilden  die  9  übrig    bleibenden  Linien  L   nur  drei  von  den    60  Pas- 
c  a  Tschen  Sechsecken ; 

P^=iacelfd,         P'  =  ceadhf.         P"  =  eacfdh. 

Unterdrückt  man  ausserdem  noch 
die  drei  Hauptdiagonalen  des  Pas- 
cal'schen Sechseckes  P,  welche  die 
gegenüber  liegenden  Ecken  paarweise 
verbinden,  so  bleiben  von  den  15 
Linien  L,  wie  die  Figur  zeigt,  die 
6  punktirten  geraden  Linien  zurück, 
welche  zwei  dem  Kegelschnitte  G  ein- 
beschriebene Dreiecke  bilden.  Die 
Seiten  dieser  Dreiecke  sind  bezeichnet 
mit  denselben  Buchstaben,  als  die  ihnen 
gegenüber  liegenden  Ecken. 

Diese  beiden  dem  Kegelschnitte  G  einbeschriebenen  Dreiecke  sind 
nach  einem  bekannten  Satze  einem  anderen  Kegelschnitt  G'  umbeschrieben. 
Es  ist  darum  das  Sechseck  mit  den  auf  einander  folgenden  Seiten  ah' .  .  , 
ein  Brianchon'sches  Sechseck: 
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B  =  (abcdef), 
dessen  Hauptdiagonalen  sich  in  einem  Bri an chon'schen  Punkte  Anschneiden. 


542  39.  lieber  die  Reciprocität  der  Pascal-Steiner'schen  Sätze  etc. 

Dieser  Punkt  K  ist  ein  Kirkman^ scher  Punkt, 

Denn  die  Hauptdiagonalen  des  Brianchon'schen  Sechseckes  B  sind 
nichts  anderes,  als  die  Pascal'schen  Linien  P^,  P\  P'  der  ebenso  be- 
zeichneten Sechsecke. 

Der  Kirkman'sche  Punkt  K  heisse  der  ideale  Pol  der  Pascal'schen 
Linie  P,  und  umgekehrt  soll  die  Pascal'sche  Linie  P  die  ideale  Polare 
des  Kirkman'schen  Punktes  K  genannt  werden,  den  wir  bezeichnen  mit: 

K=P'P'P\ 

In  dieser  Weise  ist  jeder  Kirkman'sche  Punkt  K  definirt  als  der 
ideale  Pol  einer  durch,  ihn  bestimmten  PascaTschen  Linie  P,  wie  umge- 
kehrt jede  Pascal'sche  Linie  als  die  ideale  Polare  eines  bestimmten 
Kirkman'schen  Punktes.  Man  hat  daher  60  Kirkman'sche  Punkte  gleich- 
wie 60  Pascal'sche  Linien, 

Um  den  idealen  Pol  einer,  einem  gegebenen  Pascal'schen  Sechseck 
entsprechenden  Pascal'schen  Linie  zu  construiren,  lässt  man  nach  dem 
Vorhergehenden  von  den  15  Linien  L  die  Seiten  des  gegebenen  Sechs- 
eckes fort.  Die  aus  den  9  übrig  bleibenden  Linien  L  gebildeten  drei 
Pascal'schen  Sechsecke  haben  Pascal'sche  Linien,  welche  sich  in  dem 
gesuchten  idealen  Pole  schneiden.  Ist  umgekehrt  ein  Kirkman'scher 
Punkt  K  gegeben  durch  die  drei  Sechsecke,  P^P' P\  deren  Pascal'sche 
Linien  sich  in  ihm  schneiden,  so  braucht  man  nur  von  den  15  Linien  L 
die  9  Linien  L  fortzulassen,  welche  die  Seiten  der  drei  Sechsecke  bilden. 
Die  übrig  bleibenden  6  Linien  i  bilden  das  Sechseck,  dessen  Pascal'sche 
Linie  P.die  gesuchte    ideale  Polare  des  Kirkman'schen  Punktes  K  ist. 

Aber  auch  die  angenommene  symbolische  Bezeichnung  der  Pascal'schen 
Linien  zu  handhaben,  macht  keine  Schwierigkeit.  Denn  läge  an  Stelle 
von  P  irgend  eine  andere  von  den  60  Pascal'schen  Linien  77  vor: 

n=aßydet, 

SO    hätte    man    nur    die    lateinischen    Buchstaben    in    die    entsprechenden 
griechischen  zu  verwandeln,  um  die  drei  Pascal'schen  Linien: 

77^  =  ayeß'Q^,  H'  =  yeadß'Q,  77"  =  eaytdß 

zu  erhalten,  welche  sich  in  dem  idealen  Pole  der  Pascal'schen  Linie  77 
schneiden.    Von  dieser  Regel  wollen  wir  gleich  eine  Anwendung  machen. 
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2. 

Nach  dem  Vorhergehenden  entsprechen  einer  gegebenen  Pascal'schen 
Linie  drei  andere  PascaTsche  Linien,  welche  sich  in  dem  idealen  Pole 
der  gegebenen  PascaTschen  Linie  schneiden.  Jedem  der  letzteren  ent- 
sprechen wieder  3,  also  in  gewisser  Weise  entsprechen  der  gegebenen 
Pascal'schen  Linie  9  Pascal'sche  Linien,  sodann  27  und  so  weiter. 
Da  aber  die  Zahl  der  PascaPschen  Linien  auf  60  beschränkt  ist,  so 
muss  man  nothwendiger  Weise  endUch  einmal  wieder  auf  einzelne  der 
früheren  zurückkommen.    Untersuchen  wir  daher,  wie  bald  dieses  geschieht. 

Wir  gehen  von  der  PascaTschen  Linie  F  aus  und  ihrem  idealen 
Pole  K: 

Die  idealen  Pole  der  Pascal'schen  Linien  P^,  P\  F"  seien  respective: 

K'  _  po  po  po^  ^  J^'  _  p^  pj  p^^  ^  ^^^  _  p^^  p^^  p^.^  ^ 

indem    man    nach    der    in    dem    vorhergehenden  Abschnitte    angegebenen 
Regel  hat: 

Fl  =  aefcdl,  F\  =  efahcd,  Fl,  =  faedlc, 
Fq^=  calefd,  F[  =  ahcdefy  F[,  =  lcafde, 
Fq  =  ecdahf,  F'i  =  cdefah,  F,,  =  decbfa. 

Da  die  Ausdrücke  von  PJ,  Pj,  Pj'  nur  durch  cyclische  Vertauschungen 
der  Elemente  von  dem  Ausdrucke  P  verschieden  sind,  so  haben  wir: 

Fl  =  F[  =  F';  =  F. 

Das  will  sagen,  dass  die  idealen  Pole  K^,  K\  K''  auf  der  Pascal'schen 
Linie  P  liegen,  oder  ausführlicher  ausgedrückt: 

1.  Bie  idealen  Fole  der  drei  PascaV sehen  Linien,  welche  durch  einen 
Kirkman^ sehen  Funkt  gehen,  liegen  auf  der  idealen  Folare  des  Kirkman' sehen 
Funkte  s. 

Mit  Rücksicht  auf  die  eingeführten  Definitionen  lässt  sich  dieser  Satz 
kürzer  auch  so  aussprechen: 
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2.  Es  liegen  60  mal  3  Kirkman^ sehe  Punkte  K  auf  einer  PascaV sehen 
Linie  P. 

p'[  Dieser    Satz    ist    gerade    der    in    der 

Einleitung   imaginär    abgeleitete    Satz.     Es 

^'  -..,  \  zeigt  sich  aber  hier,  dass  die  gerade  Linie  H 

^^^^..^^\.  dort  nichts  anderes  ist  als  die  Pascal'sche 

p"" -^ 'o  ^^^K        Linie  P.    Die  nebenstehende  Figur  giebt  ein 

Bild  von  der  Lage  der  besprochenen  Punkte 
und  Linien  zu  einander  und  dient  zu- 

^^ ^ Y- P      gleich  für  die  folgende  Untersuchung. 

\\  Bezeichnet  man  die  idealen  Pole 

\  \  der  3  Pascal'schen  Linien  P,  PI,  P?i, 

\o        ^^^^         4'         p,;         4"  ^^I'  welche  sich  in  dem  Kirkman'schen 

Punkte  K^  schneiden,  respective  mit 
Kj  jBTo,  jBTJi,  so  ist  jeder  derselben  der  Schnittpunkt  von  drei  Pascal'schen 
Linien,  deren  Symbole  nach  der  angegebenen  Regel  folgende  sind: 

K     ist  Schnittpunkt  von  P^  P'  P'' 

jBTo     „  „  „        afdehe      fdaceh      dafbee 

K\^    „  „  „       fehacd      ehfdae      Ifecda. 

Da  die  unterstrichenen  Symbole  der  Pascal'schen  Linien  gleich- 
bedeutend sind  mit  dem  Symbole  P^,  so  folgt  hieraus,  wie  vorher,  dass  die 
genannten  drei  Pole  K,  Kl,  K^i  auf  der  Pascal'schen  Linie  P^  liegen, 
dass  letztere  also  die  ideale  Polare  des  Kirkman'schen  Punktes  K^  ist. 
Ebenso  ist  P'  die  ideale  Polare  des  Kirkman'schen  Punktes  K\  und  P'' 
ist  die  ideale  Polare  des  Kirkman'schen  Punktes  K'\  Dieses  beweist 
den  Satz: 

3.  Die  idealen  Polaren  der  3  Kirkman'schen  Punkte,  welche  auf 
einer  PascaV  sehen  Linie  liegen,  schneiden  sich  in  dem  idealen  Pole  der 
PascaV  sehen  Linie. 

Kürzer  ausgedrückt  ist  dieses  der  Kirkman'sche  Satz: 

4.  JEs  schneiden  sich  60  mal  3  PascaV  sehe  Linien  in  einem  Kirk- 
man'schen Punkte. 
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Die  Sätze  1  und  3  durften  allgemeiner  nicht  etwa  so  ausgesprochen 
werden: 

Die   idealen  Pole    von    3  Pas-  Die     idealen    Polaren     von     3 

cal'schen    Linien,     welche     durch  Kirkman'schen   Punkten,    welche 

einen  und  denselben  Punkt  gehen,  auf    einer    geraden    Linie    liegen, 

liegen  auf  einer  und  derselben  ge-  schneiden  sich  in  einem  und  dem- 

raden  Linie.  selben  Punkte. 

Denn  man  weiss  aus  der  Einleitung,  dass  3  Pascal'sche  Linien 
sich  auch  in  einem  Steiner'schen  Punkte  B  schneiden  können.  Die 
Lage  ihrer  idealen  Pole  ist  jedoch  noch  unbekannt.  Ebenso  weiss  man, 
dass  3  Kir km  aussehe  Punkte  auch  auf  einer  Cayley'schen  Linie  C^ 
liegen  können.     Die  Lage  ihrer  idealen  Polaren    ist  ebenfalls  unbekannt. 

Es  wird  sich  nun  darum  handeln,  die  Lage  der  idealen  Pole  von 
3  Pascal'schen  Linien  zu  erforschen,  welche  sich  in  einem  Steiner'schen 
Punkte  B  schneiden,  um  den  ersten  Parallelsatz  möglicher  Weise  zur 
Geltung  zu  bringen.  Man  wird  die  Lage  der  idealen  Polaren  von 
3  Kirkman'schen  Punkten,  welche  auf  einer  Cayley'schen  Linie  liegen, 
zu  untersuchen  haben,  um  den  zweiten  Parallelsatz  zu  prüfen.  Diesen 
Zwecken  werden  die  folgenden  Abschnitte  dienen. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  die  eben  aufgeführten 
Parallelsätze  nur  den  leitenden  Gedanken  für  die  nachfolgenden  Unter- 
suchungen herzugeben  bestimmt  sind.  Auf  Realität  machen  sie  keinen 
Anspruch.  Denn  wenn  auch  die  zu  untersuchende  Lage  der  hervor- 
gehobenen Punkte  und  Linien  eine  solche  ist,  dass  sie  die  Sätze  be- 
stätigt, so  wird  man  doch  Anstand  nehmen  müssen,  die  Sätze  in  so 
grosser  Allgeraeinheit  auszusprechen,  weil  man  nicht  weiss,  ob  nicht 
3  Pascal'sche  Linien  sich  auch  anders  als  in  einem  Kirkman'schen 
oder  Steiner'schen  Punkte  schneiden  können,  und  weil  man  ferner  nicht 
weiss,  ob  nicht  3  Kirkman'sche  Punkte  anders  auf  einer  geraden  Linie 
liegen  können,  als  auf  einer  Pascal'schen  oder  Cayley'schen. 


Von  den  15  geraden  Linien  L,  welche  die  auf  dem  Kegelschnitt  C  ge- 
gebenen 6  Punkte  paarweise  verbinden,  unterdrückten  wir  in  §  1  6  Linien, 

Hesse's  Werke.  69 


546  39.   Ueber  die  Reciprocität  der  Pascal-Steiner'schen  Sätze  etc. 

welche  eines  von  den  60  PascaTschen  Sechsecken  bildeten.  Die  übrig 
bleibenden  9  bildeten  nur  3  von  den  60  PascaTschen  Sechsecken. 
Unterdrücken  wir  jetzt  von  den  15  geraden  Linien  L  w^ieder  6  Linien, 
welche  aber  zwei  dem  Kegelschnitte  G  einbeschriebene  Dreiecke  mit  ver- 
schiedenen Ecken  bilden,  so  lassen  sich  aus  den  9  übrig  bleibenden  ge- 
raden Linien  L  6  von  den  60  PascaTschen  Sechsecken  bilden.  Unter- 
drücken wir  zum  Beispiel  die  punktirten  Seiten  der  beiden  Dreiecke  ace 
und  hdf,  so  lassen  sich  aus  den  übrig  bleibenden  9  geraden  Linien  L 
die  6  Pascal'schen  Sechsecke  bilden: 

P=  ahcdef,  P^==  afcbed,  Pi^  =  adcfeh, 

n  =  ahcfed,  n^  =  afcdeh,  n^^  =  adchef. 

Sämmtliche  6  Sechsecke  sind  gebildet  aus  den  Seiten  und  den  Haupt- 
diagonalen eines  von  ihnen.  Sie  bilden,  wie  in  der  Bezeichnung  ange- 
deutet worden,  zwei  Gruppen  von  3  Sechsecken.  Das  Sechseck  P^  ist 
gebildet  aus  den  geraden  Seiten  und  den  Hauptdiagonalen  des  Sechs- 
ecks P,  und  das  Sechseck  P^^  aus  den  ungeraden  Seiten  und  den  Haupt- 
diagonalen desselben  Sechsecks  P.  Gleiches  gilt  von  der  zweiten  Gruppe. 
Kurz,  man  erhält  aus  einem  dieser  Sechsecke  die  beiden  anderen  der- 
selben Gruppe,  wenn  man  in  demselben  entweder  die  geraden  oder  die 
ungeraden  Seiten  unterdrückt  und  dafür  die  Hauptdiagonalen  substituirt. 

Von  jeder  dieser  Gruppen  Sechsecke  gilt  der  Satz:^) 

5.  Wenn  man  in  einem  gegebenen  PascaV sehen  Sechsecke  die  3  Diago- 
nalen zieht,  welche  die  gegenüber  liegenden  Ecken  verbinden,  so  bilden  die 
geraden  Seiten  und  die  Diagonalen  ein  zweites  PascaV sches  Sechseck  mit 
denselben  Ecken  als  das  gegebene,  ebenso  die  ungeraden  Seiten  und  die 
Diagonalen  ein  drittes  PascaV  sches  Sechseck,  Die  diesen  3  Sechsecken  zu- 
gehörigen PascaV  sehen  Linien  schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte. 

Demnach  schneiden  sich  die  3  Pascal'schen  Linien  P,  P^,  P^  in 
einem  Punkte  R,  und  die  3  Pascal'schen  Linien  Fl,  U^,  U^^  in  einem 
Punkte  P.  Dieses  sind  Stein er'sche  Punkte,  welche  wir  kürzer  be- 
zeichnen können  mit: 

R  =  pp,  Ph,        p=nn,  U,,. 


1)  Hesse,  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie  in  der  Ebene,  p.  119. 


39.   lieber  die  Reciprocität  der  Pascal-Steiner'schen  Sätze  etc.  547 

Von  ihnen  gilt  der  Satz:^) 

6.  Bie  Steiner' selten  Punkte  B  und  P,  welehe  abhängen  von  den  her- 
vorgelwhenen  6  PascaVseJien  Sechsecken,  sind  harmonische  Pole  des  Kegel- 
schnittes^ dem  die  Sechseke  einbeschrieben  sind. 

Da  hiernach  die  20  S t e i n  e r'schen  Punkte  B  und  P  sich  zu  har- 
monischen Polen  des  Kegelschnittes  G  paaren,  so  wird  man,  um  sich 
präciser  auszudrücken,  von  den  10  S  t  e  i  n  e  r'schen  Punktepaaren  B  und  P 
sprechen  können. 

Doch  sehen  wir  ab  von  dem  Satze  6.,  der  hier  nur  im  Zusammen- 
hange aufgeführt  w^orden  ist,  um  später  auf  ihn  Bezug  zu  nehmen,  so 
handelt  es  sich  zunächst  um  die  Feststellung  der  idealen  Pole  der  3  Pas- 
cal'schen  Linien  P,  P^,  P^^,  welche  sich  in  dem  Steiner'schen  Punkte  B 
schneiden. 

Den  idealen  Pol  K  der  PascaPschen  Linie  P  =  abcdef  haben  wir 
in  §  1  unabhängig  von  der  Figur  mit  dem  Zeichen  K=  PP'  P''  eingeführt. 
Da  diese  Bezeichnung  in  dem  vorliegenden  Falle  von  keinem  Nutzen  ist,  so 
verlassen  wir  dieselbe,  indem  wir  auf  die  Construction  des  idealen  Poles  K 
der  PascaPschen  Linie  P  in  §  1  zurückgehen.  Dieser  ideale  Pol  ergab 
sich  dort  als  der  Brianchon'sche  Punkt  des  Sechseckes  5  =  (aftVröV/''), 
welches  dem  Kegelschnitt  G'  umschrieben  ist.  Wir  werden  ihn  mit  Rück- 
sicht auf  die  Figur  bezeichnen  mit: 

K  =  a%'cd'ef\  als  id.  Pol  d.  Pasc.  Linie  P  =  abcdef. 

Diese  Bezeichnung  ist  für  den  vorliegenden  Fall  darum  so  einfach, 
weil  man,  ohne  die  Figur  zu  erweitern,  aus  der  am  Anfange  des  Para- 
graphen gebrauchten  Bezeichnung  der  PascaPschen  Linien  P,  P^,  P^ 
und  77,  77i,  IT^^,  die  Bezeichnung  ihrer  idealen  Pole  K,  K^,  Z^,  Q,  Q^,  Q^^, 
als  Brianchon'sche  Punkte,  einfach  dadurch  erhält,  dass  man  jedem 
Buchstaben  ab  ,  ,  ,  einen  Index  anhängt  w^ie  folgt: 

K=  ab'  c  d'  e  f ,        K^  =  dfcb'ed!,        K^^  =  a  d'  c  f'eb\ 
Q  ==  ab'  c  f  e  d! ,         Q^  =  af'c'd'e'b',         Q^^  =  a  d'c'b'  e  f'. 


1)  „lieber  das  geradlinige  Sechseck  auf  dem  Hyperboloid",  Band  24  des  Crelle'schen  Journals 
p.  43  [diese  Ausgabe,  Seite  60  und  61]  und  Schroeter:  „Steiner'sche  Vorlesungen"  p.  164. 

69^ 
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Diese  Regel  verdankt  man  dem  Umstände,  dass  für  sämmtliche 
6  Sechsecke  P  und  77  die  Dreiecke  ace  und  hdf,  welche  zur  Construction 
ihrer  idealen  Pole  erforderlich  sind,  unverändert  dieselben  bleiben. 

Man  braucht  nach  dem  Vorhergehenden  von  den  6  PascaTschen 
Sechsecken  P  und  77  nur  ein  Sechseck  zu  kennen.  Denn  alle  6  setzen 
sich  zusammen  aus  den  Seiten  des  einen  und  seinen  Hauptdiagonalen. 
Die  übrigen  von  den  60  PascaTschen  Sechsecken  sind  dabei  ausge- 
schlossen. Es  bilden  darum  die  60  PascaTschen  Sechsecke  10  Gruppen 
von  6  Pascal'schen  Sechsecken,  von  welchen  wir  nur  die  eine  Gruppe 
hervorgehoben  haben.  Der  hervorgehobenen  Gruppe  entspricht  ein  einziger 
Kegelschnitt,  den  wir  mit  C'  bezeichnet  haben.     Man  hat  daher  den  Satz: 

7.  Wenn  man  sämmtliche  15  Veroindungslinien  der  Ecken  eines  Pas- 
caV sehen  Sechseckes  construirt,  so  werden  10  mal  6  von  diesen  Verhindungs- 
linien  von  einem  Kegelschnitte  berührt. 

Man  hat  daher  10  solcher  Kegelschnitte  C'  in  erster  Linie  ent- 
sprechend den  10  hervorgehobenen  Gruppen  von  6  PascaTschen  Sechs- 
ecken und  in  zweiter  Linie  entsprechend  den  10  Steiner'schen  Punkte- 
paaren B  und  P. 

4. 

Der  reciproke  Satz  von  dem  als  5.  angegebenen  lehrt,  dass  die 
Brianchon'schen  Punkte  K,  K^,  JT^  auf  einer  geraden  Linie  liegen. 
Es  bedarf  aber  nicht  jenes  reciproken  Satzes;  die  Figur  weist  dasselbe 
auch  nach. 

Bezeichnet  man  nämlich  die  Berührungspunkte  der  Seiten  des 
Brianchon'schen  Sechseckes  B  und  des  Kegelschnittes  C'  mit  gleichen 
Buchstaben  als  die  Seiten,  so  hat  man,  den  6  hervorgehobenen  Brian- 
chon'schen  Sechsecken  entsprechend,  6  dem  Kegelschnitte  C'  einbe- 
schriebene Pascal'sche  Sechsecke: 

p  =  a'b'c'd'ef,         p,  =  afcb'ed\  Pn  =  ad'cfeb\ 

n  =  db'cf'ed!,  n,  =  afcd'eb\  n,,  =  a:d'cb'ef\ 

deren  Pascal'sche  hmi^n  p,  p^,  Pn,  -  •  •  einfach  Polaren  sind  der  Brian- 
chon'schen  Punkte  K,  K^,  K,,, rücksichtlich    des    Kegelschnittes  G\ 
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Da  nach  dem  Satze  5.  die  genannten  Polaren  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  so  liegen  ihre  Pole,  also  jene  Brianchon'schen  Punkte,  auf 
einer  geraden  Linie. 

Da  nun  jedem  der  PascaTschen  Sechsecke  p  des  Kegelschnittes  C' 
auf  der  einen  Seite  ein  PascaTsches  Sechseck  P  des  Kegelschnittes  C, 
auf  der  anderen  Seite  ein  Brian chon'sches  Sechseck  K  entspricht,  so 
entspricht  auch  jedem  Pascal'schen  Sechsecke  P  ein  Brian  chon'sches  K 
und  den  3  Pascal'schen  Sechsecken  P,  deren  Pascal'sche  Linien  P  sich 
in  einem  S t e i n e r'schen  Punkte  B  schneiden,  entsprechen  3  Bri au- 
ch on'sche  Sechseke  K,  deren  Brianchon'sche  Punkte,  das  sind  die 
idealen  Pole  der  3  Pascal'schen  Linien  P,  auf  einer  geraden  Linie  liegen. 
Diese  gerade  Linie  ist  eine  Cayley'sche  Linie  G^,  denn  die  3  idealen 
Pole,  welche  auf  ihr  liegen,  sind  Kirkman'sche  Punkte.  Wir  drücken 
dieses  kurz  so  aus: 

8.  Die  idealen  Pole  der  3  PascaV sclien  Linien,  welche  sich  in  einem 
Steiner  sehen  Punkte  schneiden^   liegen  auf  einer  Catjley^schen  Linie, 

Den  20  St  eine  r'schen  Punkten  entsprechen  in  dieser  Weise  20  Cay- 
ley'sche Linien.  Es  ist  daher  der  angegebene  Satz  ein  anderer  Ausdruck 
für  den  Cayley'schen  Satz: 

9.  Es  liegen  2^  mal  3  Kirkman'sche  Punkte  auf  einer  Gayley  sehen  Linie. 
Die    3  Pascal'schen   Linien,    welche    sich    in    einem    S t e i n e r'schen 

Punkte  schneiden,  sind  die  idealen  Polaren  der  3  Punkte,  welche  auf 
der  Cayley'schen  Linie  liegen.  Desshalb  kann  man  den  Satz  6.  auch 
umkehren  wie  folgt: 

10.  Die  idealen  Polaren  der  3  Kirkman' sehen  Punkte,  welche  auf 
einer  Cayley' sehen  Linie  liegen,  schneiden  sich  in  einem  Steiner  sehen  Punkte. 

Da  nach  den  Sätzen  8.  und  10.  jedem  St  eine  r'schen  Punkte  eine 
ganz  bestimmte  Cayley'sche  Linie  entspricht,  so  wie  umgekehrt  jeder 
Cayley'schen  Linie  ein  ganz  bestimmter  Steiner'scher  Punkt,  so  müssen 
sich  die  20  Cayley'schen  Linien  paaren  in  der  Weise  der  20  St  eine  r'schen 
Punkte.  Präciser  wird  man  daher  von  den  10  Cayley'schen  Linien- 
paaren sprechen  können. 

Das  Cayley'sche  Linienpaar,  auf  welchem  die  K i r k m a n'schen 
Punkte  ^j  /^i,  -BTii  und   77,   TI^,  17^    liegen,    ist  zweifellos  ein  Paar  har- 
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monischer  Polaren  des  Kegelschnittes  G\  Dasselbe  Linienpaar  würde 
natürlich  auch  ein  Paar  harmonischer  Polaren  sein  des  in  der  Einleitung 
angenommenen  idealen  Kegelschnittes.  Ob  dasselbe  Linienpaar  auch  ein 
Paar  harmonischer  Polaren  sei  des  Kegelschnittes  G,  soll  eine  offene 
Frage  sein. 

Die  bis  dahin  als  zweifellos  aufgeführten  Sätze  1.  bis  10.  bekunden 
eine  vollständige  Reciprocität  der  60  PascaTschen  Linien  und  der 
60  Kirkman'schen  Punkte.  Diese  Reciprocität  bleibt  in  dem  gewöhn- 
lichen Sinne  eine  ideale,  so  lange  nicht  ein  Kegelschnitt  gefunden  werden 
kann,  in  Rücksicht  auf  welchen  jede  Pascal'sche  Linie  als  die  gewöhn- 
liche Polare  eines  Kirkman'schen  Punktes  erscheint.  Existirt  ein  solcher 
Kegelschnitt,  so  erstreckt  sich  die  Reciprocität  w^eiter  auf  Steiner'sche 
Punkte  und  Cayley'sche  Linien,  sowie  auf  Steiner'sche  Linien  und 
Salmon'sche  Punkte.  Existirt  aber  ein  solcher  Kegelschnitt  nur  in 
der  Idee,  so  wird  die  Prüfung  des  in  der  Einleitung  nur  unter  einer 
gewissen  Voraussetzung  ausgesprochenen  Reciprocitätsgesetzes  schon  bei 
den  Steiner'schen  Punkten  R  und  den  ihnen  unzweideutig  entsprechenden 
Cayley'schen  Linien  C^  zu  beginnen  haben,  wie  folgt: 

Da  nach  8.  die  idealen  Pole  der  3  Pascal'schen  Linien,  welche  sich 
in  einem  S t e i n e r'schen  Punkte  schneiden,  auf  einer  Cayley'schen  Linie 
liegen,  so  wird  man  diese  gerade  Linie  für  die  ideale  Polare  des  Steiner^ sehen 
Punktes  zu  nehmen  haben.  Da  nach  10.  die  idealen  Polaren  der  3  Kirk- 
man'schen Punkte,  w^elche  auf  einer  Cayley'schen  Linie  liegen,  sich  in 
einem  Steiner'schen  Punkte  schneiden,  so  wird  letzterer  als  der  ideale 
Pol  der  Cayley' sehen  Linie  zu  definiren  sein. 

Auf  Grund  dieser  Definition  entspricht  jedem  Steiner'schen  Punkte 
als  idealem  Pole  eine  ganz  bestimmte  Cayley'sche  Linie  als  ideale  Polare 
und  umgekehrt. 

Es  hat  aber  Salmon  an  der  bezeichneten  Stelle  bewiesen,  dass  auf 
einer  Cayley'schen  Linie  nicht  allein  3  Kirkman'sche  Punkte  liegen 
(deren  ideale  Polaren  sich  in  dem  Pole  der  Cayley'schen  Linie  schneiden), 
sondern  dass  auf  derselben  Cayley'schen  Linie  auch  ein  S t e i n e r'scher 
Punkt  liegt.  Da  nun  der  ideale  Pol  der  Cayley'schen  Linie  auch  ein 
S t e i n e r'scher  Punkt  ist,  so  entsprechen  2  Steiner'sche  Punkte  ein- 
ander, als  Pol  einer  Cayley'schen  Linie  und  als  Punkt  auf  ihr,    und  es 
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entsteht   die  Frage,    ob    hiernach    die    20  Steiner'schen  Punkte  sich   in 
dem  Sinne  paaren,  wie  in  §  3. 

Die  3  Kirkman'schen  Punkte  und  der  Steiner'sche  Punkt,  welche 
auf  derselben  Cayley'schen  Linie  liegen,  haben  ideale  Polaren,  von  welchen 
man  weiss,  dass  die  3  ersteren  sich  in  dem  idealen  Pole  der  Cayley'schen 
Linie  schneiden.  Soll  nun  der  ideale  Pol  im  weiteren  Sinne  seinen  Namen 
verdienen,  so  wird  nachzuweisen  sein,  dass  auch  die  ideale  Polare  des 
genannten  Steiner'schen  Punktes  durch  ihn  geht. 

Die  zuletzt  angeregte  Untersuchung  lässt  sich  auch  auf  einem 
anderen  Wege  durchführen.  Da  nämlich  nach  Salmon  durch  einen 
gegebenen  Steine  r'schen  Punkt  nicht  allein  3  P  a  s  c  a  l'sche  Linien  gehen, 
deren  ideale  Pole  auf  der  idealen  Polare  des  gegebenen  Steiner'schen 
Punktes  liegen,  sondern  auch  eine  Cayley'sche  Linie,  so  entsteht  die 
Frage,  ob  auch  der  ideale  Pol  der  Cayley'schen  Linie  auf  der  idealen 
Polare  des  gegebenen  Steiner'schen  Punktes  liegt. 

Diese  Fragen  sollen  in  dem  folgenden  Paragraphen  beantwortet 
werden. 

5. 

Wir  gehen  von  dem  Steiner'schen  Punkte  P  des  §  3  aus: 

in  welchem  sich  die  Pascal'schen  Linien  schneiden,    die  dort  bezeichnet 
w^urden  mit: 

/7=  ahcfed,  TI^  ==  afccleb,  IT^^  =  adchef, 

Ihre  idealen  Pole  bezeichnen  w^ir  mit: 

q^w  TT  n'\       Q,  =  /7?  n\  /j;;      q,,  =  nt,  n\,  n;, , 

indem  wir  nach  der  in  Paragraph   1   angegebenen  Regel  haben: 

W  =acebdf,  IT    ==  ceafbd,  FI"  =  eacdfh, 

nl  =  acefbd,  n[  =  ceadfb,  /Jj'  =eacbdf', 

77;",  =  acedfb,  n\^  =  ceabdf,  n{^  =  eacfbd. 
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Die  3  idealen  Pole  Q^  Q^^  Qu  stellen  wir  zusammen  mit  dem 
Steiner'schen  Punkte: 

der  mit  dem  Steiner'schen  Punkte  P,  von  dem  wir  ausgingen,  ein  Paar 
von  den  10  Steiner'schen  Punktepaaren  bildet,  und  wiederholen  die 
Bedeutung  der  Pascal'schen  Linien: 

P==  abcdef,         P^==:  afcbed,  Pj^  =  adcfeb. 

Von  diesen  4  Punkten,  den  3  Kirkman'schen  Punkten  (),  öu  Qu 
und  dem  Steiner'schen  Punkte  B^  hat  Salmon  in  den  oben  ange- 
gebenen Noten  nachgewiesen,  dass  sie  auf  einer  und  derselben  Cay- 
ley'schen  Linie  liegen.  Es  wird  dieses  sogleich  ersichtlich,  wenn  man 
die  hier  eingeführte  Bezeichnung  in  die  Salmon'sche  überträgt.  Auf 
den  Beweis  gehen  wir  nicht  weiter  ein.  Denselben  Satz  drücken  wir 
aber  so  aus: 

11.  Pie  ideale  Polare  eines  jeden  Steiner^ sehen  Punktes  geht  durch 
seinen  GegenpunM,  der  mit  ihm  ein  8teiner\sches  Punktepaar  bildet. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  umkehren  wie  folgt: 

12.  Per  ideale  Pol  einer  jeden  Cayley  sehen  Linie  liegt  auf  ihrer 
Gegenlinie,  welche  mit  ihr  ein  Cayley  sches  Linienpaar  bildet. 

Hiermit  ist  die  erste  am  Ende  des  vorhergehenden  Paragraphen 
aufgeworfene  Frage  entschieden,  dass  der  Pol  einer  Cayley'schen  Linie 
und  der  Steiner'sche  Punkt  auf  ihr  sich  paaren  in  dem  Sinne  wie 
Paragraph  3.  Aber  auch  die  anderen  erhobenen  Fragen  werden  durch 
die  angegebenen  Sätze  beantwortet. 

Wir  begnügen  uns,  eine  gewisse  Art  der  Reciprocität  der  Pas- 
cal'schen Linien  und  der  Steiner'schen  Punkte  mit  den. Kirkman'schen 
Punkten  und  den  Cayley'schen  Linien  in  dem  Vorhergehenden  nachge- 
wiesen zu  haben.  In  der  Voraussicht  eines  Kegelschnittes,  für  welchen 
jenes  ideale  Reciprocitätsverhältniss  ein  reelles  wird,  unternehmen  wir  es 
nicht  weiter,  das  ideale  Reciprocitätsverhältniss  auch  auf  Steiner'sche 
Linien  und  Salmon'sche  Punkte  auszudehnen. 

Aber  selbst  in  dem  Falle,  dass  der  ersehnte  Kegelschnitt  existirt, 
umschwebt  die   von  den  genannten  Linien  und  Punkten    gebildete  Figur 
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eine  gewisse  Unklarheit.  Sie  besteht  darin,  dass  man  zwar  a  posteriori 
erkennt,  dass  eine  Figur  mit  den  beschriebenen  Eigenschaften  besteht, 
dass  man  aber  a  priori  nicht  einsieht,  warum  eine  solche  Figur,  abge- 
sehen von  den  Pascal'schen  Sechsecken,  bestehen  muss.  Die  Lage  der 
10  Steiner'schen  Punktepaare  und  der  15  Steine r'schen  Linien  zu 
einander  ist  bekannt.^)  Der  reciproke  Satz  von  dem,  welcher  ihre  Lage 
verdeutlicht,  zeigt  an,  wie  die  10  Cayley'schen  Linienpaare  und  die 
15  Salmon'schen  Punkte  zu  einander  liegen. 

Es  fehlt  zur  Zeit  jedoch  ein  Bild  für  die  Pascal'schen  Linien 
und  die  K i r k m a n'schen  Punkte.  Ein  zu  erfindender  Satz,  der  die 
Endeigenschaften  der  Figur  im  Auge  hat,  wird  dieses  Bild  deutlich 
machen  können. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  eine  Idee  entwickeln,  wie  ältere  fran- 
zösische Forschungen  von  Lag  ränge  und  V  ander  monde  über  die  Auf- 
lösung der  Gleichungen  des  sechsten  Grades  sich  wohl  in  Zusammenhang 
bringen  lassen  werden  mit  den  in  der  Einleitung  hervorgehobenen  Sätzen. 


Wenn  man  sich  die  6  Ecken  des  Pascal'schen  Sechsecks  bestimmt 
denkt  durch  den  Schnitt  einer  Curve  zweiter  Ordnung  und  einer  Curve 
dritter  Ordnung,  welche  durch  ihre  Gleichungen  /'=  0  und  q)  =  0  ge- 
geben seien,  so  drücken  die  in  dem  Vorhergehenden  besprochenen  Sätze, 
algebraisch  aufgefasst,  Eigenschaften  der  Wurzeln  der  gegebenen  beiden 
Gleichungen  aus.  Der  Pascal'sche  Satz  ist  zwar  unsymmetrisch  in  Rück- 
sicht auf  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichungen;  er  wird  aber  sym- 
metrisch, w^enn  man  das  ganze  System  der  60  Pascal'schen  Linien  in 
das  Auge  fasst.  Die  Gleichung  dieses  Systems  wird  vom  sechzigsten  Grade 
und  lässt  sich  wegen  der  Symmetrie  der  Wurzeln  rational  durch  die 
Coefficienten  in  den  gegebenen  Gleichungen  ausdrücken. 

Da  das  System  der  10  Steiner'schen  Punktepaare  symmetrisch  liegt 
gegen  die  6  Ecken  des  Pascal'schen  Sechsecks,^)  so  wird  sich  dasselbe 
durch  eine  Gleichung  des  zwanzigsten  Grades  rational  in  den  Coefficienten 


1}  Bd.  41  des  Crelle'schen  Journals,  pag.  269  [No.  17  dieser  Ausgabe,  Seite  253]. 
2)  Ebendaselbst. 
Hesse's  Werke.  70 
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der  gegebenen  Gleichungen  ausdrücken  lassen.  Nimmt  man  jedoch  an 
Stelle  der  10  Steiner'schen  Punktepaare  10  neue  Steiner'sche  Linien  P, 
von  welchen  jede  ein  Punktepaar  verbindet,  so  lässt  sich  das  System 
der  10  Steiner'schen  Linien  P  durch  eine  in  den  Coefficienten  der  ge- 
gebenen Gleichung  rationale  Gleichung  P  =  0  des  zehnten  Grades  dar- 
stellen. Ebenso  stellt  sich  das  System  der  15  Steiner'schen  Linien  S^ 
als  eine  rationale  Gleichung  5,.  =  0  des  fünfzehnten  Grades  dar.  Es  sind 
dieses  allerdings  Gleichungen  mit  zwei  UnbekannteUj  die  aber  das  Gemein- 
same mit  den  Gleichungen  von  einer  Unbekannten  haben,  dass  sie  sich 
in  lineare  Factoren  der  Unbekannten  zerlegen  lassen. 

Diese  Gleichungen  des  zehnten  und  fünfzehnten  Grades  scheinen 
mir  für  die  Auflösung  der  gegebenen  Gleichungen  f=0  und  c/5  =  0, 
welche  sich  ja  auf  eine  Gleichung  des  sechsten  Grades  zurückführen 
lässt,  das  Analogen  von  dem  zu  sein,  was  die  Resolventen  von 
Lagrange  ^)  und  Vandermonde  des  zehnten  und  fünfzehnten  Grades 
für  die  Gleichung  des  sechsten  Grades  sind.  Die  Grade  der  Gleichungen 
wenigstens  stimmen  überein,  und  die  Coefficienten  in  ihnen  sind  in 
beiden  Fällen  rationale  Ausdrücke  gegebener  Grössen.  Die  folgende 
Behandlung  einer  biquadratischen  Gleichung  wird  diese  Ansicht  weiter 
unterstützen. 

Die  Aufgabe,  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  aufzulösen, 
führt  auf  die  Factorenzerfällung  einer  einzigen  Gleichung  mit  zwei  Unbe- 
kannten zurück.  Denn  wenn  man  die  gegebenen,  homogen  gemachten 
Gleichungen  vom  pten  und  g^ten  Grade: 

f{x,  y,  z)  =  0,         ^)  {x,  y,  z)  =  0, 

mit  der  Gleichung  eines  Punktes  in  Liniencoordinaten  u^  v,  w, 

Ä^ux  -\-  vy  -]-  WZ  =  0, 

zusammenstellt  und  die  Unbekannten  x,  y,  z  eliminirt,  so  erhält  man 
eine  Resultante: 

i^=  0, 


1)  Lagrange,   Traite  de   la  resolution  des  equations   numeriques,   pag.  262   [der  Ausgabe 
V.  J.  1808;  Note  13,  No.  29  und  41;  Oeuvres  de  Lagrange,  voL  VIII,  pag.  313  und  327]. 
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die  sich  in  pq  Factoren  zerlegen  lässt,  und  die  Coefficienten  von  u,  v,  w  in 
jedem  Factor  werden  die  homogenen  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichungen 
sein.  Die  Resultante  ist  frei  von  jedem  überflüssigen  Factor,  wenn  sie 
in  Rücksicht  auf  die  Coefficienten  in  der  einen  gegebenen  Gleichung  von 
dem  Grade  der  anderen  ist. 

Es  ist  zu  bedauern,  dass  man  noch  kein  Gesetz  kennt,  nach  welchem 
die  von  überflüssigen  Factoren  freie  Determinante  gebildet  werden  kann. 
Diesem  Mangel  an  Eliminationsmitteln  ist  es  vornehmlich  zuzuschreiben, 
dass  die  bekannten  Sätze  aus  der  Theorie  der  Gleichungen  mit  einer 
Unbekannten,  welche  sich  als  Sätze  aus  der  Geometrie  auf  der  geraden 
Linie  auffassen  lassen,  nicht  auf  die  Ebene  und  den  Raum,  das  ist,  auf 
Gleichungen  mit  2  und  mehreren  Unbekannten  ausgedehnt  worden  sind  — 
eine  Ausdehnung,  zu  welcher  „das  Uebertragungsprincip  aus  der  Ebene  in 
die  gerade  Linie  und  umgekehrt"^)  ein  geeignetes  Mittel  zu  sein  scheint.  — 

In  dem  Falle,  dass  die  gegebenen  Gleichungen  beide  vom  zweiten 
Grade  sind,  verschwindet  die  Determinante: 

f{^l    f{y\    f{ß) 

cf(x\     ip{y\      ip{z) 

Uy  Vy  W 

zugleich  mit  f,  cp  und  Ä,     Eliminirt   man  deshalb  aus  den  Gleichungen: 

/'^O,  99=0,  z/=0, 

die    Potenzen    und    Producte    der   Variabein  x,   y,   z,    wie    aus    linearen 
Gleichungen,   so  erhält  man  die  gesuchte  Resultante  vom  vierten  Grade: 

ß=  0, 

die  4  Punkte  in  der  Ebene  darstellt. 

Durch  diese  4  Punkte  lassen  sich  3  Linienpaare  legen.  Für  den 
Schnittpunkt  eines  jeden  der  3  Linienpaare  existiren  die  Gleichungen: 

f  (^)  ^p  {y)  —  f{y)  ^'  (^)  =  0. 


j  = 


1)  Band  66  des  Crelle'schen  Journals,   p.  15   und  Zeitschrift   für  Mathematik   und  Physik, 
XT,  p.  417  [No.  38  dieser  Ausgabe]. 
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Eliminirt  man  nun  aus  diesen  Gleichungen  und  aus  den  Gleichungen: 

die   Potenzen    und   Producte    der  Unbekannten  x,  y^  z   wie    aus    linearen 
Gleichungen,  so  erhält  man  eine  Gleichung  des  dritten  Grades: 

welche  die  genannten  3  Schnittpunkte  ausdrückt. 

Diese  Gleichung  8  =  ^  des  dritten  Grades  ist  zweifellos  die  Resol- 
vente der  Resultante  jB  =  0  vom  vierten  Grade.  Die  4  Factoren  der 
letzten  Gleichung  setzen  sich  aus  den  3  Factoren  der  ersten  Gleichung 
linear  zusammen,  wie  die  Wurzeln  einer  biquadratischen  aus  den  Wurzeln 
ihrer  Resolvente. 

Heidelberg,  im  December  1867. 


40. 

Ein  Determinantensatz. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.    Band  69,  Seite  319  —  322.] 


Die  Determinante  Ä: 

ist  eine  lineare  Function  einer  beliebigen  Verticalreihe  und  eine  lineare 
Function  einer  beliebigen  Horizontalreihe  ihrer  Elemente;  sie  ist  in  Rück- 
sicht auf  beide  Elementenreihen,  die  wir  als  Variable  betrachten  wollen, 
von  der  zweiten  Ordnung,  wie  sich  dieses  in  der  Entwicklung  der  Deter- 
minante Ä  zeigt: 

Wenn  wir  nun  B  definiren  durch  die  Gleichung: 
2.  B  =  —, 

SO  lässt  sich  die  Determinante  Ä  durch  B  und  die  variabeln  Elemente 
so  ausdrücken: 

Ä  =  Bal-2^aU',^ 

Um  dem  rechten  Theile  dieser  Gleichung  eine  andere  Form  zu 
geben,  definiren  wir  das  Product  P  aus  zwei  in  Rücksicht  auf  die 
variabeln  Elemente  linearen  Factoren  wie  folgt: 

y^    daP  l    dat 
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indem    wir    unter  a  und  /?,    wie    vorhin    unter  p  und  qi,    irgend  welche, 
selbst  gleiche,  Zahlen  verstehen  aus  der  Reihe  0,   1,  ...  n. 
Man  hat  also 

kX  daP    aa^ 
Es  ist  nun  ein  bekannter  Determinantensatz: 

dB      dB         dB      dB        ß  ^J^  ^  _  ß     ^'^ 


a/      da^         dJ^      da\  ^(^t^(^t  ^^i^^t 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  ala^  und  addirt  die  Summe 
der  Gleichungen,  rücksichtlich  x  und  l  genommen,  zu  der  vorhergehenden, 
so  erhält  man: 


daP  ^^  dar  ^^  ^^n^K 


dB 


Addirt  man    endlich  diese  Gleichung   zu  der   mit  — j  multiplicirten 

daP 

a 

Gleichung,  welche  die  letzte  Entwicklung  der  Determinante  Ä  darstellte, 
so  erhält  man: 

daß  daß  ^l  daPda^ 

a  a  a        X 

eine  Gleichung,    welche    auf  Grund    der  Definitionen  (1),  (2),  (3)    besteht. 
Diese  Determinantengleichung  scheint   mir  wichtig   besonders  wegen 
der    Folgerungen,    die    sich    daraus    ziehen   lassen.     Denn    wenn    B    ver- 
schwindet, so  hat  man: 

5.  A  ^^4  =  -P. 

daP 

a 

Es  beweist  dieses  den  Satz: 

6.    Wenn  eine  Determinante  ^  =  -2'±ö^o<^{  ...  <  gegeben  ist,    deren 
Unterdeterminante  - —  verschwindet,    so   zerfällt   die  gegebene  Determinante 

in  zwei  Factoren  von  der  Form: 

A  =  (Kai  +  A^af  +  .  •  •  +  Kai)  (l'K  +  A^aJ  ^ h  ra;). 
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Um  ZU  specialisiren ,  wollen  wir  annehmen,  dass  p  =  qz=zn  und 
a  =  ß  =  n  —  l  seien.  Alsdann  wird  B  ==  :E-±:ala\  ...  alz\ ,  und  die 
ausführliche  hingeschriebene  Gleichung  (5)  ist: 

-A^^-\^^^    «"-4-     '^    ö»^  -4-     ^^    ««    1 


Man  wird  bemerken,    dass  jeder    der   beiden  Factoren    des    rechten 

Theiles  der  Gleichung  sich  wieder  als  eine  Determinante  darstellen  lässt. 

Nimmt  man  ferner  an,  dass  B  eine  symmetrische  Determinante  sei, 

dass    nämlich    sämmtliche    Elemente    in    ihr    a^=  af   seien,    so    ist    auch 
9  7?           0  7? 
—-J-  = .      In    diesem    Falle    werden    die  Coefficienten    in    dem    einen 

Factor  den  correspondirenden  Coefficienten  des  anderen  Factors  gleich. 
Nimmt  man  endlich  an,  dass  die  Determinante  Ä  eine  symmetrische 
sei,  woraufhin  auch  die  Determinante  B  symmetrisch  sein  wird,  so  wird 
der  rechte  Theil  der  Gleichung  (7)  ein  Quadrat,  und  man  hat  zu  (6) 
den  Zusatz: 

8.  Wenn  eine  Determinante  Ä  =  ^-^ala\  ...  al  symmetrisch  ist, 
und  wenn  die  Unterdeterminante  B  =  :Z-^ala\  ...  a^l}  verschwindet,  so 
ist  die  Determinante  Ä  ^das  Quadrat  einer  linearen,  homogenen  Function 
der  n  Variahein  al  =  al,  a'l  =  al,  ...  <_i  =  al'^.^) 

Ich  will  nicht  unterlassen,  auf  ein  Paradoxon  aufmerksam  zu  machen,^ 
welches  sich  mir  bei  Prüfung  der  dargelegten  Determinantensätze  aufdrängte. 

Wenn  ich  weiter  keine  Voraussetzungen  mache,  als  dass  in  der 
Determinante  sei:  (2j^=0,  und  dass  B  =  2-±:ala\  ...  alzX^  so  ist  die 
Entwickelung  der  Determinante: 

Ji  —  —  ^  — -y  a^  a^ , 

xX  da% 


1)  Den  Satz  (8)  findet  man  von  Herrn  Weierstrass  bewiesen  in  dem  Monatsberichte  der 
Königl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  4.  März  1858,  p.  211.  Denn  seine  von  einem 
Factor   abgelöste   Function  ^^  =  2'ßyj/'(s„)c(^  ^^  ^^,   welche   er   als   das    Quadrat   einer   linearen 

Function  darstellt,  ist,  wenn  man  a^  =  ^O'  ^^i*  ==  ^i  j  •  •  •  ^^Z—i  —  ^n—\  ^^^  ^C  —  ^  setzt, 
die  symmetrische  Determinante  Ä,  deren  Unterdeterminante  B  =  f{Sr^  verschwindet. 
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0  7? 

und   die  r^  ünterdeterminanten  — ^  von  B,   welche   als  Coefficienten   in 

der  Entwickelung  auftreten,  sind  eben  so  willkürlich  als  die  w  Elemente, 
aus  welchen  die  Determinante  B  besteht.  Ich  kann  daher  eine  jede 
Summe  von  der  angegebenen  Form,  welche  Werthe  auch  die  Coefficienten 

/>  TD 

- —  haben,  im  Allgemeinen  als  eine  Determinante  A  darstellen. 

Wenn  ich  nun,  um  von  der  Gleichung  (7)  Gebrauch  zu  machen,  die 
unter  der  Voraussetzung  5=0  besteht,  bemerke,  dass: 

so  sehe  ich,  dass  es  nur  der  einzigen  Bedingung  bedarf: 

^  ,   ^    1^ ^J^  =  0 

um  die  angegebene  Summe  in  zwei  Factoren  zu  zerlegen,  wozu  doch 
bekanntlich  mehrere  Bedingungen  erforderlich  sind. 

Um  dieses  Paradoxon  aufzuklären,  sage  ich  mir,  dass  die  bezeichnete 
Summe  sich  immer  als  eine  Determinante  darstellen  lässt,    ausgenommen 

dB 

gleichung 

^  ,   ^    ^  dB    ^  Q 

genügen.  In  diesem  Falle  giebt  es  keinen  Determinantenausdruck  für 
die  Summe.  Sie  lässt  sich  aber  wieder  als  eine  Determinante  darstellen, 
wenn  noch  andere  Bedingungen  hinzutreten,  auf  Grund  deren  sie  in 
zwei  Factoren  von  der  angegebenen  Form  zerfällt. 


in  dem  Falle,  wenn  die  Coefficienten  — ^  in  ihr  der  einzigen  Bedingungs- 


4L 

Note  über  die  acht  Schnittpunkte  dreier  Oberflächen 

zweiter  Ordnung. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.    Band  73,   Seite  371.     Vorher  fran- 
zösisch, in  etwas  anderer  Fassung,  in:  Bulletin  des  sciences  mathematiques  etc.  par  Darboux, 

Band   1,   Seite   196— 197   erschienen.] 


Bei  Gelegenheit  meiner  Untersuchungen  über  die  acht  Schnittpunkte 
dreier  Oberflächen  zweiter  Ordnung  im  zwanzigsten  Bande  des  Crelle'schen 
Journals  habe  ich  das  daselbst  p.  307^)  sich  findende  Theorem  14  auf- 
gestellt, welchem  man  folgende  etwas  elegantere  Form  geben  kann. 

Theorem. 

„Irgend  sechs  Schnittpunkte  dreier  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
lassen  sich  betrachten  als  die  Ecken  eines  Sechsecks  im  Räume.  Die 
drei  von  einem  beliebigen  Punkte  ausgehenden  geraden  Linien,  von 
welchen  jede  ein  Paar  gegenüber  liegender  Seiten  des  Sechsecks  schneidet, 
bestimmen,  wenn  man  ihre  Schnittpunkte  in  der  Reihenfolge  der  Seiten 
des  Sechsecks  verbindet,  ein  dem  Sechseck  einbeschriebenes  Sechseck, 
welches  auf  einem  Hyperboloid  liegt.  Die  beiden  in  gleicher  Weise  aus 
dem  siebenten  und  achten  Schnittpunkte  der  drei  Oberflächen  dem  Sechs- 
ecke im  Raum  einbeschriebenen  Sechsecke  liegen  auf  einem  und  dem- 
selben Hyperboloid." 


1)  [Seite  49  dieser  Ausgabe.] 
Hesse's  Werke.  71 
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In  dieser  Darstellung  erkennt  man  sogleich,  dass  das  Theorem  eine 
Ausdehnung  des  PascaTschen  Theorems  vom  Hexagrammum  mysticum  ist. 

Denn  wenn  das  erste  Sechseck  im  Räume  ein  Sechseck  in  der  Ebene 
wird,  so  fallen  die  beiden  aus  dem  siebenten  und  achten  Schnittpunkt 
construirten  einbeschriebenen  Sechsecke  zusammen,  und  jedes  derselben 
wird  ein  Dreieck,  dessen  Ecken  die  Schnittpunkte  der  gegenüber  liegenden 
Seiten  des  ersten  Sechseckes  sind.  Da  nun  nach  dem  Theoreme  die 
Seiten  dieses  Dreieckes  auf  einem  Hyperboloid  liegen,  so  müssen  die- 
selben in  eine  gerade  Linie,  die  Pascal'sche  Linie  des  ersten  Sechseckes, 
fallen,  weil  kein  Hyperboloid  ein  Dreieck  aufweisen  kann,  dessen  Seiten 
auf  seiner  Oberfläche  liegen. 

München,  im  Mai  1871. 


42. 


Ueber  das  Problem  der  drei  Körper. 

[Abhandlungen  der  mathematisch-physikalischen  Classe  der   k.  bayerischen  Akademie  der 
"Wissenschaften,  Band  11,  I.  Abtheilung,   Seite  53  —  80;  Journal  für  die  reine  und  ange- 
wandte Mathematik,  Band  74,   Seite  97  — 115.]i) 


1. 

Unter  dem  Probleme  der  drei  Körper  hat  man  Folgendes  zu  ver- 
stehen. Drei  Körper  ohne  Ausdehnung,  zusammengedrückt  auf  Punkte, 
aber  mit  gegebenen  Massen  erfüllt,  seien  aus  gegebenen  Anfangslagen 
in  irgend  welchen  gegebenen  Richtungen  mit  gegebenen  Geschwindig- 
keiten in  den  leeren  Raum  hingeworfen.  Auf  diese  Körper  wirke  nichts 
ein,  als  das  Newton'sche  Gesetz,  welches  sagt,  dass  die  Körper  sich 
gegenseitig  anziehen  proportional  ihren  Massen  und  umgekehrt  propor- 
tional den  Quadraten  ihrer  Entfernungen.  Es  soll  der  Ort  eines  jeden 
Körpers  für  jede  beliebige  Zeit  gefunden  werden. 

So  ausgedrückt  erscheint  das  Problem  sehr  complicirt.  Denn  es 
hängt,  abgesehen  von  den  Massen  der  Körper,  ab  von  18  Daten,  von 
den  9  Coordinaten  der  drei  Körper  in  den  Anfangslagen  und  von  den 
Richtungen  und  den  Grössen  ihrer  anfänglichen  Geschwindigkeiten, 
welche    ebenfalls    durch     9    Grössen    ausgedrückt    werden    können.      In 


1)  [Vergl.  zu  dieser  Abhandlung  die  Anmerkung  am  Schiasse  des  Bandes.] 

71^ 
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D'Alembert'schen  Gleichungen  ausgedrückt,  welche  die  hervorgehobenen 
18  Daten  unberücksichtigt  lassen,  wird  das  Problem  aber  einfach.  Es 
hängt  nämlich,  wenn  man  die  Newton'sche  Kraft,  mit  welcher  zwei 
Masseneinheiten  in  der  Einheit  der  Entfernung  sich  anziehen,  als  Kraft- 
einheit nimmt,  einzig  und  allein  ab  von  den  gegebenen  Massen  der  drei 
Körper,  also  von  3  Daten.  Und  dieses  ist  im  Vereine  mit  der  Symmetrie 
des  Problems  w^ohl  auch  der  Grund  der  grossen  Anziehungskraft,  welche 
das  Problem  auf  jeden  Mathematiker  ausübt. 

Die  D'Alembert'schen  Gleichungen  sind  Differentialgleichungen,  von 
welchen  man  sich  die  Vorstellung  zu  machen  hat,  dass  sie  aus  den 
9  Gleichungen,  welche  das  Problem  vollständig  lösen,  dadurch  hervor- 
gegangen sind,  dass  man  sie  nach  der  Zeit  ^  differentiirt  und  die  18  Daten 
eliminirt.  Geht  man  daher  von  den  9  D'Alembert'schen  Differential- 
gleichungen aus,  so  sieht  man,  ohne  die  Gleichungen  selbst  aufzustellen, 
sogleich  ein,  dass  man  zur  Lösung  des  Problems  der  drei  Körper 
18  Integrationen  zu  machen  hat,  welche  die  D'Alembert'schen  Vernach- 
lässigungen wieder  einbringen  müssen. 

Von  den  18  Integralen,  welche  das  Problem  der  drei  Körper  ver- 
langt, kennt  die  analytische  Mechanik  nur  10.  Sechs  davon  sind  her- 
genommen aus  dem  Principe  der  Erhaltung  des  Schwerpunktes.  Drei 
Integrale  gibt  das  Princip  der  Erhaltung  der  Flächenräume  und  ein 
Integral  die  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft.  Es  fehlen  darum  bis  zur 
Zeit  noch  acht  Integrale.  Denn  das  Princip  des  letzten  Multiplicators 
von  Jacobi,  welches  allerdings  ein  Integral  aufstellen  lehrt,  macht  Vor- 
aussetzungen, die  man  noch  nicht  erfüllen  kann. 

Auf  ein  neues  Integral  kann  man  dadurch  kommen,  dass  man  aus 
den  9  D'Alembert'schen  Differentialgleichungen,  selbst  mit  Zuziehung 
der  bekannten  10  Integrale,  eine  Differentialgleichung  herstellt,  welche 
für  sich  integrirbar  ist  und  in  der  That  lassen  sich  vielfältige  Zusammen- 
stellungen der  Art  machen.  Das  daraus  sich  ergebende  Integral  wird 
aber  nur  dann  ein  neues  sein,  wenn  es  sich  aus  den  bekannten  10  Inte- 
gralen nicht  zusammensetzen  lässt. 

Die  Untersuchung,  ob  das  gefundene  Integral  ein  neues  sei,  kann 
unter  Umständen  wieder  auf  erhebliche  Schwierigkeiten  stossen,  so  dass 
man    wünschen    muss,    solchen    Untersuchungen    ganz    enthoben    zu    sein. 
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In  diesem  Wunsche  —  wohl  auch  in  der  vergeblichen  Hoffnung,  einem 
von  den  noch  fehlenden  acht  Integralen  auf  die  Spur  zu  kommen  — 
habe  ich  die  folgende  Arbeit  unternommen.  Sie  bezweckt  nichts  weiter, 
als  die  Lösung  des  Problems: 

Problem. 

Aus  den  Differentialgleichungen  des  Problems  der  drei  Körper  und 
ihren  bekannten  Integralen  symmetrisch  gebildete  Differentialgleichungen  ab- 
zuleiten,  von  welchen  eine  jede  auf  eines  von  den  bis  zur  Zeit  noch  fehlenden 
Integralen  der  drei  Körper  führen  muss. 

Auf  dieses  Problem  bin  ich  geführt  worden  durch  das  Studium  des 
Problems  zweier  Körper,  dessen  Resultate  niedergelegt  sind  in  dem  An- 
hange meiner  Raumgeometrie,  2.  Auflage,  Leipzig,  Teubner  1869.  Von 
dort  aus  will  ich  auch  die  leitenden  Gedanken  hernehmen,  welche  die 
nachfolgenden  weiteren  Entwickelungen  rechtfertigen  sollen. 

2. 

Das  Problem  zweier  Körper  verlangt  zu  seiner  vollständigen  Lösung 
12  Integrationen.  Da  die  Principe  der  Mechanik  10  von  diesen  Inte- 
grationen leisten,  so  fehlen  noch  2  Integrale. 

Ich  machte  daher  den  Versuch,  eine  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  in  symmetrischer  Weise  aus  den  sechs  gegebenen  Differential- 
gleichungen und  ihren  zehn  Integralen  zusammen  zu  stellen,  welche  die 
beiden  fehlenden  Integrale  umschliessen  sollte.  Der  Versuch  missglückte, 
wie  man  sogleich  sehen  wird. 

Als  engeres  Problem  zweier  Körper  kann  man  die  Frage  nach  dem 
Radiusvector  r,  welcher  die  Körper  von  den  Massen  m^  und  m^  und  der 
Gesammtmasse  h!^  =  M  =  m^  -\-  m^^  verbindet,  als  Function  der  Zeit  auf- 
fassen; dieses  engere  Problem  führt,  wie  in  dem  Anhange  der  oben 
citirten  Schrift  nachgewiesen  worden  ist,  auf  die  Differentialgleichung  (15) 
zurück : 

^'^  ^  _  M_        C^ 
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Weist  man  noch  die  aus  den  bekannten  Principen  der  Mechanik 
hergenommene  Constante  Gl  der  Integration  zurück,  so  erhält  man  durch 
Differentiation  und  Elimination  dieser  Constanten  die  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung,  welche  das  engere  Problem  vollständig  löst: 

Die  Form  dieser  Differentialgleichung,  welche  leicht  verificirt  werden 
kann,  ist  schon  eine  aus  dem  Probleme  der  drei  Körper  hergenommene. 

Da  die  Differentialgleichung  (1)  von  keiner  Integrationsconstante 
abhängig  ist,  so  ist  zu  ihrer  Herstellung  auch  keines  von  den  drei 
Principen  der  Mechanik  erforderlich,  welches  ein  Integral  liefert.  Man 
kann  daher  die  Behauptung  aufstellen,  dass,  während  zur  Lösung  des 
vollständigen  Problems  zweier  Körper  12  Integrationen  erforderlich  sind, 
das  engere  Problem  nur  3  Integrationen  verlangt. 

Zwei  erste  Integrale  des  engeren  Problems  sind  bald  gefunden: 

3.  2Cg  =  r^((rr  +  ^)-i(ry(0^ 

Denn  man  hat: 

,2,,//       ,        Mir"")'  1        d     \2fr2V'      I        21f\  W9^'/9^'I 

5.       (r^)  +  -y- =^^Y'  [('')  +  ^  "  -^  ^'^  ^''^  ) ' 

Gleichungen,  welche  später  ihre  Verwendung  finden  werden. 

Die  Bezeichnung  der  Integrationsconstanten  7^  und  Cq  ist  hier  so 
gewählt  worden,  dass  man  in  Uebereinstimmung  mit  der  Bezeichnung 
in  der  citirten  Schrift  sogleich  erkennen  soll,  dass  die  beiden  Integrale 
keine  neuen  sind.  Die  Integrationsconstante  h  ist  dieselbe  als  in 
Gleichung  (9),  und  die  Integrationsconstante  Cq  die  Constante  in  der 
Gleichung  (15). 

Eliminirt  man  aus  den  beiden  angegebenen  Integralgleichungen  (2) 
und  (3),    deren  Formen  ebenfalls   aus   dem  Probleme  dreier  Körper  her- 
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genommen     sind,     die    Grösse    {r^)'\     so     erhält     man     die    Differential- 
gleichung (13)  erster  Ordnung: 

6.  rr=2h-\ —  — ^  • 

Ihr  Integral  ist  allerdings  eines  von  den  beiden  noch  fehlenden 
Integralen  des  allgemeinen  Problems.  Das  zweite  fehlende  Integral  ist 
aber  bei  der  Uebertragung  des  allgemeinen  Problems  in  das  engere 
vollständig  entschlüpft.  Das  engere  Problem  des  Radiusvectors  umfasst 
also  nicht  die  beiden  fehlenden  Integrale  des  allgemeinen  Problems, 
sondern  nur  ein  Integral.  Das  andere  Integral  hat  man  ausserhalb  des 
engeren  Problems  zu  suchen. 

In  der  Trennung  der  beiden  fehlenden  Integrale  des  allgemeinen 
Problems  wird  man  einen  glücklichen  Umstand  erblicken,  wenn  man 
dafür  hält,  dass  es  vorzuziehen  sei,  zwei  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  zu  integriren,  als  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 
Man  kann  sich  sogar  dem  Glauben  hingeben,  dass  diese  Trennung  der 
beiden  noch  fehlenden  Integrale  des  Problems  zweier  Körper  ihre  Auf- 
findung und  damit  die  vollständige  Lösung  des  Problems  erheblich 
erleichtert  hat. 

3. 

Das  allgemeine  Problem  der  drei  Körper,  welches  18  Integrationen 
erfordert,  werden  wir  dadurch  verengern,  dass  wir  nur  die  Gestalt  des 
Dreiecks  kennen  zu  lernen  verlangen,  dessen  Ecken  die  drei  Körper 
bilden.  Demnach  soll  die  Gestalt  des  genannten  Dreieckes  zu  einer 
beliebigen  Zeit  das  engere  Problem  sein. 

Es  wird  sich  also  darum  handeln,  die  Differentialgleichungen  zwischen 
den  Radienvectoren  und  der  Zeit  aufzustellen,  welche  das  engere  Problem 
lösen.  Von  welcher  Ordnung  diese  Differentialgleichungen  sein  werden, 
hängt  davon  ab,  ob  zu  ihrer  Aufstellung  bekannte  Integrale  des  allge- 
meinen Problems  verwendet  werden  dürfen  oder  nicht. 

Wenn  wir  den  letzteren  Fall  im  Auge  behalten,  dass  die  gesuchten 
drei  Differentialgleichungen  keine  Integrationsconstanten  enthalten  sollen, 
so    lässt  sich    mit  einer    gewissen  Wahrscheinlichkeit   von    ihnen   voraus- 
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sagen,  dass  jede  derselben  auf  die  Differentialgleichung  (1)  zurückführen 
wird,  wenn  man  eine  der  drei  Massen  verschwinden  lässt.  In  dieser 
Voraussicht  werden  wir  drei  Differentialgleichungen,  jede  von  der  dritten 
Ordnung,  aufzusuchen  haben,  welche  das  engere  Problem  der  drei 
Körper  ohne  irgend  eine  Integration  vollständig  lösen.  Diese  Differential- 
gleichungen werden   9  Integrationen  verlangen. 

Da  das  allgemeine  Problem  mit  Voraussetzung  der  bekannten  Inte- 
grale nur  8  neue  Integrationen  verlangt,  so  sieht  man,  dass  von  den 
9  erwähnten  Integrationen  wenigstens  eine  durch  die  bekannten  Principe 
geleistet  wird. 

Wenn  man  aber  erwägt,  dass  in  dem  engeren  Probleme  zweier 
Körper  von  den  3  verlangten  Integrationen  zwei  Integrationen  durch 
die  Principe  der  Mechanik  geleistet  werden,  so  kann  man  voraussetzen, 
dass  jene  Principe  auch  2  Integrale  für  das  engere  Problem  dreier 
Körper  hergeben  werden,  welche  in  die  Integrale  (2)  und  (3)  übergehen, 
wenn  man  eine  der  drei  Massen  verschwinden  lässt,  so  dass  von  den 
9  Integrationen  des  allgemeinen  Problems  nur  noch  7  Integrationen  für 
das  engere  Problem  zu  machen  übrig  bleiben. 

Da  in  dem  allgemeinen  Probleme  der  drei  Körper  8  Integrale  noch 
fehlen,  in  dem  engeren  Probleme  aber  nur  7,  so  ergibt  sich  hieraus, 
dass  (wie  in  dem  Probleme  zweier  Körper)  bei  dem  Uebergange  von 
dem  allgemeinen  Probleme  zu  dem  engeren  Probleme  ein  Integral  ver- 
loren geht,  welches  dem  letzteren  ganz  fremdartig  ist. 

Diese  Reflexionen  werden  in  dem  Folgenden  ihre  Bestätigung  finden. 
Wir  beginnen  die  Ausführung  mit  der  Aufstellung  der  D'Alembert'schen 
Differentialgleichungen,  welche  das  allgemeine  Problem  der  drei  Körper  lösen. 

4. 

Wenn  man  mit  r,  r^,  r^  die  Radienvectoren  bezeichnet,  welche  je  zwei 
Körper  von  den  Massen  m,  m^,  m^  verbinden,  so  ist  U  die  Kräftefunction 


ü  =  m m.  nio  { — -  + 1 [, 


deren   partielle  Differentialquotienten    in    die    Differentialgleichungen    der 
Bewegung  eingehen. 
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Bezeichnet  man  ferner  mit  S,  i],  t  die  Coordinaten  des  mit  der 
Masse  m  erfüllten  ersten  Körpers  zur  Zeit  t,  die  als  die  einzige  unab- 
hängige Variable  angesehen  werden  soll,  und  die  entsprechenden  Grössen 
für  den  zweiten  und  dritten  Körper  durch  Anhängung  der  gebräuch- 
lichen Indices  1  und  2,  so  hat  man  zur  Lösung  des  Problems  folgende 
Differentialgleichungen : 

d  U 

8.  m??  =  '  ^ 

dl 


niQ   = 


du 

du 


Diese  Gleichungen  repräsentiren  ein  ganzes  System  von  9  Gleichungen, 
welches  man  vervollständigt  dadurch,  dass  man  der  Masse  m  und  den 
Coordinaten  i,  tj^  'Q  die  Indices   1   oder  2  beigibt. 

Da  in  die  Kräftefunction,  wenn  man  sie  durch  die  Coordinaten  der 
drei  Körper  ausdrückt,  nur  die  Differenzen  der  Coordinaten  eingehen, 
gleich  wie  in  die  rechten  Theile  der  Differentialgleichungen  (8),  deren 
Einfachheit  nur  auf  der  Erfindung  der  Kräftefunction  beruht,  so  er- 
scheint es  zur  Erzielung  grösserer  Einfachheit  angemessen,  an  Stelle  der 
Coordinaten  der  drei  Körper  ihre  Differenzen  x,  y,  z  einzuführen.  Setzt 
man  daher: 


9. 


so  wird: 


x=  '§^- 

> 

^1  =  io  - 

-    ^', 

Xi^=i  —  ii 

y^nl- 

Vi  =  'h  - 

^2  —  n     Vi 

^■2  —  'Q  —  ?i 

du 

1  niy  X, 

>», 

^2! 

H 


und  aus  der  ersten  Gleichung  (8)  ergeben  sich  auf  Grund  der  zu  be- 
achtenden Symmetrie  zwischen  den  drei  Körpern  auf  diese  Weise  die 
Differentialgleichungen : 


^ 


m^x^  m^x^  -... mx^  m^x 


rl  rl     '  ^'^  rl  r^    '  ^^  r^  rl 
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Zieht  man  die  letzte  Gleichung  von  der  vorhergehenden  ab,  so 
erhält  man  in  Berücksichtigung  von  (9)  die  Differentialgleichung: 

."  =  -3f^  +  »{^  +  f  +  f}, 

wenn   man    mit  M  die  Summe   der  Massen  der  drei  Körper   bezeichnet, 
wie  folgt: 

10.  M  =  m  -\-  m^  -\-  m^ . 

Wegen  der  Symmetrie  der  Coordinaten  eines  Körpers  gehen  aus  der 
zuletzt  angegebenen  Differentialgleichung  folgende  hervor: 

Diese  Gleichungen  repräsentiren  wieder  ein  ganzes  System  von 
9  Differentialgleichungen,  welches  man  erhält  durch  Vertauschung  der 
drei  Indices  0,  1,  2,  von  welchen  der  Index  0  der  Einfachheit  wegen 
fortgelassen  ist. 

Die  Differentialgleichungen  (11)  würden  wieder  18  Integrationen  ver- 
langen, wenn  man  nicht  auf  Grund  von  (9)  die  Relationen  hätte: 

12.  y  J^y^+y,=  0 

Durch  diese  Relationen  wird  die  Zahl  18  der  Integrationen,  welche 
die  Differentialgleichungen  (8)  des  allgemeinen  Problems  verlangten, 
verringert  auf  12  Integrationen,  welche  das  durch  Einführung  der 
Differenzen  der  Coordinaten  schon  beschränkte  Problem  (11)  noch  zu 
leisten   hat. 

Von  diesen  12  Integrationen  vollführen  die  bekannten  Principe 
der  Mechanik  vier,  welche  aufzusuchen  unsere  nächste  Aufgabe  sein  wird. 


42.   Ueber  das  Problem  der  drei  Körper.  571 

5. 
Setzen  wir,  um  das  System  der  Gleichungen  (11)  abzukürzen: 

/y>  nf*  /y» 

A   ^        I       -^1        I       ^2 

13.  J5=:4   +   ^+     •'^3 

(^  __  _f 1    ^    I    3_ 

multipliciren    hierauf   die  Gleichungen  (11)    der  Reihe    nach  mit  x    y    z 
und  addiren,  so  erhalten  wir: 


14.  X  x'  -\-  y  y"  -j-  //'  =  —  ^ —%  +  ^{^^  +  ^y  +  G^} 


Dividiren  wir  diese  Gleichung  durch  m  und  nehmen  die  Summe,  so 
verschwinden,  weil  man  auf  Grund  von  (12)  hat: 


X  ^x\^x^  = 

=  0 

15. 

y'  -\-y'i  +  y'2  = 

=  0 

=  0, 

die 

letzten 

Glieder, 

und 

wir  erhalten: 

16. 

^   (xx   -\-yy  -\-s  z  )   __ 

_    

M2:   '■'„ 

m  7nr'' 

Durch  Differentiation  von  (7)  erhalten  wir  die  Gleichung: 

17.  -^7—  =  —  mm.m^^ — r- • 

dt  "       mr^ 

Auf  Grund    der   Gleichung  (17)    stellt    sich    die  Gleichung  (16)    nun 
so  dar: 

^^  mm^m^     d  {x  x  -{- y  %j  -\- z  z)    \j  ^^ 

2  dt  m  dt  ' 

und  integrirt: 

19.  mm,m^  ^  (xx+yy+zz)    ^  j^j^jj    ,    -j^ 

2  m  '      * 

72* 
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Es  entspricht  dieses  Integral  demjenigen  Integrale,  welches  in  dem 
allgemeinen  Problem  (8)  aus  dem  Principe  der  Erhaltung  der  lebendigen 
Kraft  hervorgeht,  wenn  es  auch  nicht  mit  demselben  identisch  ist. 

Um  die  Integrale  zu  erhalten,  welche  in  ähnlicher  Art  den  Flächen- 
sätzen entsprechen,  multipliciren  wir  die  letzte  Gleichung  (11)  mit  y, 
ziehen  die  mit  z  multiplicirte  vorletzte  Gleichung  ab  und  dividiren 
durch  m.      Alsdann  wird: 


yz  — y  ^ 
m 


=  yC  —  zB. 


Auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  die  Summe  genommen,  ergibt  sich 
mit  Rücksicht  auf  (12): 


^  iyz"  —  y"^) 


0, 


m 
eine  Differentialgleichung,  deren  erstes  Integral  ist: 


a. 


m 


m 

{zx 

— 

z  x) 

m 

(xij 

m 

xy) 

Auf  diese  Weise  ergeben  sich  aus  dem  Systeme  Differentialgleichungen 
(11)  die  gesuchten  drei  Integrale: 

^  {yz — y  z) 

20.  ß  =  :E 

Die  aufgeführten  Integrale  (19)  und  (20)  sind  keine  neuen  Integrale, 
sondern  zusammengesetzt  aus  den  bekannten  zehn  Integralen  des  allge- 
meinen Problems  (8).  Es  bleiben  darum  auch  in  dem  beschränkten 
Problem  (11)  noch   acht  Integrationen  zu  machen  übrig. 

Wenn  es  nun  gelingt,  durch  geschickte  Verbindung  der  Differential- 
gleichungen (11)  mit  den  Gleichungen  (12),  (15),  (19),  (20)  eine  Differential- 
gleichung herzustellen,  welche  für  sich  integrirbar  ist,  so  wird  man 
wieder   nicht    wissen    können,    ob    das  Integral    derselben    eines    von  den 
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noch,  fehlenden   acht  Integralen  ist.     Voraussichtlich    wird  das  entdeckte 
Integral  kein  neues  sein. 

Diese  ^Erwägungen  haben  auf  das  am  Ende  des  ersten  Paragraphen 
ausgesprochene  Problem  geführt.  Die  Lösung  desselben  beruht  auf  der 
Einführung  einfacher  Zeichen  für  gewisse  symmetrisch  gebildete  Func- 
tionen, welche  demnächst  vorgeführt  werden  sollen. 

6. 

Das  in  dem  dritten  Paragraphen  bezeichnete  engere  Problem  der 
drei  Körper  verlangt  die  Elimination  sämmtlicher  Variabein  aus  den 
Differentialgleichungen  (11)  mit  Ausnahme  der  Radienvectoren  und  ihrer 
Differentialquotienten.  Bei  dieser  Gelegenheit  drängen  sich  symmetrisch 
gebildete  Functionen  der  zu  eliminirenden  Variabein  auf,  von  welchen 
in  erster  Linie  diejenigen  Functionen  hervorgehoben  werden  sollen,  welche 
sich  allein  durch  die  Radienvectoren  (nicht  durch  ihre  Differential- 
quotienten) ausdrücken  lassen.     Dahin   gehören  die  Functionen: 

21.     xx-\-yy-^zz:=  r^,    x^x^  +  y^y^  +  ^\^\  =  ^L     ^2^2  +  V^V^  +  '^2-2^2  =  ^L 
für  welche  wir  respective  die   neuen  Zeichen  wählen: 


22.  (00)  =  r^  (11)  =  ^?  (22)  =  r: 


Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (12)  der  Reihe  nach  mit  x,  y,  2 
und  addirt,  so  erhält  man,  in  Verfolg  der  eingeführten  neuen  Bezeich- 
nung für  symmetrisch  gebildete  Functionen  wie  xx^ -{-  yy^ -\-  2^1  =  {Q\\ 
die  Gleichung: 

(00)  +  (Ol)  -}-  (02)  =  0, 

woraus  denn  wieder  das  System  der  Gleichungen  hervorgeht: 

(00)  +  (01)  + (02)  =  0 
23.  (10)  +  (11)  + (12)  =.0 

(20)  +  (21)  + (22)  ==0, 

welche  Gleichungen  beweisen,  dass  die  neu  hinzugekommenen  symmetrischen 
Functionen   sich  durch   die  Radienvectoren  ausdrücken   lassen,   wie  folgt: 
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24.  (20)  =  -i{r?  — r^  — r^} 

(01)==i{r|  — r^-r?}. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (11)  der  Reihe  nach  mit  x,  y,  z 
und  addirt,  so  erhält  man,  wenn  man  setzt: 

xx'  +  yy"  +  zz'  ==  (O"  0)  =  R. 

An  Stelle  des  hier  ganz  berechtigten  Zeichens  (0''0)  wählen  wir 
jedoch  aus  Rücksicht  auf  die  im  nächsten  Paragraphen  nachfolgenden 
Zeichen  für  symmetrisch  gebildete  Functionen  das  Zeichen  B,  um  mit 
demselben  anzudeuten,  dass  B,  sowie  Bi  und  B2  Functionen  seien  nur 
der  Radienvectoren,  wie  folgt: 


26. 


Es  wird  sich  später  zeigen,  dass  die  in  (26)  mit  den  Einzelnmassen 
multiplicirten  Ausdrücke  der  Radienvectoren  berufen  sind,  in  die  abzu- 
leitenden Differentialgleichungen  einzutreten.  Aus  diesem  Grunde  führen 
wir  sie  ein  mit  den  Zeichen: 

P  _  ioo)_  _^  _(oi)      m 
27.  p.  =  -^1^  +  m  +  a|L 


B  = 

i'_  +  „.  {7 +  (»;)  +  (»?} 

B,= 

:^+-,{':? +  *:,■>  + 'tri 

B2  == 

-+.,{«+(-.+(-)} 

P  —  i?0)     ,    _(21)  (22) 


r*"  ^1        '       n 


Differentiirt  man  diese  Ausdrücke  nach  der  Zeit,  nicht  total,  sondern 
nur  in  so  ferne  dieselbe  in  den  Zählern  der  Brüche  enthalten  ist,  aus 
welchen  die  Ausdrücke  bestehen,  so  erhält  man  wieder  Ausdrücke,  welche 


42.   lieber  das  Problem  der  drei  Körper.  575 

in   die   abzuleitenden  Differentialgleichungen    eingehen.     Wir   führen   die- 
selben schon   hier  ein  mit  den  Bezeichnungen: 

^^i-^  +  Ä  +  i^ 
«.^Ä  +  ^  +  Ä 

_    m         _(21)^         (22)' 

Auf  Grund  von  (23)   hat  man  nun: 

29.  P+Pi  +  P2=0, 

30.  Q-{-Q^J^Q^=0. 

Und  es  lassen  sich  die  Gleichungen  (26)  kürzer  so  wiedergeben: 

7>  ^       I  TD 

r 

M 

31.  It^  =  ~  '"^Jr-m.P, 

Pt,  =  —  --^~-^ni,P,. 

Mit  den  durch  die  neuen  Zeichen  dargestellten  symmetrischen  Func- 
tionen, welche  sich  durch  die  Radienvectoren  ausdrücken  lassen,  treten 
zum  Zwecke  der  Elimination  noch  andere  symmetrisch  gebildete  Func- 
tionen auf,  die  sich  durch  die  Radienvectoren  und  deren  Differential- 
quotienten ausdrücken  lassen.  Diese  Functionen  sollen  demnächst  vor- 
geführt werden. 

7. 

Differentiirt  man  die  Gleichungen  (22),  so  erhält  man: 

32.  (0^  0)  =  i  {r')\  (1^1)  =  i  irl)\  (2^  2)  =  |  (r^)^ 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (12)  der  Reihe  nach  mit  x\  y ,  z 
und  addirt,  oder  multiplicirt  man  die  Gleichungen  (15)  der  Reihe  nach 
mit  X,  y,  z  und  addirt,   und   setzt  dieses  Verfahren   fort,   so  erhält  man: 
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(O'l)  +  (0'2)  =  -  i  (r^)',  (l'O)  +  (2'0)  =  -i  {r'-t 

33.  (1'2)  +  (l'O)  =  -l-  (r?)',         (2'1)  +  (O'l)  =  -  ^  (r?)', 
(2'  0)  +  (2'  1)  =  -  i  {rt)\  (0'  2)  +  (1'  2)  =  -  i  {r^' . 

Diese  sechs  Gleichungen  reichen  nicht .  aus,  una  die  sechs  bezeich- 
neten symmetrischen  Functionen  der  Coordinaten  durch  die  Differential- 
quotienten der  Quadrate  der  Radienvectoren  auszudrücken,  weil  die  Summe 
der  drei  ersten  Gleichungen  gleich  der  Summe  der  drei  letzten  ist.  Zu 
ihrem  Ausdrucke  bedarf  es  sogar  der  dritten  Differentialquotienten  der 
Quadrate  der  Radienvectoren,  wie  es  sich  in  dem  folgenden  Paragraphen 
zeigen  wird. 

Bemerkt  man  aber,  dass  man  durch  Subtraction  der  neben  einander 
stehenden  Gleichungen  (33)  erhält: 

34.  (l'O)  —  (O'l)  =  (2'1)  —  (1'2)  =  (0'2)  —  (2'0), 

so  ist  ersichtlich,  dass  durch  Einführung  einer  neuen  symmetrischen 
Function  L  der  Coordinaten: 

35.  2i  =  (l'0)  — (O'l), 

die  genannten  sechs  symmetrischen  Functionen  durch  die  ersten  Differen- 
tialquotienten der  Quadrate  der  Radienvectoren  und  durch  die  neue 
Function  L  sich  ausdrücken  lassen,  wie  folgt: 


36. 


Aus  diesen  Gleichungen  oder  aus  (34)  erkennt  man  sogleich,  dass 
die  Function  L  eine  alternirende  Function  der  drei  Körper  ist.  Denn 
vertauscht  man  zwei  Körper  mit  einander,  so  bleibt  L  ungeändert,  nimmt 
aber  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  an. 

Die  alternirende  Eigenschaft  der  Function  L  lässt  sich  durchsich- 
tiger noch  an  ihrem  Differentialquotienten  nachweisen,  der  durch  die 
Radienvectoren  selbst  ausgedrückt  werden  kann. 


(i'o)^-Hio)'  +  i. 

(O'l)  =  1(01/ ■ 

~L. 

(2'1)==|(21)'  +  X, 

(1'2)-H12)'- 

—  L, 

(0'2)  =  -i-(02)'  +  i, 

(2'0)==i(20)' 

—  L. 
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Differentiirt    man    nämlich    die    Gleichung    (35)    nach    der    Zeit,    so 
erhält  man: 

2^  =  (1"0)  — (0"1). 
Auf  Grund  von  (11)  hat  man: 

Zieht    man    nun    die  erste  Gleichung  von    der  zweiten  ab  und   giebt 
den  Grössen  (00)  und  (11)  ihre  Werthe  aus  (23),  so  erhält  man: 

37.       2X'  =  «^(12)(A  -  ^)  +  ..,(20)(-^^  -  i,)  +  ,«,,(01)(^  ^--  -^  . 

Differentiirt  man  die  erste  Gleichung  (21)   2  mal,  so  erhält  man  mit 
Berücksichtigung  von  (25)  und  (31)  die  Gleichung: 

o8.  xx-\-yfj-{-Z3=-l~  (r-)    -|-  —^ m  P. 

Hieraus  ergeben  sich  nun  die  Ausdrücke  der  symmetrischen  Functionen : 

39.  (rr)=i(rr+  f  ^m,P, 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (15)  respective  mit  x\  y\  z ,  addirt 
und  setzt  dieses  Verfahren  fort,  so  erhält  man: 

(O^O')  +  (O'r)  +  (O'20=  0 

40.  (ro')  + (1^10  + (1^20  =  0 

(2^0^) +  (2'l')-f  (2^2^  =  0. 

Diese  Gleichungen  beweisen,  dass  auch  die  symmetrischen  Functionen 
von   der  Form  (O'l')    sich    durch    die  Quadrate    der  Radienvectoren    und 
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ihre   Differentialquotienten   bis   zur   zweiten   Ordnung   ausdrücken   lassen. 
Denn  aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich: 

(1'2')  =  I  {(O'O')  —  (l'l')  —  (2'2')} 

41.  (2'0')  =  i{(l'l')-(2'2')-(0'0')} 

(0'l')=:|{(2'2')-(0'0')-(l'l')}. 

Stellen  wir  nun  die  Resultate  dieses  und  des  vorhergehenden  Para- 
graphen kurz  zusammen,  so  lässt  sich  dieses  sagen,  dass  alle  durch  die 
neue  Bezeichnung  eingeführten  symmetrischen  Functionen  sich  ausdrücken 
lassen  durch  die  Radienvectoren  und  ihre  Differentialquotienten  bis  zur 
zweiten  Ordnung  mit  Ausnahme  der  Functionen  von  der  Form  (O'l), 
w^elche,  abgesehen  von  den  Radienvectoren  und  ihren  ersten  Differential- 
quotienten, in  (36)  abhängig  gemacht  worden  sind  allein  von  der  durch 
Gleichung  (35)  definirten  alternirenden  Function  L. 

Diese  Function  L  lässt  sich  nicht  mehr  ausdrücken  durch  die  Radien- 
vectoren und  ihre  Differentialquotienten  niederer  Ordnung.  Wie  wir  im 
folgenden  Paragraphen  sehen  werden,  bedarf  es  dazu  noch  der  Differential- 
quotienten der  dritten  Ordnung. 

Aber  an  Stelle  eines  einzigen  Ausdruckes  für  die  alternirende  Func- 
tion L  wird  die  Symmetrie  sogleich  drei  verschiedene  Ausdrücke  ergeben, 
aus  deren  Gleichsetzung  zwei  Differentialgleichungen  des  engeren  Problems 
hervorgehen  von  der  dritten  Ordnung,  und  zwar  ohne  Integration. 


Wenn    man    die   Gleichung  (38)    differentiirt    und    durch    2    dividirt, 
so  erhält  man: 


42. 


XX    +yy    ^zz    = -^  ^  j(r-)    + --j  - -- P  . 


eine  Gleichung,  deren  linker  Theil  gleich  ist  dem  linken  Theile  der 
Gleichung  (14).  Setzt  man  die  rechten  Theile  der  Gleichungen  einander 
gleich,  so  wird: 
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und  wenn  man  für  Ä,  B,  C  die  Werthe  setzt  aus  (13): 

oder    da   man    hat: ^  = —- -— \ — -—i  und  (O'O)  =  —  (00)',  so  geht 

die  letzte  Gleichung   über  in: 

(0^1)         (0^2)  ^  J_    ^  f    2y^  __    2M| L  p'  _    A  (^Q)^ 


rj        '        r2  4:m     dt    [  r    \  2  2       ? 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  die  Werthe  von  (O'l)  und  (0'2)  aus 
(36)  ein,  so  erhält  man: 

_  rl  1  __L1__L  llr  V^_  2M]       1     .      1  f(ooy       (01)^       (02)^1 
Multiplicirt  man  mit  —  2,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  (28): 

43.  ,x{±-i)^-,ViK-^?-}  +  P'  +  «. 

Eine  andere  bemerkens werthe  Gestalt  erhält  diese  Gleichung,  wenn 
man  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  benutzt. 

Aus  der  Gleichung  (43)  geht  nun  ein  System  von  drei  Gleichungen 
hervor  durch  cyclische  Vertauschung  der  Indices  0,  1,  2.  Dieses  System 
lässt  sich  sehr  einfach  wiedergeben,  wenn  wir  die  Bezeichnung  einführen: 

44.  .  =  -^-  Lr  -^]  +  ^  \(rr  -  -^l  +  -^  \(rt)"  -  ^1 , 

bei  welcher  Gelegenheit  wir  zu  künftigem  Gebrauch  gleich  auf  einen 
ähnlich  gebildeten  Ausdruck  %  ebenfalls  der  zweiten  Ordnung,  aufmerk- 
sam machen: 

Man    hat    demnach    folgende    drei    Ausdrücke    für    die    alternirende 

Function  L: 

73* 


580  42.   Ueber  das  Problem  der  drei  Körper. 


1 1_\ l       3H- 


«.  2i(^-i)  =  -4^-,-  +  p;  +  e, 


Die  beiden  letzten  Ausdrücke  beweisen,  dass  L  nicht  unendlich  wird, 
wenn  man  die  Masse  m  gleich  0  setzt.  Der  erste  Ausdruck,  von  L  in 
(46)  oder  (43)  wird  nur  scheinbar  unendlich,  wenn  man  m  gleich  0  setzt, 
denn  in  diesem  Falle  reducirt  sich  das  Problem  auf  das  Problem  zweier 
Körper,  und  es  verschwindet  nach  (1)  und  (4)  auch  der  Zähler  jenes 
Bruches,  dessen  Nenner  m  ist.  Der  erste  Ausdruck  für  L  wird  demnach 
unbestimmt,  wenn  man  m  gleich  0  setzt. 

Die  angegebenen  Ausdrücke  (46)  sind  unsymmetrisch.  Um  einen 
symmetrischen  Ausdruck  für  das  Product  zweier  alternirenden  Functionen 
zu  erhalten,  von  welchen  die  eine  L  ist,  multipliciren  wir  die  Gleichungen 
(46)  der  Reihe  nach  mit  m(12),  m^(20\  mg  (Ol)  und  addiren.  In  Berück- 
sichtigung von  (37)  erhalten  wir  dann: 

47.       4  LL  =  -  -^  (12)  --^-  -  ^-  (20)  — -^-  -  ^  (Ol)  -^™ 

+  m  (12)  {P'  +  g}  4-  ^«.  (20)  {P;  +  Öl}  +  m,  (Ol)  {P^  +  Q^}- 

Um  nun  die  alternirende  Function  L  in  symmetrischer  Weise  aus 
den  Gleichungen  (46)  zu  eliminiren,  addiren  wir  die  Gleichungen  und 
erhalten  auf  Grund  von  (29)  und  (30): 

d72dt     '    dn^dt   ~^  dn^dt 
Da  aber  nach  (44)  und  (45)  ist: 

^OJ    ^^        _l_  ^^  l_         ^^ 


so    hat    man    die    Differentialgleichung    dritter    Ordnung    zwischen    den 
Radien vectoren  und  der  Zeit: 

48.  0==-^:. 

dt 
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Die  zweite  gesuchte  [jDifferentialgleichung,  ebenfalls  der  dritten 
Ordnung,    erhält   man,    wenn    man   die  Gleichungen  (46)    respective    mit 

2        2        2 
"T?  ^~?  "~r  niultiplicirt  und  addirt: 

49.  11^2 

-^{P'  +  Q)  +  ^  {p;  +  öl}  +  ^  {P.  +  Ql 

Als  Controlle  der  vorangegangenen  Entwickelungen  mag  die  Be- 
merkung dienen,  dass  sowohl  die  Gleichung  (48)  als  (49)  übergeht  in  die 
Differentialgleichung  (1),  wenn  man  eine  der  Massen  gleich  0  setzt. 

Die  beiden  letzten  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  haben  sich 
ergeben  ohne  Integration.  Sie  lassen  sich  daher  betrachten  als  zweck- 
mässige Zusammenstellungen  der  Differentialgleichungen  des  allgemeinen 
Problems. 

Es  bleibt  demnach  noch  übrig,  eine  dritte  Differentialgleichung 
zwischen  den  Radienvectoren  und  der  Zeit,  ebenfalls  der  dritten  Ordnung, 
ohne  Integration  aufzusuchen. 

9. 

Es  wird  Vortheil  bringen,  den  bis  dahin  eingeschlagenen  Weg  zu 
verlassen  und  von  wirklichen  Integralen  des  allgemeinen  Problems  aus- 
zugehen, denn  wir  haben  es  ja  in  der  Gewalt,  durch  Differentiation  die 
Integrationsconstanten  wieder  verschwinden  zu  lassen. 

Zur  Herleitung  der  dritten  und  letzten  Differentialgleichung  des 
engeren  Problems  werden  wir  uns  der  drei  Integrale  (20)  mit  den  will- 
kürlichen Constanten  a,  ß,  y,  oder,  präciser  ausgedrückt,  des  einen 
Integrales  bedienen,  dessen  Integra tionsconstante  G  sich  aus  den  ange- 
gebenen zusammensetzt  wie  folgt: 

50.  G^  =  a^  J^  ß'  -\-  y\ 
Wir  haben  demnach  auf  Grund  von  (20): 

51.  (72  ^  /^  {y^'  —  y^)Y   .    [^  {^x  —zx)y^       f^  (xy  —  X y) 


m  \  m 
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Ordnet  man  diese  Gleichung  nach  den  umgekehrten  Quadraten  und 
Producten  der  Massen,  so  sieht  man,  dass  der  Coefficient  von  — ^  in 
der  Entwickelung  ist: 

[yz  —  y  zf  +  {^^'  —  ^'  ^f  +  {^y  —  ^'  yf 

2 
und  dass  der  Coefficient  von ist: 

{yz  -  y'z)  (y,z[  -  y[z,)  +  {zx'  -  zx)  {z,x[  -  z[x,)  +  (xy  -  xy)  {x,y\  -  x'^y^) 

und  so  ferner. 

Dieses  sind  Formen,  für  welche  die  Determinanten  -  Theorie  für 
unsere  Zwecke  passendere  Formen  einführen  lehrt,  nämlich  für  den 
ersten  Ausdruck  folgenden: 

{XX  +  yy  +  zz)  {xx  +  yy  +  zz)  —  (xx  +  yy  +  zzj 

und  für  den  zweiten: 

{xx,  +  yy,  +  zz,)  {xx,  +  yy'i  +  ^'^D  —  (^'^i  +  2/>i  +  ^'^i)  (^^i  +  yyi  +  ^^0- 

Machen  wir  nun  von  den  für  die  symmetrischen  Functionen  ein- 
geführten Zeichen  Gebrauch,  so  haben  wir: 

52.         {yz  —  t/'zf  +  {zx—zxf  +  {xy'  —  xyf  =  (00)  (O'O')  —  (O'O)- 

{yz  -  y'z)  {y,z[  -  y[z,)  +  {zx  —  zx)  {z,x[  -  z[x,)  +  {xy'  -  x  y)  {x,t/,  -  x',y,) 

=  (oi)(o'r)-(o'i)(ro) 

und  so  weiter. 

Man  hat  demnach  folgende  Entwickelung  der  Gleichung  (51): 

^'  -  i  {(00)  (O'O')  -  (00)^}  +  -^1^  {(Ol)  (OT)  -  (Ol)  (l'O)}  +  . . . 

Setzt  man  in  dieselbe  die  Werthe  von  (O'l),  (l'O)  etc.  aus  (36)  und 
multiplicirt  mit  —  1,  so  erhält  man: 

2M      ^_^ 


53.  mm^m^ 

=  -  i  {(00)  (O'O')  -  (O'on  -  ^     {(01)(0'l')-i-(01)'(10)'} 


'nr   ^  '  '         mm. 
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Dieses  würde,  da  nach  (47)  L  ein  Ausdruck  der  dritten  Ordnung 
ist,  die  gesuchte  dritte  Differentialgleichung  zwischen  den  Radienvectoren 
und  der  Zeit  sein,  wenn  sie  nicht  die  Constante  G^  der  Integration  enthielte. 
Um  aus  ihr  die  verlangte  Differentialgleichung  des  engeren  Problems  ohne 
willkürliche  Constante  abzuleiten,  differentiiren  wir  dieselbe  nach  der  Zeit: 

54.  mm^m^ 

=  -  i  1  {(00)(0'0')  -  (O'on  -  J-  -^{(01)(0'1')  -  |(01)'(10)'}  - . . . 

Da  der  rechte  Theil  der  Gleichung  (53*)  von  der  zweiten  Ordnung 
ist,  so  wird  der  rechte  Theil  der  Gleichung  (54)  von  der  dritten  Ordnung. 
Die  Gleichung  selbst  ist  von  der  dritten  Ordnung,  weil  nach  (47)  das 
symmetrische  Product  LL'  von  der  dritten  Ordnung  ist. 

Auch  hier  wird  man  bemerken,  dass  die  Differentialgleichung  (54) 
übergeht  in  (1),  wenn  man  eine  der  Massen  gleich  0  setzt. 

Die  vollständige  Lösung  des  Dreieck- Problems  der  drei  Körper  be- 
ruht demnach  auf  der  Integration  der  drei  Differentialgleichungen  (48), 
(49),  (54)  dritter  Ordnung,  zu  deren  Aufstellung  es  keiner  Integration 
der  Differentialgleichungen  des  allgemeinen  Problems  bedurfte. 

Wenn  man  die  Principe  der  Mechanik  walten  lässt,  welche  Integrale 
liefern,  so  liegen  zwei  Integrale  des  Systems  von  drei  Differentialgleichungen 
des    engeren    Problems    zu    Tage,    nämlich    das    aus    (48)    hervorgehende 
Integral  von  der  zweiten  Ordnung: 
55.*  4.h  =  V 

mit  der  willkürlichen  Constante  h,  und  die  Differentialgleichung  (53*), 
vorläufig  von  der  dritten  Ordnung,  mit  der  willkürlichen  Constante  G, 
Da  die  Differentialgleichungen  (48),  (49),  (54)  sämmtlich  linear  sind 
in  Rücksicht  auf  die  dritten  Differentialquotienten  der  Quadrate  der 
Radienvectoren,  so  kann  man  letztere  leicht  ausdrücken  durch  die 
Differential quotienten  niederer  Ordnung.  Setzt  man  ihre  Werthe  in  den 
Ausdruck  (47)  für  i,  so  wird  derselbe  von  der  zweiten  Ordnung  und 
die  Differentialgleichung  (53*)  selbst  von  der  zweiten  Ordnung.  Diese 
Differentialgleichung  (53*)  lässt  sich  demnach  betrachten  als  ein  Integral 
der  drei  Differentialgleichungen  des  engeren  Problems  mit  der  willkür- 
lichen Constante  G  der  Integration  von  der  zweiten  Ordnung. 
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Um    die  Richtigkeit   der   beiden  Integralgleichungen  (55"^)  und  (53*) 

h  C 

zu  prüfen,    setzen  wir   für  h  und  C  respective  —  und  —  und   lassen   m 

verschwinden.  Die  erstere  Gleichung  geht  dann  über  in  die  Gleichung  (2), 
die  letztere  in  Berücksichtigung  des  im  vorhergehenden  Paragraphen  aus- 
drücklich aufgeführten  UmstandeSj  dass  L  nicht  unendlich  wird,  wenn 
m  =  0,  in  die  Gleichung  (3). 

Die  durchgeführte  Untersuchung  fassen  wir  nun  kurz  zusammen  in 
dem  Theoreme: 

Theorem. 

Wenn  man  das  allgemeine  Problem  der  drei  Körper  beschränkt  auf  die 
Gestalt  des  Dreieckes^  dessen  Ecken  die  drei  Körper  bilden^  so  hängt  die 
Lösung  des  engeren  Problems  ab  von  drei  Differentialgleichungen  der  dritten 
Ordnung  (48),  (49),  (54).  Wenn  man  aber  die  Principe  der  Mechanik 
voraussetzt j  welche  Integrale  liefern,  so  lässt  sich  dasselbe  abhängig  machen 
von  zwei  Differentialgleichungen  (55*),  (53*)  der  zweiten  Ordnung  und  einer 
Differentialgleichung  (49)  dritter  Ordnung. 

München,  Juli   1871. 


Anmerkung. 

Das  Theorem  ist  bekannt  durch  eine  von  Lagrange  verfasste  und  von  der  Pariser  Akademie 
gekrönte  Preisschrift:  »Essai  d'une  nouvelle  Methode  pour  resoudre  le  Probleme  des  trois  Corps« 
aus  dem  Jahre  1772.  Da  der  Verfasser  von  vorne  herein,  wenn  auch  mit  sichtbarem  Widerstreben, 
die  Symmetrie  der  Aufgabe  fallen  liess,  so  konnte  er  kaum  zu  den,  den  Umständen  nach  ein- 
fachen Resultaten  gelangen,  welche  vorliegen.  In  späteren  Jahren  ist  Lagrange  nicht  wieder 
auf  sein  Problem  zurückgekommen.  Es  ist  dieses  um  so  mehr  zu  beklagen,  als  gerade  er  den 
Gebrauch  der  Symmetrie  in  einem  Grade  ausgebildet  hat,  wie  kein  Mathematiker  vor  ihm. 


43. 


Ein  Cyclus  von  Determinanten-Gleichungen. 

(Eine  analytische  Erweiterung    des   Pascal'schen  Theorems.) 

[Abhandlungen  der  mathematisch-physikalischen   Classe   der   k.  bayerischen  Akademie  der 

Wissenschaften,    Band   11,    I.  Abtheilung,    Seite   175 — 192;    Journal    für    die   reine   und 

angewandte  Mathematik,    Band  75,    Seite   1  — 12;    in's  Italienische  übersetzt   im  Giornale 

di  Matematiche  (Battaglini),  Band   11,   Seite   309  —  317.] 


1. 

In  den  dreissiger  Jahren  hat  Steiner  eine  Figur  entdeckt,  die  wohl 
zu  den  elegantesten  Erfindungen  der  neueren  Geometrie  gehört.  Die 
Entdeckung  hat  er  in  seiner  Geometrie  p.  311  mit  folgenden  Worten 
ausgedrückt:  „Irgend  6  Punkte  eines  Kegelschnittes  bestimmen  60  ein- 
beschriebene einfache  Sechsecke;  in  jedem  der  letzteren  liegen  die  drei 
Punkte,  in  welchen  die  gegenüber  liegenden  Seiten  sich  schneiden,  in 
einer  Geraden  P,  so  dass  60  solcher  Geraden  P  stattfinden;  von  diesen 
60  Geraden  gehen  drei  und  drei  durch  irgend  einen  Punkt  jB,  so  dass 
20  solcher  Punkte  II  entstehen;  und  von  diesen  20  Punkten  B  liegen 
15  mal  4  in  einer  Geraden  S,  so  dass  jeder  in  drei  solcher  Geraden  liegt. 
(Welche  Beziehungen  haben  diese   15  Geraden  S  zu  einander?)" 

Wenn  man  die  Stein er'sche  Figur  ablöst  von  dem  Kegelschnitte, 
auf  welchen  sie  sich  bezieht,  so  besteht  dieselbe  nur  aus  15  geraden 
Linien  S,  welche  sich  zu  dreien  20  mal  in  einem  der  20  Punkte  U 
schneiden.     Der  Charakter  dieser   complicirten  Figur   lässt  sich,    wie  ich 
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in  Cr  eile 's  Journal  Bd.  41  p.  269  ^)  gezeigt  habe,  viel  einfacher  als  durch 
eine  Zeichnung  in  folgenden  20  linearen  identischen  Gleichungen  darlegen: 

S)  ^^  ^  ^  ^'  =  0, 

l'j  )  c  —  a  =  () , 
ß  )  0  —  a  =  (> , 
a)  a  —  a  =  r  . 
ß)  b" —  h  =r\ 
y)  c'  —  c  =  /, 
d)   r  -\-  r  -\-  r"  =  0. 

Die  geometrische  Deutung  dieser  20  identischen  Gleichungen,  vor- 
zugsweise die  analytische  Ausdehnung  derselben  Gleichungen,  unter  Be- 
schränkungen, die  am  Ende  dieses  Abschnittes  dargelegt  werden  sollen, 
bilden  den  Gegenstand  dieser  xlbhandlung. 

Die  Steiner'sche  Figur  geht  von  irgend  drei  geraden  Linien  (>,  ^ ,  q' 
aus,  welche  sich  in  einem  beliebigen  Punkte  (T  schneiden.  Sind  demnach 
^  =:  0,  (>'  =  0,  (>''  =  0  die  Gleichungen  dieser  geraden  Linien,  so  müssen 
sich  dieselben  mit  con stauten  Factor en  multipliciren  lassen  der  Art,  dass 
ihre  Summe  identisch  verschwindet.  Nimmt  man  aber  au,  dass  die  ange- 
gebenen Gleichungen  schon  diese  Factoren  haben,  so  ist  die  in  (1)  auf- 
geführte identische  Gleichung  rT)  die  Bedingung  des  Anfanges  der  weiter 
auszuführenden  Steiner'schen  Figur. 

Den  genannten  drei  geraden  Linien  ist  irgend  ein  Dreieck  einbe- 
schrieben, dessen  Ecken  a^,  ß^,  /^  der  Reihe  nach  in  den  geraden  Linien 
Q,  ()\  q'  liegen.  Sind  nun  ^  =:  0,  5  =  0,  C  =  0  die  Gleichungen  der  den 
genannten  Ecken  gegenüber  liegenden  Seiten,  so  müssen  sich  sechs  constante 
Factoren  a,  ß,  y,  a,  ß\  y   finden  lassen  der  Art,   dass  man  identisch  hat: 

ßjß  —  y'G  =  (>  yC  —  c/Ä  =  q\  aA—  ß'B  =  ,o" 

und  mit  Rücksicht  auf  die  identische  Gleichung  c)"): 

(^  _  ,/)  A  +  (ß-ß)B  +  {y-  y)  C  =  0. 

1)  [Seite  253  dieser  Ausgabe.] 
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Da  diese  identische  Gleichung  aber  aussagt,  dass  die  Seiten  des 
Dreieckes  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  was  gegen  die  Voraus- 
setzung ist,  so  muss  a  =  a\  ß  =  ß\  y  =  y  sein.  Setzt  man  nun  aA  =  cl 
ßB  =  h,  yC=c,  so  sind  a  =  0,  &  =  0,  c  =  0  die  Gleichungen  der  Seiten 
des  Dreieckes,  und  die  identischen  Gleichungen  a%  ß%  y^)  die  Bedingungen, 
dass  das  Dreieck    den  drei  geraden  Linien  p   wirklich  einbeschrieben   ist. 

Beschreibt  man  den  drei  geraden  Linien  ^  ein  zweites  Dreieck  aß'y 
ein,  dessen  Seiten  in  gleicher  Weise  durch  die  Gleichungen  a  =  0,  h'  =  0, 
c'  =  0  ausgedrückt  seien,  und  ein  drittes  Dreieck  mit  den  Seiten  a'  =  0, 
fe  =  0,  c  =  0,  so  lässt  sich  annehmen,  dass  diese  Gleichungen  bereits 
mit  solchen  constanten  Factoren  multiplicirt  seien,  dass  man  die  iden- 
tischen Gleichungen  hat  a),  ß\  y\  a'\  ß"\  y)^  welche  die  Bedingungen 
der  bis  dahin  beschriebenen  Steiner'schen  Figur  ausdrücken. 

Definirt  man  nun  die  drei  linearen  Ausdrücke  r,  r\  r'  durch  die 
identischen  Gleichungen  a,)^  a),  «J,  so  sieht  man,  dass  alle  übrigen 
Gleichungen  (1)  aus  den  besprochenen  unmittelbare  Folgen  sind.  Diese 
Gleichungen  sind  aber  der  Ausdruck  für  bemerkenswerthe  Eigenschaften 
der  beschriebenen  Figur.  Denn  die  identischen  Gleichungen  a^\  ß^\  y^) 
beweisen,  dass  die  correspondirenden  Seiten  des  zweiten  und  dritten  Drei- 
eckes, welche  den  drei  geraden  Linien  (>  einbeschrieben  wurden,  sich  in 
drei  Punkten  a^,  ß^,  y^  schneiden,  welche  auf  derselben  geraden  Linie 
r  =  0  liegen.  Combinirt  man  ebenso  das  dritte  und  erste  den  geraden 
Linien  p  einbeschriebene  Dreieck  oder  das  erste  und  zweite,  so  erhält 
man  die  Schnittpunkte  a^,  ß^,  y^  oder  a^^,  /9^  ,  y^^^  welche  respective  auf 
den  geraden  Linien  r=0  oder  r' =  0  liegen.  Die  letzte  identische 
Gleichung  (1)  giebt  den  Beweis,  dass  auch  die  drei  geraden  Linien  r 
sich  in  einem  Punkte  d  schneiden. 

Die  beschriebene  Figur  ist  die  Stein er'sche.  Sie  besteht  aus  15 
geraden  Linien  S: 


p      ^       ^ 

a 

h 

c 

2. 

r       r        r 
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c 

und  den   20  Punkten    R: 
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Die  Steiner'sche  Figur  lässt  sich  bequem  in  folgendem  Satze  aus- 
drücken: 

Wenn  man  dreien  geraden  Linien  (>,  welche  von  demselben  Punkte  S 
ausgehen,  drei  Dreiecke  einbeschreibt,  so  schneiden  sich  die  correspondirenden 
Seiten  von  je  zweien  dieser  Dreiecke  in  drei  Punkten,  welche  in  einer  geraden 
Linie  r  liegen,  und  die  drei  den  Dreieckpaaren  entsprechenden  geraden 
Linien  r  schneiden  sich  wieder  in  einem  Punkte  d. 

Der  Charakter  der  Figur  spricht  sich  in  diesem  Satze  aber  nicht 
so  deutlich  aus  als  in  den  aufgestellten  identischen  Gleichungen  (1).  Denn 
aus  dem  Satze  ist  es  nicht  sogleich  ersichtlich,  wie  man  umgekehrt  von 
den  drei  geraden  Linien  r  ausgehend,  welche  sich  in  dem  Punkte  d 
schneiden,  in  umgekehrter  Richtung,  ohne  die  Figur  zu  verlassen,  zu 
dem,  dem  Punkte  d  entsprechenden  Punkte  (5"  gelangen  muss. 

Dass  die  Punkte  (J  und  d  in  der  Figur  gleichberechtigt  sind,  ersieht 
man  aus  den  identischen  Gleichungen  (1)  sofort,  wenn  man  die  geometrische 
Interpretation  derselben  in  umgekehrter  Ordnung,  von  der  letzten  Gleichung 
ausgehend,  unternimmt.    Die  Punkte  (3"  und  d  sind  desshalb  conjugirte  Punkte. 

Ebenso  wie  die  Punkte  (J  und  d  in  der  Stein er'schen  Figur  ein- 
ander entsprechen,  so  entsprechen  einander  auch  je  zwei  von  den 
20  Punkten  R,  wie  die  Zusammenstellung  derselben  in  (3)  angiebt,  zum 
Beispiel  die  Punkte  a^  und  a^. 

Um  dieses  leichter  einzusehen,  wiederholen  wir  nur  die  20  iden- 
tischen Gleichungen  in  veränderter  Reihenfolge: 

a^)  b  —c  —Q   =0 

ßo)  a    +i/  =  c  f)    a    —/  : 

"/)    c"  —  r    =  c  ß)    h"  —  /  : 

r)  c    -\-r"  =  c  ßj  h'  +  r"  -■ 

ß)c    —  Q   ==  a         p  )  c    —  (> 

a  )  a    —  /'  ==  a'         a)    a    -\-  r    ==  a 
^o)    ^^'  —  ^'  —  ^    =0. 

Denn  die  geometrische  Interpretation  dieser  Gleichungen  nach  Art 
der    Gleichungen    (1)    ergiebt,    dass,    wenn    man    von    den    drei    geraden 
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—  C'=Q 
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h' 
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Linien  b,  c,  (>  ausgeht,  welche  sich  in  dem  Punkte  a^  schneiden,  man 
in  der  Steiner'schen  Figur  auf  die  geraden  Linien  a,  a\  r  geführt 
wird,  welche  sich  in  dem  dem  Punkte  a^  entsprechenden  Punkte  a^ 
schneiden. 

Es  vereinfacht  sich  demnach  die  Anschauung  der  Steiner'schen 
Figur,  wenn  man  die  ältere  Bezeichnung  der  20  Steiner'schen  Punkte 
aufgiebt  und,  wie  von  Schröter  in  seiner  Geometrie  p.  166  bereits 
geschehen,  nunmehr  von  den  10  Steiner'schen  Punktepaaren  B  und 
den   15  Steiner'schen  geraden  Linien  S  spricht. 

Diese  Bezeichnung  wird  sich  mehr  noch  empfehlen,  wenn  man  die 
Steiner'sche  Figur  nicht,  wie  hier,  von  ihrem  Ursprünge,  den  6  Punkten 
auf  einem  Kegelschnitte,  trennt  und  es  unternimmt,  nach  Anleitung  in 
Grell e's  Journal  Bd.  68  pag.  205^)  und  mit  Hülfe  des  Uebertragungs- 
Principes  in  Schlömilch's  Journal  11.  Jahrgang  p.  425^),  die  Resolventen 
des  10.  und  15.  Grades  von  Lagrange,  Traite  de  la  resolution  des 
equations  numeriques  p.  260,  einer  algebraischen  Gleichung  des  6.  Grades 
geometrisch  zu  construiren. 

Die  discutirte  Steiner'sche  Figur  ging  von  drei  geraden  Linien  p 
aus,  welchen  irgend  drei  Dreiecke  abc,  db'c,  d'b"c'  einbeschrieben 
waren.  Nimmt  man  aber  Abstand  von  dem  dritten  einbeschriebenen 
Dreiecke  und  definirt  die  drei  Ausdrücke  d'bl' c'  durch  die  identischen 
Gleichungen : 

^'  j^l  _^^f^  .=  0,         6"  +  c  +  d  =  0,         c"  +  a  +  6'  ==  0, 

so  sieht  man,  dass  in  (1)  die  Gleichungen  d')  ß")  y")  aus  den  vorher- 
gehenden und  den  die  Ausdrücke  d'  b"  c'  definir enden  Gleichungen  folgen. 
Es  ist  desshalb  das  Dreieck  mit  den  Seiten  a' =  0,  6''  =  0,  c'' =  o 
ebenfalls  den  drei  geraden  Linien  q  einbeschrieben,  jedoch  nicht  will- 
kürlich, sondern  bedingt  durch  die  beiden  ersten  Dreiecke.  Die  Figur 
wird  hierdurch  eine  specielle  Steiner'sche,  und  ihr  Charakter  drückt 
sich  ebenfalls  durch  die  20  identischen  Gleichungen  (1)  aus,  aber  mit 
Anschluss  der  identischen  Gleichungen: 


1)  [Seite  554  dieser  Ausgabe.] 

2)  [Seite  531  dieser  Ausgabe.] 
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j  a''  J^b  +c  =0       h''  +  c  -]-a  =0       c"  -\-  a  +  b'  =  0, 
^'        \a''  +  b'  -^c  =0       b''  -^-c  +a  =0       c'  +  a-{-b=  0, 

welche  einfache  Folgen  aus  den  kurz  vorhergehenden  sind. 

Die  Gleichungen  cf  ),  /9  ),  y  )  beweisen,  dass  die  geraden  Linien 
aa\  bb\  cc  die  gegenüber  liegenden  Seiten  eines  Pascal'schen  Sechs- 
eckes sind,  welche  sich  paarweise  in  drei  Punkten  der  Pascal'schen 
Linie  r'  schneiden.  In  diesem  Sechsecke  sind,  wie  die  Gleichungen  (4) 
darthun,  a'  b"  c  die  Diagonalen,  welche  die  gegenüber  liegenden  Ecken 
des  Sechseckes  verbinden. 

Geht  man  nun  in  der  Beschreibung  der  speciellen  S  t  e  i  n  e  r'schen 
Figur,  welche  in  den  angegebenen  26  Gleichungen  ihren  analytischen 
Ausdruck  hat,  nicht  von  den  drei  geraden  Linien  (>  aus,  welchen  drei 
Dreiecke  einbeschrieben  wurden,  sondern  von  dem  genannten  PascaTschen 
Sechsecke,  so  lässt  sich  dieselbe  durch  folgenden  Satz  ausdrücken: 

Wenn  man  in  einem  PascaV sehen  Sechsecke  die  drei  Diagonalen  zieht, 
welche  die  gegenüber  liegenden  Ecken  verbinden,  so  bilden  die  geraden  Seiten 
des  Sechseckes,  die  ungeraden  Seiten  und  die  drei  Diagonalen  drei  Dreiecke, 
welche  dreien  von  einem  Punkte  ausgehenden  geraden  Linien  ^  einbeschrieben 
sind.  Die  entsprechenden  Seiten  je  zweier  von  diesen  Dreiecken  schneiden 
sich  paarweise  in  einer  geraden  Linie  r,  und  die  drei  geraden  Linien  r 
schneiden  sich  wieder  in  einem  Punkte, 

Die  Erweiterung  dieses  Satzes  oder,  analytisch  gefasst,  die  Erweiterung 
der  26  den  Satz  beweisenden  identischen  Gleichungen  wird  der  Gegen- 
stand des  folgenden  Abschnittes  sein. 


Wenn  R  die  Determinante  bedeutet:    Fi  =  2-^ulu\  .  .  .  u'','^,    so    hat 
man  bekanntlich: 


du^'duK  du^    du^^\         dii^'    du^'. 


7i 


Die  Ausdrücke,  aus  welchen  die  Gleichung  zusammengesetzt  ist,  sind 
sämmtlich  Determinanten.  Führt  man  die  Bezeichnungen  ein:  A,  (a.y,  ßd), 
(aß)  für  die  Determinanten: 
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SO  hat  man  auf  Grund  der  angegebenen  Gleichung: 
6.  A{ay,  ß,J)  =  (aß)  {yd')  -  («rl)  (yß). 

Diese  Gleichung  unter  der  Bezeichnung  (5)  wird  der  Ausgangspunkt 
sein  der  nachfolgenden  Entwickelungen.  Sie  lehrt,  dass  die  Determinante 
(ay^  ßS)  nur  ihr  Vorzeichen  ändert,  wenn  man  die  Buchstaben  a  und  y 
oder  die  Buchstaben  ß  und  (J  mit  einander  vertauscht,  was  auch  an  der 
Determinante  selber  in  (5)  zu  Tage  tritt. 

Wenn  man  in  der  Gleichung  (6)  die  Buchstaben  ß  und  y  mit  ein- 
ander vertauscht  und  in  der  daraus  hervorgehenden  Gleichung  wieder 
die  Buchstaben  ß  und  (^  mit  einander  vertauscht,  so   erhält  man: 

A{aß^yd)  =  {aY){ß8)-{ad){ßy) 
A{aS,  yß)  =  {ay)  {d ß)  -  {aß)  {dy). 

Die  Differenz  der  beiden  Gleichungen  giebt  unter  der  Voraussetzung, 
dass  u^==:uj,  dass  also  die  Determinante  A  eine  symmetrische  sei,  weil 
dann  (/? J)  =  (J/3)  ist,  mit  Rücksicht  auf  (6)  folgendes  Resultat: 

A{(«/?,  y^)^  (« J,  yß)}  =  (aß)  (yiJ)  -  (a^J)  (yß)  =  A{ay,  ßd), 

und   mit  Unterdrückung  des  Factors  A  haben  wir: 

7.*  {o^ß,  /rJ)  =  {ay,  ßiJ)  +  {ad\  yß). 

Von  dieser  Gleichung  wird  in  dem  Folgenden  kein  Gebrauch  ge- 
macht werden.  Ich  habe  sie  aber  nicht  unterdrücken  wollen,  weil  sie 
beweist,  dass  man,  wie  von  dem  Multiplications- Theorem  der  Deter- 
minanten, so  auch,  unter  Beschränkungen,  von  dem  Additions-Theorem 
der  Determinanten  sprechen  kann.  Wie  das  Product  zweier  Deter- 
minanten sich  wieder  als  eine  Determinante  darstellt,  welche  zusammen- 
gesetzt ist  aus  den  Elementen  der  Factoren,  so  stellt  sich  hier  die  Summe 
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zweier  Determinanten  dar  als  eine  Determinante,  zusammengesetzt  aus  den 
Elementen  der  Summanden. 

Eine  zweite  ähnlich  gebildete  Gleichung  leitet  man  unter  der  gleichen 
Voraussetzung  u^^  =  uj  aus  den  beiden  oben  aus  (6)  hervorgegangenen 
Gleichungen  ab,  wenn  man  die  erste  mit  (aß)  (yS)  multiplicirt  und  die 
zweite  mit  (a(T)  (yß)  multiplicirte  Gleichung  abzieht.  Dadurch  erhält 
man  mit  Rücksicht  auf  (6): 

A{(a/3,  r^)i^ß)ir^)-H'  rß)H)(rß)}  =  M(ß^){(^ß)ir^l  -  H)(rß)} 

und  mit  Unterdrückung  des  Factors  A: 

8  *  {aß,  yS)  {aß)  {yd)  =  {ay^  ßd)  {ay)  {ßd)  +  {ad\  y ß)  {aS)  {y ßl 

eine  Gleichung,  welche  wegen  ihrer  Beschränkung  eben  so  wenig  als  die 
vorhergehende  (7*)  in  die  folgenden  Entwickelungen  einzugreifen  be- 
rufen ist. 

Um  eine  andere  Art  von  Determinanten -Gleichungen  abzuleiten, 
welche  der  eben  gemachten  Voraussetzung  nicht  bedürfen,  setzen  wir 
in  (6)  für  die  Buchstaben  ß  und  y  respective  'Q  und  e.  Dadurch  geht 
die  genannte  Gleichung  über  in: 

A{at,  t$)  =  {at)  {ed)  —  (acT)  {et). 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  (yß)  und  zieht  sie  von  der 
mit  {e'C)  multiplicirten  Gleichung  (6)  ab,  so  erhält  man: 

A{{e'C)  {ay,  ßd)  —  (yß)  (as,  t<^)}  =  (aß)  (ycJ)  (eZ)  —  (yß)  (.(T)  (au). 

Der  linke  Theil  dieser  identischen  Gleichung  ist  das  Product  zweier 
Factoren,  von  welchen  der  erste  A  sich  nicht  ändert,  wenn  die  Buch- 
staben a,  ß,  .  .  .  'Q  verändert  werden.     Der  andere  Factor  p': 

v''==(e^C){ay,ß<^)-(yß){ae/Cd) 

ändert  sich  jedoch  zugleich  mit  den  Buchstaben  a,  /?....  t.  Vertauscht 
man  aber  diese  Buchstaben  in  der  Weise,  dass  der  rechte  Theil  der 
vorhergehenden  identischen  Gleichung  ungeändert   bleibt,   so  wird   durch 
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die   gleiche  Vertauschung   auch    q"   ungeändert   bleiben,   wenngleich   die 
Form  dieses  Ausdruckes  sich  ändert. 

Der  rechte  Theil  der  angegebenen  identischen  Gleichung  bleibt  aber 
ungeändert,  wenn  man  für  die  Buchstaben  et,  /?,  y,  d,  s,  ^  respective 
setzt  y,  (5~,  «,  t,  «,  ß  oder  e,  'Q,  a,  ß,  y,  S.     Man  hat  daher: 


9. 


10. 


A  p"  =  {aß)  [yS)  («0  -  irß)  {^^)  («?:) 

^"  =  {e'Q){ay,ßd)-{Yß){a.,  ^d) 
=  {aß){ye,  <^1;)  -  (e^)  {ya,  ß'C) 
^(r<y){sa,    l;ß)-{at){ey,   d ß). 


Hieraus  entspringt  nun  durch  cyclische  Vertauschung  der  Buchstaben 
a,  ;/,  8  ein  ganzes  System  identischer  Gleichungen.  Denn  setzt  man  /,  «,  a 
für  a,  y^  f,  so  wird: 

11.  Aq    ={yß){,$){aQ-{eß){ad){y-C) 

(,    ^iat){ye,  ß<^)  -  (eß)  (ya,    l(5>) 

12.  =(r/5)(*«,    rC)~ia,r)iey,    ßt) 

=  {ed){ay,  'Q ß)  -  {y-Q)  {a e,    d ß). 

Setzt  man  f,  a^  y  für  r/,  y^  f,  so  gehen  (9)  und  (10)  über  in: 

13.  Aq    =  (8ß)  (a^)  (yt)  -  (aß)  {y<^)  (el:) 

-p^  ={/C)i8a,  ßd)-{aß){8y,    U) 

14.  ={^ß){^7.   rQ)-{yS){c^e,    ßl) 

=  {ad){y8,    'Qß)-{st){ya,   d ß). 

Addirt  man  endlich  (9),  (11),  (13),  so  erhält  man: 

15.  P  +  p'  +  (^''  =  0. 

Hieraus  entspringt  nun  ein  zweites  System  identischer  Gleichungen, 
wenn  man  die  Buchstaben  S  und  t  mit  einander  vertauscht.  Bezeichnet 
man  nämlich  die  Ausdrücke,  in  welche  p ',  ^,  {)  durch  diese  Vertauschungen 
übergehen,  respective  mit  r\  r,  r,  so  erhält  man  aus  (9)  bis  (15) 
folgendes  System : 

Hesse's  Werke.  75 
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16. 

17. 

18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
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Ar"  =  (aß)  ir'Q  (ed)  -  (yß)  (.?)  {a<y) 
{r"  =  i8cJ)(ar,  ß-C)-irß)ias,    cVQ 

=  {r'C){ea,   Jß)-(a<^)(er,    'iß) 

A  r'  =  {yß)  (.?)  {ad)  -  {eß)  {aQ)  {yd) 

■r  ={ud){y,,  ß-Q-{eß){ya,  ÖT) 
=^{yß){ea,  'Cd)  —  {a'Q  {ey,  ßd) 
=  {e-C){ay,  dß)  -  {yd)  {ae,    'Qß) 

Ar    --=  {^ß)  {a'Q)  {yd)  -  {aß)  {y'Q  {ed) 

[r  ={yd){8a,  ßl;)  —  {aß)  {ey,  d'r) 
=^{eß){ay,  l;d)  —  {y^)  {ae,  ßd) 
=  {(.i)(ye,   dß)  —  {ed){ya,   'Qß) 

r  -\-  r  -\-  r"  =  0. 


Um    über   dieses  Chaos    von   Gleichungen    einen   Ueberblick   zu    ge- 
winnen, führen  wir  die  Bezeichnungen  ein: 


23. 


ü  =  {e'i)  {ya,  dß)  a  =  {aß)  {ey,  'Qd)  a!'  =  {yd){ea,  'rß) 
b  =  {yß)  (6ß,  d'Q)  h'  =  {ed)  {ay,  'Qß)  h"  =  {a'Q)  {ey,  dß) 
c  =  {ad)  {ey,  ß'Q)        c   ^  {y-Z)  {ae,  dß)        c"  =  {eß)  {ay,  d'i). 


Hierdurch  kommen  nämlich  alle  Gleichungen  (9)  bis  (22)  zurück 
auf  die  20  Gleichungen  (1)  mit  Ausschluss  der  6  folgenden  Gleichungen, 
welche  die  6  Ausdrücke  ^  und  r  definiren: 

A4>  =  {yß)  {ed)  {at)  —  {eß)  {ad)  {y'r) 
A  ^'  =  {eß)  {ad)  {yt)  -  {aß)  {yd)  {e'Q) 
A  (>"  =  {aß)  {yd){e-Q)  _  {yß){ed)  {a'Q 
Ar  =.{eß){a'Q)  {y d)  -  {aß)  (y 'Q)  { e d) 
Ar  =  {yß)  {e'C)  {ad)  -  {eß)  {a';)  {yd) 
Ar"  =  {aß)  {yl;){ed)  -  {yß){ei)  {ad). 


24. 
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An  den  9  Determinanten- Ausdrücken  (23)  kann  man  die  Bemerkung 
machen,  dass  dieselben  in  einander  übergehen,  aber  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen  annehmen,  wenn  man  entweder  irgend  zwei  von  den  Buch- 
staben cf,  ;/,  8  oder  irgend  zwei  von  den  Buchstaben  /?,  cT,  ^  mit  ein- 
ander vertauscht. 

Von  diesen  Eigenschaften  der  9  Determinanten- Ausdrücke  (23)  werden 
wir  Gebrauch  machen  zur  Entscheidung  der  Frage,  ob  dieselben  so  allge- 
mein sind,  dass  sie  nur  den  20  Gleichungen  (1)  genügen,  oder  ob  sie  auch 
den  Bedingungen  (4)  oder  ähnlichen  Bedingungen  unterworfen  sind.  Das 
letztere  trifft  zu,    und  es  wird  unsere  Aufgabe  sein,    dieses   nachzuweisen. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  irgend  einen  der  Ausdrücke,  welche 
nach  (4)  verschwinden,  zum  Beispiel  den  Ausdruck  E: 

25.  jE=a  +  b'  -\-c\ 
so  stellt  sich  derselbe  nach  (23)  so  dar: 

26.  E  =  {s'O  {ar,  ßd)  +  (6(T)  (ar,  Zß)  +  {eß)  {ay,  ^Z), 

Man  hat  aber  nach  (6)  und  mit  Vertauschung  der  Buchstaben  in 
dieser  Gleichung: 

is{ay,  ßiJ)  ^  {aß)  {yi'i)  -  {ad')  {y ß) 
A  {ay,  Zß)  ^-  {a^Q)  {y ß)  ~  {aß)  {yZ) 
A{ay,  (VQ)  =  {ad)  {yZ)  —  {aZ)  (/rT). 

Multiplicirt  man  demnach  die  Gleichung  (26)  mit  A,  so  stellt  sich 
der  rechte  Theil  der  Gleichung  als  eine  Determinante  dar  wie  folgt: 


27.  AE: 


(«/?).   {ad),   {aZ) 
{eß),   {ed)^   {eZ) 


welche  beweist,  dass  E  nur  sein  Vorzeichen  ändert,  wenn  man  irgend 
zwei  Buchstaben  a,  y^  s  oder  irgend  zwei  Buchstaben  /?,  d^  'Q  mit  ein- 
ander vertauscht. 


75=' 


596  43.   Ein  Cyclus  von  Determinanten-Gleichungen. 

Diese   Vertauschungen    lassen   nun    aus    (25)    folgende    6    identische 
Gleichungen  hervorgehen: 

^f,''  j^l  j^c'  =  E        h"  -[-  c  -{-  a  =  E        c''  +  a  +  6'  =  E 
28. 


4-  ft'  4-  c  =  E        y  4-  c'  4-  a  =  jK        d'  -\-d  -\'l  =.E, 


Gleichungen,  welche  in  die  Gleichungen  (4)  vollständig  übergehen,  wenn 
E  verschwindet.  Dieses  trifft  aber  wohl  nur  zu,  wenn  n  =  1^  wie  nach- 
gewiesen werden  soll. 

Denkt  man  sich  die  Determinante  A  E  entwickelt,  so  wird  ein  be- 
liebiges Glied  der  Entwickelung  nur  die  Form  haben  können: 

Dieses  eine  Glied  bedingt,  weil  die  Determinante  auch  zwischen  den 
Buchstaben  /3,  (5",  ^  alternirt,  andere  Glieder  mit  abwechselnden  Vor- 
zeichen, deren  Summe  ist: 

und  diese  Summe,  als  ein  Ghed  der  Entwickelung  aufgefasst,  bedingt, 
weil  die  Determinante  auch  zwischen  den  Buchstaben  a,  ^,  6  alternirt, 
wieder  Glieder,  deren  Summe  ist: 

Da  nun  im  Falle  n  =  1  die  Indices  r/,  c,  e  und  die  Indices  &,  d,  f 
nur  die  Zahlen  0  und  1  bedeuten  können,  in  welchem  Falle  sowohl 
der  erste  als  der  zweite  Factor  neben  G  verschwindet,  so  sieht  man, 
dass  das  aus  der  Entwickelung  der  Determinante  AE  hervorgehobene 
Glied  nicht  vorkommen  kann,  dass  also  die  Determinante  selber  ver- 
schwindet. Der  in  (5)  definirte  Ausdruck  A  verschwindet  nicht.  Es  muss 
desshalb  E  verschwinden.  Dadurch  gehen  nun  die  Gleichungen  (28)  über 
in  die  Gleichungen  (4). 

In  dem  allgemeinen  Falle ,  wenn  w  >  1 ,  lässt  sich  für  das  Ver- 
schwinden von  E  ein  gleicher  Beweis  nicht  führen,  und  wir  müssen  an 
Stelle  der  Gleichungen  (4)  die  Gleichungen  (28)  gelten  lassen. 
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Zum  Schlüsse  führen  wir  noch  ein  System  Gleichungen  vor,  welches 
sich  aus  (16)  und  (17)  ergiebt,  wenn  man  die  Buchstaben  s  'Q  y  ß  a  ^ 
der  Reihe  nach  verändert  in  s  'Q  ß  y  d  a  oder  in  ß  'Q  y  d  s  a,  und  an- 
nimmt, dass  r"  durch  diese  Veränderung  übergeht  in  —  r^  oder  in  —  r  : 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


Ar"  =^  {aß)  (y'C)  i^)  —  (yß)  (e'Q  («(T) 

"  =  is^)iay,  ß'Q)-{yß)(ae,  r^) 
=  {aß){ys,  'Cd)-{e-Q){ya,ßd) 
=  {y'Q){ea,    ,Jß)  —  {a,)'){,y,    'Qß) 

-  Ar,,  =  [dy)  iß'C)  (ea)  —  (ßy)  (e'Q  (')"«) 


r,  =  (  aa)  {,Jß,  y'C)  —  {ßy)  [ih,  aC) 
=  {dy){ße,  'Cu)-{e'Q){ßd\ya) 
--^{ß'Qie^l    ay)~-{<ra){eß,   'Qy) 

r,={ed)  iy-Q)  (ßa)  —  {yc^)  {ß'Q)  (««) 

r,  =  (/?«)  (f/,  ^yQ)  —  {y^)  {fß,  a'C) 
=  (e,y){yß,  'Ca)~(ß'C){yf,  cJa) 
^iy'Qiße,    a<r)  —  iea)(ßy,    C'T). 


Unter  der  ausdrücklichen  Annahme,  dass  A  eine  symmetrische  Deter- 
minante sei,  geht  dann  aus  (29),  (31),  (33)  die  einfache  Gleichung  hervor: 


35^ 


Tq  -\-  r  ~\-  r^  =  0. 


Die  aufgeführten  identischen  Determinanten-Gleichungen  sind  viel- 
facher geometrischer  Deutungen  fähig,  von  welchen  wir  nur  eine  hervor- 
heben wollen.  Setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  n  =  1  und  lassen  die 
Grössen  u  lineare  Ausdrücke  der  Coordinaten  eines  variabeln  Punktes 
bedeuten,  so  werden  Determinanten- Ausdrücke  von  der  Form  (aß)  die 
Repräsentanten  von  geraden  Linien  sein,  welche  irgend  6  auf  dem  Kegel- 
schnitte A  =  0  gelegene  Punkte  e  'C,  y  ß  a  $  paarweise  verbinden,  denn 
nach  (6)  verschwindet  A,  wenn  {aß)  und  {ad)  verschwinden  oder  {aß) 
und  {yß).     Es  ist  also  {aß)  =  0  die  Gleichung  der  geraden  Linie,  welche 
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die  Punkte  a  und  ß  des  Kegelschnittes  verbindet.  Geht  man  nun  von 
dem,  dem  Kegelschnitte  einbeschriebenen  Sechsecke  ^  'Q  y  ß  a  8  aus,  so 
beweisen  die  aufgeführten  Determinanten-Gleichungen  bis  (28)  den  am 
Ende  des  vorhergehenden  Abschnittes  angegebenen  Satz.  Unter  derselben 
Annahme  n=^  \  und  unter  der  Beschränkung,  dass  A  eine  symmetrische 
Determinante  sei,  welche  Beschränkung  jeder  Kegelschnitt  gestattet,  be- 
weisen die  mit  (29)  anhebenden  Gleichungen,  dass  dem  Kegelschnitte 
3  Sechsecke  e'Q  y  ß  a  d^  e^Q  ß  y  d  a^  ßtySea  einbeschrieben  sind,  deren 
Pascal'sche  Linien  r"  r^r  sich  in  einem  Kirkman'schen  Punkte  schneiden. 


München,  im  Februar   1872. 


44. 


Die  Reciprocität  zwischen  Kreisen,  welche  dieselbe  gemein- 
schaftliche Secante  haben,  und  den  confocalen  Kegelschnitten. 

[Abhandlungen   der  mathematisch-physikalischen   Classe   der    k.   bayerischen  Akademie   der 
Wissenschaften,  Band   11,  III.  Abtheilung,   Seite   1  —  24.] 


Man  hat  in  der  Geometrie  der  Ebene  zwei  Sätze,  welche,  wenn  man 
sie  mit  einander  vergleicht,  lebhaft  an  das  Princip  der  Reciprocität 
erinnern : 

Die     vier     gemeinschaftlichen                Die    Tangenten  in    jedem    der 

Tangenten   an  zwei  Kreisen  werden  vier    Schnittpunkte  zweier    confo- 

durch  die  gemeinschaftliche  Secante  calen  Kegelschnitte  stehen  auf  ein- 

der  beiden  Kreise  halbirt.  ander  senkrecht. 

Die  Vermuthung,  dass  die  genannten  beiden  Sätze  nichts  anderes 
seien,  als  reciproke  Sätze,  wird  noch  bestätigt,  wenn  man  erwägt,  dass 
zwei  Kreise  Kegelschnitte  sind,  welche  sich  in  vier  Punkten  schneiden 
(von  welchen  allerdings  zwei  Schnittpunkte  im  Unendlichen  liegen), 
während  zwei  confocale  Kegelschnitte  von  denselben  vier  geraden  Linien 
berührt  werden  (die  freilich  imaginär  sind);  und  dass  Kegelschnitte, 
welche  sich  in  denselben  vier  Punkten  schneiden,  nach  dem  Gesetze  der 
Reciprocität  Kegelschnitten  entsprechen,  welche  dieselben  vier  geraden 
Linien  berühren. 

Wenn  die  gehegte  Vermuthung  zur  Wahrheit  werden  soll,  so  muss 
sich    ein    Kegelschnitt    auffinden    lassen,    in    Rücksicht    auf   welchen,    als 
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Directrix  genommen,  Kreise  mit  gemeinschaftlicher  Secante  als  reciproke 
Figuren  confocalen  Kegelschnitten  entsprechen.  Findet  sich  wirklich  eine 
solche  DirectriXj  so  werden  sich  nicht  allein  die  beiden  hervorgehobenen 
Sätze  als  reciproke  Sätze  darstellen,  sondern  noch  eine  grosse  Zahl  anderer 
Sätze.  Man  wird  sogar  in  der  Lage  sein,  aus  den  bekannten  Sätzen  über 
Kreise  mit  gemeinschaftlicher  Secante  etwa  noch  unbekannte  Sätze  über 
confocale  Kegelschnitte  zu  entdecken,  wie  umgekehrt. 

Wir  werden  nachweisen,  dass  der  Kreis  die  gesuchte  Directrix  ist. 

Da  bei  dieser  Gelegenheit  neben  der  Directrix  noch  verschiedene 
andere  Kreise  auftreten,  so  wird  es  sich  empfehlen,  denjenigen  Kreis 
mit  beliebigem  Radius,  welcher  als  Directrix  gewählt  werden  soll,  zum 
Unterschiede  von  anderen  Kreisen  immer  nur  mit  dem  Namen  der  Directrix 
zu  bezeichnen  und  seinen  Radius  als  die  Längeneinheit  zu  nehmen. 
Wenn  wir  alsdann  den  Mittelpunkt  e  der  Directrix  als  den  Anfangs- 
punkt des  rechtwinkligen  Coordinatensystems  wählen,  auf  welches  sich 
unsere  Gleichungen  beziehen  sollen,  so  haben  wir  die  Gleichung  der 
Directrix  in  homogenen  Punktcoordinaten: 


L  ^2_^^2_^2_o 


und  wenn  wir  die  Coordinaten  irgend  eines  Poles  mit  x,  y,  z  und  die 
Coordinaten  seiner  Polare  mit  u,  v,  w  bezeichnen,  so  haben  wir  nach 
(20)  der  siebenzehnten  Vorlesung^)  zwischen  ihnen  die  Relationen: 

2.  X  =  u^         2/  =  ^5  -^  =  —  ^• 
Die  Gleichung  irgend  eines  Kreises 

3.  x^  +  y^  -{-  {ax  -\-  by  -\-  cz)  z  ==  0 

enthält  drei  willkürliche  Constanten  a,  6,  c,  welche  sowohl  die  Coordinaten 
des  Mittelpunktes,  als  den  Radius  des  Kreises  bestimmen,  wie  umgekehrt. 


1)  Die  Citate  beziehen  sich  auf  meine  , Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie  der 
geraden  Linie,  des  Punktes  und  des  Kreises  in  der  Ebene",  Leipzig,  Teubner  1873,  und  auf  die 
Fortsetzung  derselben,  betitelt:  „Sieben  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie  der  Kegel- 
schnitte", Leipzig,  Teubner  1874. 


44.   Die  Reciprocität  zwischen  Kreisen  etc.  601 

Setzen  wir  für  o;,  y^  z  die  Ausdrücke  (2)  in  (3),  so  erhalten  wir 

3*.  u^-\-v^  —  {au-\-})v  —  cw)w  =  ^, 

die  Gleichung^derüreciproken  Polare  des  Kreises  in  Liniencoordinaten. 
Diese  Gleichung  lässt  sich  aus  zwei  Gleichungen  zusammensetzen: 

{au  -[-  &^  —  cw)  e«;  =  Oj  vC"  -\-  v^  =^  ^, 

Die  erste  Gleichung  drückt  ein  Punktepaar  aus,  von  dem  ein  Punkt 
^6;  =  0  der  Mittelpunkt  e  der  Directrix  (1)  ist.  Mit  diesem  Punktepaare 
ist  nach  der  einundzwanzigsten  Vorlesung  der  Kegelschnitt  (3*)  confocal. 
Es  ist  mithin  die  reciproke  Polare  (3*)  des  Kreises  (3)  ein  Kegelschnitt, 
von  dem  ein  Brennpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  e  der  Directrix  zusammen- 
fällt. Was  den  zweiten  Punkt  e  des  Paares  anbetrifft,  so  lassen  sich  seine 
Coordinaten  cf,  ß  aus  der  Gleichung  ablesen:  a  == ^,  ß  = .     Mit 

diesem  Punktepaare  ist,  auf  Grund  der  Zusammensetzung  der  Gleichung  (3'^) 
aus  den  darauf  folgenden  Gleichungen,  der  Kegelschnitt  (3"^)  confocal,  und 
die  Gleichung  (3*)  mit  den  willkürlichen  Constanten  a,  6,  c  stellt  alle 
möglichen  Kegelschnitte  dar,  von  welchen  ein  Brennpunkt  e  mit  dem 
Mittelpunkte  der  Directrix  zusammenfällt. 

Nennen  wir  nun  focale  Kegelschnitte  solche,  welche  einen  Brennpunkt 
gemein  haben,  so  können  wir  sagen: 

4.  Die  reciproken  Polaren  aller  Die  reciproken  Polaren  aller 
Kreise^  bezogen  auf  einen  beliebigen  focalen  Kegelschnitte ,  bezogen  auf 
Kreis  als  Directrix^  sind  focale  Kegel-  einen  beliebigen  Kreis,  dessen  Mittel- 
schnitte,  deren  gemeinsamer  Brenn-  punkt  der  gemeinsame  Brennpunkt 
punkt  mit  dem  Mittelpunkte  der  Direc-         ist,  sind  Kreise. 

trix  zusammenfällt. 

Die  in  dem  Vorhergehenden  betrachteten  focalen  Kegelschnitte  (3*) 
w^erden  im  Speciellen  confocale  Kegelschnitte,  wenn  wir  die  Coordinaten 
a  und  ß  des  zweiten  Brennpunktes  e  als  gegeben  betrachten,  dagegen 
die  Constante  c  variiren  lassen.  Führen  wir  desshalb  die  gegebenen 
Coordinaten,  indem  wir  setzen  a  =  —  ac,  b  ==  —  /?c,  in  die  Gleichungen 
der  reciproken  Polaren  (3)  und  (3*)  ein,  so  gehen  dieselben  über  in: 

5.  ^^  -\-  y'  —  c  {ax  -\-  ßy  —  z)  z  =  Q. 
5*                                u^  -\-v^  -\-  c  {au  -\-  ßv  -{-  w)w  =^  0, 

Hesse's  Werke.  76 
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Die  letzte  Gleichung  (5*)  mit  dem  veränderlichen  Parameter  c  drückt 
confocale  Kegelschnitte  aus,  deren  Brennpunkte  e  und  e  sind.  Es  erhebt 
sich  nun  die  Frage,  welche  Eigenschaften  ihre  reciproken  Polaren,  die 
Kreise  (5),  haben  werden. 

Um  diese^^  Frage  zu  beantworten,  bemerken  wir,  dass  für  z=\ 
sämmtliche  Kreisgleichungen  (5)  die  in  der  dreizehnten  Vorlesung  definirte 
Normalform  haben.  Fixirt  man  daher  irgend  zwei  von  diesen  Kreis- 
gleichungen und  zieht  die  eine  von  der  anderen  ab,  so  erhält  man  auf 
Grund  der  vierzehnten  Vorlesung  die  Gleichung  der  gemeinschaftlichen 
Secante  S\ 

6.  ax-{-  ßy  —\  =  ^ 

der  beiden  fixirten  Kreise  und  zugleich  aller  Kreise,  deren  analytischer 
Ausdruck  die  Gleichung  (5)  mit  der  willkürlichen  Constante  c  ist.  Es 
sind  demnach  die  reciproken  Polaren  confocaler  Kegelschnitte  in  Rück- 
sicht auf  die  Kreisdirectrix,  deren  Mittelpunkt  in  einem  der  gemein- 
schaftlichen   Brennpunkte    liegt,    Kreise    mit    gemeinschaftlicher    Secante. 

Man  wird  sich  nun  fragen,  welche  Lage  die  genannte  gemeinschaft- 
liche Secante  zu  den  Brennpunkten  der  confocalen  Kegelschnitte  hat? 
Aus  ihrer  Gleichung  (6)  wird  ersichtlich,  dass  dieselbe  nichts  anderes  ist, 
als  die  Polare  des  Brennpunktes  e  ^  dessen  Coordinaten  a  und  ß  sind, 
rücksichtlich  der  Directrix  (1). 

Die  gemachten  Bemerkungen  fassen  wir  zusammen  in  dem  einen  Satze: 

7.  Die  reciproken  Polaren  von  confocalen  Kegelschnitten  rücksichtlich  einer 
beliebigen  Kreisdirectrix,  deren  Mittelpunkt  in  einem  der  gemeinschaftlichen 
Brennpunkte  liegt,  sind  Kreise  mit  gemeinschaftlicher  Secante,  und  letztere 
ist  die  Polare  des  andern  Brennpunktes, 

Die  oben  aufgeworfene  Frage  kehren  wir  nur  um,  wenn  wir  uns 
folgende  Aufgabe  stellen:  „Wenn  ein  System  von  Kreisen  (5)  gegeben  ist 
mit  gemeinschaftlicher  Secante  8^  so  soll  die  Kreisdirectrix  gefunden 
werden,  in  Rücksicht  auf  welche  die  reciproken  Polaren  der  gegebenen 
Kreise  confocale  Kegelschnitte  sind."  Wir  beantworten  die  aufgeworfene 
Frage  mit  dem  Hinweis  auf  die  vierzehnte  Vorlesung,  aus  welcher  ersicht- 
lich ist,  dass  unter  den  Kreisen  (5)  mit  gemeinschaftlicher  Secante  zwei 
Kreise   sich  auszeichnen,    deren  Radien   verschwinden.     Ihre  Mittelpunkte 
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wurden  dort  Grenzpunkte  genannt,  und  es  ergaben  sich  zwei  Grenz- 
punkte, die  gleiche  Abstände  von  der  gemeinschaftlichen  Secante  haben. 
Nun  findet  sich  aber  unter  den  Kreisen  (5)  mit  der  gemeinschaftlichen 
Secante  S  ein  Kreis,  dessen  Radius  verschwindet,  wenn  c  verschwindet. 
Sein  Mittelpunkt  fällt,  wie  aus  seiner  Gleichung  ersichtlich  ist,  mit  dem 
Mittelpunkte  e  der  Directrix  zusammen.  Es  ist  mithin  der  Punkt  e  ein 
Grenzpunkt  des  Systems  (5)  von  Kreisen  mit  gemeinschaftlicher  Secante. 
Daraus  entspringt  der   umgekehrte  Satz: 

8.  Die  reciproken  Polaren  von  Kreisen  mit  gemeinschaftlicher  Secante 
rücksichtlich  einer  beliebigen  Kreisdirectrix,  deren  Mittelpunkt  mit  einem  der 
Grenzpunkte  zusammenfällt,  sind  confocale  Kegelschnitte.  Der  eine  gemein- 
same Brennpunkt  ist  der  Mittelpunkt  der  Directrix,  der  andere  ist  der  Pol 
der  gemeinschaftlichen  Secante. 

Die  folgende  Figur  ist  dazu  bestimmt,  die  reciproken  Sätze  (7)  und  (8) 
zu  verdeutlichen: 


Man  erblickt  in  der  Figur  zwei  Kreise,  K  und  Q,  welche  absichtlich 
von  gleicher  Grösse  angenommen  sind.  Die  gerade  Linie  CG  ist  die 
Centrallinie,  welche  die  Mittelpunkte  der  Kreise  verbindet.  Auf  ihr  steht 
in  0  die  gemeinschaftliche  Secante  SS  senkrecht  und  ist  von  jedem  der 
beiden  Kreise  gleich  w^eit  entfernt.  Die  Punkte  e  und  «,  welche  auf  der 
Centrallinie  G  von  o    ebenfalls    gleich    weit   abstehen,    stellen    die  Grenz- 

76* 
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punkte  des  Systemes  der  Kreise  mit  gemeinschaftlicher  Secante  dar. 
Um  den  Grenzpunkt  e  als  Mittelpunkt  ist  die  Kreisdirectrix  D  beschrieben 
mit  einem  beliebigen  Radius,  welcher  aber  als  die  Längeneinheit  anzu- 
nehmen ist.  Der  Punkt  e  soll  den  Pol  der  geraden  Linie  88  rücksicht- 
lich der  Directrix  vorstellen.  Die  reciproke  Polare  des  Kreises  K  ist 
durch  die  Ellipse  ^  angedeutet,  und  die  reciproke  Polare  des  Kreises  Q 
soll  die  mit  der  Ellipse  E  confocale  Hyperbel  H  vorstellen.  Die  in  dem 
Punkte  6  auf  der  Centrallinie  CC  errichtete  Senkrechte  schneidet  den 
Kreis  Q  in  den  Punkten  ää,  deren  Bedeutung  dem  Folgenden  vorbe- 
halten bleibt. 

Obwohl  die  Gleichungen  (5)  und  (5"^)  der  reciproken  Polaren  einfach 
genug  sind,  so  wollen  wir  sie  doch,  um  Rechnungen  zu  ersparen,  dadurch 
noch  einfacher  machen,  dass  wir  den  Brennpunkt  e  ^  dessen  Coordinaten  a 
und  ß  sind,  in  die  a;-Axe  des  Coordinatensystems  verlegen,  indem  wir 
ß=0  setzen.  Hierdurch  gehen  die  genannten  Gleichungen,  wenn  wir 
zugleich  an  Stelle  des  Parameters  c  den  Parameter  A  durch  die  Relation 
cl  -\-  l  =  0  einführen,  über  in: 

9.  X'  +  2/^  +  y-  (^^  —  ^)  ^  =  0 

9*.  u^  -\-  v^ j-  {au  -\-  w)w  =  0, 

und   es   wird    in    der  Fissur  ee  =  a.  eo  =  — ,    weil  die  Punkte  e    und  0 

^  a 

2 
harmonische  Pole  der  Directrix  sind,  und  es  ==  — 

a 

Um  nun  die  Bedeutung  der  geraden  Linien  hh  in  der  Figur  fest- 
zustellen, bemerken  wir,  dass  die  Gleichung  der  Polare  eines  gegebenen 
Punktes  x^^  yi,  z^  für  den  Kreis  (9)  ist: 

welche  Gleichung  übergeht  in  folgende  von  l  unabhängige  Gleichung: 

a 

wenn  der  gegebene  Punkt  mit  dem  Punkte  e  zusammenfällt. 
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Dieses  ist  aber  gerade  die  Gleichung   der*  geraden  Linie  Tih^   welche 

2 
von    dem    Punkte   e   um  —  absteht.     Wir    drücken   dieses    als    Satz    aus, 

wie   folgt: 

10.  Die  Polaren  eines  Grenzpunktes  in  einem  Systeme  von  Kreisen,  weleJie 
dieselbe  gemeinscTiaftliclie  Secante  haben,  fallen  mit  derjenigen  geraden  Linie 
zusammen,  welche  in  dem  anderen  Grenzpunkte  auf  der  Gentrallinie  senk- 
recht steht. 

Es  sind  daher  der  Grenzpunkt  e  und  jeder  beliebige  Punkt  auf  der 
geraden  Linie  hh  harmonische  Pole  für  das  ganze  System  von  Kreisen 
mit  gemeinschaftlicher  Secante.  Es  folgt  daraus  aber  noch,  dass  die 
Schnittpunkte  h,  h  der  gleich  bezeichneten  geraden  Linie  mit  dem  Kreise  Q 
die  Berührungspunkte  der  von  dem  Grenzpunkte  e  an  den  Kreis  ge- 
zogenen Tangenten  sind.  Für  die  Directrix  wird  diese  gerade  Linie  hh 
die  Polare  des  Halbirungspunktes  M  der  geraden  Linie  ee\  welcher 
Punkt    zugleich  Mittelpunkt    aller   confocalen  Kegelschnitte  (9*)  ist,    weil 

a  2 

eJf  ==        und  es  =  — .    Da  nun  die  Polaren  aller  Punkte  auf  der  öferaden 

Linie  hh,  rücksichtlich  der  Directrix  I),  durch  den  Punkt  M  gehen  und 
die  Polaren  der  Schnittpunkte  h  h  Tangenten  der  Hyperbel  H  werden,  so 
sieht  man,  dass  die  Polaren  der  Punkte  h,  h,  rücksichtlich  der  Directrix  D, 
die  Asymptoten  der  Hyperbel  H  sind.  Es  wird  ferner  der  Kreis  Q 
durch  seine  Polare  hh  des  Punktes  e  in  zwei  Theile  getheilt.  Die  Polaren 
aller  Punkte  des  einen  Theiles,  rücksichtlich  der  Directrix,  werden 
Tangenten  des  einen  Zweiges  der  Hyperbel  HH,  die  den  Punkten  des 
andern  Theiles  entsprechenden  Polaren  berühren  den  andern  Zweig 
der  Hyperbel. 

Die  reciproke  Polare  des  Kreises  K  auf  der  linken  Seite  der 
gemeinschaftlichen  Secante  SS '  wurde  in  der  Figur  als  die  Ellipse  JE 
aufgeführt,  die  dem  Kreise  Q  auf  der  andern  Seite  der  gemeinschaft- 
lichen Secante  entsprechende  reciproke  Polare  wurde  als  die  Hyperbel  HH 
bezeichnet.  Dieses  wird  seine  Rechtfertigung  finden,  wenn  wir  auf 
die  Natur  der  Kreise  (9)  und  ihrer  reciproken  Polaren  (9*)  näher 
eingehen. 
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Wir  entnehmen  aus  der  Gleichung  (9)  den  Abstand  Ä  des  Mittel- 
punktes des  durch  die  Gleichung  ausgedrückten  Kreises  und  seinen 
Radius  B: 

Aus  diesen  Gleichungen  ist  ersichtlich,  dass  mit  wachsendem  Werthe 
von  >w  von  0  bis  -["  ^  sowohl  die  Entfernungen  Ä  der  Mittelpunkte  der 
Kreise  (9)  von  dem  Grenzpunkte  e  als  auch  die  Radien  R  von  od  bis  0 
abnehmen.  Die  Kreise  selbst  füllen  den  Theil  der  Ebene  aus,  welcher 
auf  der  linken  Seite  der  gemeinschaftlichen  Secante  SS  liegt. 

Lässt    man    l    weiter   von    0    bis  —  ( -^  |     abnehmen ,    so    liegen    die 

Kreise  (9)  auf  der  rechten  Seite  der  gemeinschaftlichen  Secante  und  ihre 
Radien  sowohl  als  die  Entfernungen  der  Mittelpunkte  von  dem  Grenz- 
punkte s  nehmen  von  od  bis  0  ab.  Diese  Kreise  erfüllen  wieder  den 
rechts  von  der  gemeinschaftlichen  Secante  gelegenen  Theil  der  Ebene, 
so  dass    die  ganze  Ebene    ausgefüllt   wird  durch    die  Kreise  (9),    welchen 

alle  Werthe  entsprechen  zwischen  den  Grenzen   -j-  co   und  —  ( "ö" )  •     -^^^ 

erste  Grenze  entspricht  dem  Grenzpunkte  e,  die  andere  dem  Grenzpunkte  e. 
Man  kann  daraus  schliessen,  dass  alle  Kreise,  für  welche  l  zwischen  den 

Grenzen  —  ( -^  1    und   —  oo  liegt,  imaginäre  Kreise  sein  müssen.     Und  in 

der  That  weist  die  letzte  Gleichung  (11)  in  den  angegebenen  Fällen  auf 
imaginäre  Radien  hin. 

Die  angegebenen  Grenzen  für  die  Kreise  (9)  und  ihre  Zwischen- 
stadien müssen  auch  ihre  Bedeutung  haben  für  die  reciproken  Polaren  (9"^) 
der  Kreise.     Diese  zu  erforschen,  soll  unsere  nächste  Aufgabe  sein. 

Zu  diesem  Zwecke  übersetzen  wir  die  in  Liniencoordinaten  gegebene 
Gleichung  (9*)  der  reciproken  Polare  des  Kreises  (9)  nach  bekannter 
Regel  in  eine  durch  Punktcoordinaten  ausgedrückte  Gleichung,  indem 
wir  die  Relationen  aufstellen: 
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Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  giebt,  wenn  wir  z=  1  setzen : 

-L  ^      _^  «  1 

=  u,     y  =  v,     — rirvY-  =  ^' 


i+fer"        TTw 


Setzen  wir  diese  Werthe  von  u,  v,  w  in  die  Gleichung  (9*)  ein,  so 
erhalten  wir  die  Gleichung  der  reciproken  Polaren  (9*),  ausgedrückt 
durch  Punktcoordinaten: 


(1)'+ 


l 


Für  alle  positiven  Werthe  von  l,  welche  den  Kreisen  (9)  links  von 
der  gemeinschaftlichen  Secante  entsprechen,  werden  die  confocalen  Kegel- 
schnitte (12)  Ellipsen,  welche  die  ganze  Ebene  ausfüllen.  Für  die  nega- 
tiven Werthe    von  l   von  0  bis  —  (-f-)  ?    welche    den  Kreisen  (9)    rechts 

von  der  gemeinschaftlichen  Secante  entsprechen,  liegen  confocale  Hyperbeln 
vor,  welche  ebenfalls  die  ganze  Ebene  ausfüllen.     Nimmt  endlich  l  noch 

weiter  ab  von  — f— j    bis  — oo,  so  entsprechen  den  imaginären  Kreisen 

auch  imaginäre  reciproke  Ellipsen  (12). 

Damit  nun  Kreise  des  Systems  (9)  leicht  aufgefunden  werden  können, 
welche  gleiche  Radien  haben,  so  wollen  wir  an  Stelle  des  Parameters  X 
den  Parameter  k  einführen  durch  die  Gleichung 

13  ^  -k        V^ 

Hierdurch  geht  die  Kreisgleichung  (9)  über  in: 

14.  x'-^y'  +  (k  -  \  (IJ)  {ax  -  ^)  =  0, 

und  die  Gleichung  (12)  der  reciproken  Polare  geht  über  in: 

14,  ['^i)    ,2 iil 0 
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Positive  Werthe  von  k  entsprechen  dann  den  Kreisen  links  von  der 
gemeinschaftlichen  Secante,  und  gleich  grosse  negative  Werthe  von  k  ent- 
sprechen gleich   grossen  Kreisen  auf  der   rechten  Seite.     Für  k  zwischen 

1  /  2  \^ 
den  Grenzen  ^  =  i-ö-(  — )    giebt  es  v^eder  reelle  Kreise  (14),  noch  reelle, 

ihnen  entsprechende  reciproke  Polaren  (14"^). 

In  dieser  Weise  werden  die  reciproke  Polare  (14*)  und  die  reciproke 
Polare: 

irgend  zwei  gleich  grossen  Kreisen  (14)  auf  der  einen  und  der  andern 
Seite  der  gemeinschaftlichen  Secante  entsprechen.  Ziehen  wir  nun  eine 
von  diesen  Gleichungen  von  der  anderen  ab,  so  erhalten  wir  die  sehr 
einfache  Gleichung: 

16.  x{x  —  a)  =  {), 

welche  im  Zusammenhange  mit  dem  Vorhergehenden  folgende  geometrische 
Interpretation  gestattet: 

17.  Die  reciproken  Polaren  von  zwei  gleich  grossen  Kreisen  (14)  sind 
confocale  Kegelschnitte  verschiedener  Gattung^  welche  sich  in  vier  Punkten 
schneiden,  die  auf  denjenigen  beiden  geraden  Linien  liegen^  welche  auf  der 
Verbindungslinie  der  Brennpunkte  in  den  Brennpunkten  senkrecht  stehen. 

Nachdem  wir  in  dem  Vorhergehenden  die  vorstehende  Figur  in 
allen  ihren  Theilen  gerechtfertigt  haben,  so  unterbrechen  wir  unsere 
Untersuchung,  um  einige  Sätze  vorzuführen,  die  in  dem  Folgenden  gute 
Dienste  leisten  werden.     Der  erste  von  diesen  Sätzen  lautet  also: 

18.  Wenn  irgend  ein  Kegelschnitt  als  Directrix  gegeben  ist  und  in  Be- 
ziehung auf  denselben  zwei  andere  Kegelschnitte  als  reciproke  Polaren  vor- 
liegen^ so  sind  die  Polaren  von  zwei  harmonischen  Polen  des  einen  Kegel- 
schnittes, rücksichtlich  der  Directrix,  für  den  anderen  Kegelschnitt  har- 
monische Polaren,  und  umgekehrt  sind  die  Pole  von  zwei  harmonischen 
Polaren  des  einen  Kegelschnittes,  rücksichtlich  der  Directrix^  harmonische 
Pole  des  anderen  Kegelschnittes. 
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Stellen  wir  uns,  um  den  Satz  zu  beweisen,  zwei  Kegelschnitte  vor, 
welche  reciproke  Polaren  sein  sollen,  und  für  den  einen  Kegelschnitt 
liege  ein  harmonisches  Polepaar  a.  a  vor.  Alsdann  schneidet  die  Ver- 
bindungslinie der  Pole  den  betreffenden  Kegelschnitt  in  einem  Punkte- 
paare ft,  h\  welches  harmonisch  mit  dem  Polepaar  ist.  Diese  beiden 
Punktepaare  entsprechen  durch  die  Directrix  Polarenpaaren  A,  Ä  und  B^  B\ 
welche  nach  dem  Satze  (18)  der  neunzehnten  Vorlesung  harmonisch  zu 
einander  sind.  Da  nun  B  und  B'  Tangenten  des  reciproken  Kegel- 
schnittes und  A  und  Ä  harmonisch  zu  ihnen  sind,  so  sind  A  und  Ä 
nach  der  Definition    harmonische  Polaren    des    reciproken  Kegelschnittes. 

Auf  Grund  von  (13)  der  sechszehnten  Vorlesung  stellt  die  Gleichung 
/' —  /c/)  =  0  jeden  beliebigen  Kegelschnitt  dar,  welcher  durch  die  Schnitt- 
punkte irgend  zweier  gegebenen  Kegelschnitte  /*=  0  und  99  =  0  geht. 
Die  Bedingung,  dass  zwei  durch  ihre  Coordinaten  x^^^  y^^  z^  und  x^^,  y^^  z^ 
gegebenen  Punkte  harmonische  Pole  des  beliebigen  Kegelschnittes  seien, 
wird  nach  (5)  und  (9)  der  siebenzehnten  Vorlesung  durch  die  Gleichung 
/oi  —  A^^oi  =  0  ausgedrückt.  Da  diese  Gleichung  aber  erfüllt  wird,  wenn 
/|)i  =  0  und  %i  ==  0  ist,  so  können  wir,  indem  wir  uns  die  geometrische 
Bedeutung  der  beiden  letzten  Gleichungen  vergegenwärtigen,  die  reciproken 
Sätze  aussprechen: 

19.  Wenn  zwei  Punkte  harmonische  Pole  sind  für  irgend  zwei  gegebene 
Kegelschnitte,  so  sind  sie  auch  harmonische  Pole  für  jeden  Kegelschnitt,  der 
durch  die  vier  Schnittpunkte  der  gegebenen  Kegelschnitte  geht. 

20.  Wenn  zwei  gerade  Linien  harmonische  Polaren  sind  für  irgend  zwei 
gegebene  Kegelschnitte ,  so  sind  sie  auch  harmonische  Polaren  für  jeden 
Kegelschnitt^  welcher  die  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  gegebenen 
Kegelschnitte  berührt. 

Aus  dem  ersten  dieser  beiden  Sätze  ergiebt  sich,  dass  jeder  beliebig 
gegebene  Punkt  seinen  harmonischen  Pol  aufzuweisen  hat  in  dem  Systeme 
von  Kegelschnitten,  welche  durch  dieselben  vier  Punkte  gehen.  Denn 
construirt  man  die  Polaren  des  gegebenen  Punktes  für  zwei  dieser  Kegel- 
schnitte, so  wird  der  Schnittpunkt  derselben  der  gesuchte  harmonische 
Pol  sein.  Ebenso  hat  eine  jede  gerade  Linie  ihre  harmonische  Polare 
in  dem  Systeme  von  Kegelschnitten,  welche  vier  gerade  Linien  berühren. 

Hesse's  Werke.  77 
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Sie  ist  die  Verbindungslinie  der  Pole  der  geraden  Linie  für  irgend  zwei 
der  genannten  Kegelschnitte. 

Die  vorstehenden  allgemeinen  Sätze  wollen  wir  nun  verwerthen  an 
dem  durch  die  Gleichung  (9)  ausgedrückten  Systeme  von  Kreisen  mit 
gemeinschaftlicher  Secante  und  dem  Systeme  der  reciproken  Polaren  (9*). 

Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  an,  es  sei  ein  harmonisches  Pole- 
paar  des  Systems  (9)  durch  seine  Coordinaten  Xq,  y^^  Zq  und  x^^  2/1?  ^i 
gegeben.  Die  Coordinaten  ihrer  Polaren  rücksichtlich  der  Directrix 
werden  alsdann  auf  Grund  von  (2): 

^0  =  ^0?      .?/o  =  ^07      ^o=  —  ^o 

und  diese  Polaren  bilden  nach  (18)  ein  Polarenpaar  des  Systems  (9*). 
Da  nun  das  genannte  Polepaar  auch  ein  Polepaar  des  Kreises  (9)  für 
1=  CO  sein  muss,  so  haben  wir  die  Relation: 

welche  unter  Vermittelung  der  angegebenen  sechs  Gleichungen  über- 
geht in: 

u^u^  -\-  VqV^  =  0. 

Diese  Gleichung  sagt  aber  niclits  anderes  aus,  als  dass  das  in  Rede 
stehende  Polarenpaar  des  Systems  (9*)  einen  rechten  Winkel  bildet. 

Auf  diese  Weise  entspricht  einem  jeden  Polepaare  des  Systems  (9), 
durch  die  Directrix,  ein  Paar  Polaren  des  Systems  (9*),  welche  auf  ein- 
ander senkrecht  stehen.  Ebenso  entspricht  einem  jeden  Paare  Polaren 
des  Systems  (9*)  ein  Polepaar  des  Systems  (9).  Denn  dass  ein  jedes  Paar 
Polaren  des  Systems  (9*)  einen  rechten  Winkel  bilden  muss,  folgt  daraus, 
dass  dasselbe  auch  dem  Kegelschnitte  (9*)  für  l  ==  co  angehört,  wofür 
die  zuletzt  aufgestellte  Gleichung  die  Bedingung  ist. 

Erinnern  wir  uns  nun  des  in  der  vierzehnten  Vorlesung  doppelt 
ausgedrückten  Satzes  von  jedem  Polepaare  des  Systems  von  Kreisen, 
welche  sich  in  denselben  beiden  Punkten  schneiden,  so  können  wir 
folgende  beiden  Sätze  als  reciproke  Sätze  proklamiren: 
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21.  Die  Verbindungslinie  eines  jeden  Ein  jedes    Paar    harmonischer 
Paares   harmonischer  Pole  für   ein  Polaren  für   ein   System   von   con^ 
System   von  Kreisen^    welche   durch  focalen   Kegelschnitten    bildet   einen 
zwei  Punkte  gehen,   wird  durch  die  rechten   Winkel, 
gemeinschaftliche  Secante  der  Kreise 

halbirt. 

Die  Berührungspunkte  einer  gemeinschaftlichen  Tangente  zweier 
Kreise  bilden  ein  Polepaar  für  jeden  der  beiden  Kreise,  weil  die  Polare 
des  einen  Berührungspunktes  immer  durch  den  anderen  geht.  Ebenso 
sind  die  Tangenten  in  dem  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte  ein  Paar 
Polaren  für  jeden  der  beiden  Kegelschnitte.  Halten  wir  nun  diese 
Bemerkungen  zusammen  mit  den  eben  ausgesprochenen  reciproken  Sätzen, 
so  ergiebt  sich  daraus  die  am  Anfange  unserer  Untersuchung  vermuthete 
Reciprocität  der  Sätze: 

22.  Die  vier  gemeinschaftlichen  Die  Tangenten  in  jedem  der  vier 
Tangenten  an  zwei  Kreisen  werden  Schnittpunkte  zweier  confocalenKegeU 
durch  die  gemeinschaftliche  Secante  schnitte  stehen  auf  einander  senk- 
der  beiden  Kreise  halbirt.  recht. 

Den  letzten  Satz  haben  wir  schon  in  der  einundzwanzigsten  Vor- 
lesung unter  (25)  mit  anderen  Worten  ausgedrückt.  Dieser  Satz  war 
an  der  angeführten  Stelle  nur  ein  Corollar  des  allgemeinen  Satzes  (24) 
über  confocale  Kegelschnitte:  „Wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte 
an  confocale  Kegelschnitte  Tangentenpaare  legt,  so  werden  die  Winkel, 
welche  ein  jedes  Tangentenpaar  bildet,  von  einem  und  demselben  Linien- 
paare halbirt." 

Es  erhebt  sich  nun  die  Frage,  welcher  reciproke  Satz  diesem  allge- 
meineren Satze  entsprechen  wird.  Die  aufgeworfene  Frage  beantworten 
wir  aus  dem  Vorhergehenden  damit,  dass  wir  das  von  dem  beliebigen 
Punkte  ausgehende  Linienpaar,  welches  die  von  den  Tangentenpaaren 
gebildeten  Winkel  halbirt,  als  Polarenpaar  der  confocalen  Kegelschnitte 
auffassen.  Denn  in  dieser  Auffassung  drückt  sich  die  gesuchte  Recipro- 
cität schon  in  den  Sätzen  (21)  aus.  Will  man  jedoch  den  Wortlaut  des 
angeführten  Satzes  nicht  ändern,  so  würde  sein  reciproker  Satz  so  aus- 
zusprechen sein:   „Wenn  man  zwei  Kreise  durch  eine  gerade  Linie  schneidet 
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und  auf  ihr  dasjenige  Punktepaar  fixirt,  welches  harmonisch  ist  mit 
jedem  Schnittpunktepaare,  so  wird  die  Verbindungslinie  des  fixirten 
Punktepaares  durch  die  gemeinschaftliche  Secante  der  Kreise  halbirt." 
In  dieser  Weise  sind  auch  folgende  Sätze  von  minderer  Bedeutung 
reciproke  Sätze: 

„Wenn  zwei  confocale  Kegel- 
schnitte und  ein  Punkt  gegeben 
sind,  so  giebt  es  zwei  mit  den 
gegebenen  Kegelschnitten  confo- 
cale Kegelschnitte,  welche  durch 
den  gegebenen  Punkt  gehen.  Die 
Tangenten  der  letzteren  in  dem 
gegebenen  Punkte  bilden  ein  har- 
monisches Polarenpaar  der  con- 
f ocalen  Kegelschnitte. " 

Wir  führen  diese  Sätze  nur  auf,  weil  sie  lehren,  erstens  dasjenige 
harmonische  Polepaar  von  Kreisen,  die  sich  in  denselben  beiden  Punkten 
schneiden,  zu  bestimmen,  welches  auf  einer  gegebenen  geraden  Linie 
liegt;  und  zweitens  dasjenige  harmonische  Polarenpaar  confocaler  Kegel- 
schnitte zu  bestimmen,  welches  sich  in  einem  gegebenen  Punkte  schneidet. 
Freilich  lässt  sich  durch  einfachere  Hülfsmittel  dasselbe  erreichen. 

„Wenn    zwei    Kreise    und    ein  „Wenn   zwei    confocale   Kegel- 

Punkt  gegeben  sind,  und  man  con-  schnitte  und  eine  gerade  Linie  ge- 

struirt  einen  Kreis,    der  durch  die  geben    sind,    und    man    construirt 


„Wenn  zwei  Kreise  und  eine 
gerade  Linie  gegeben  sind,  so  giebt 
es  zwei  Kreise,  welche  durch  die 
Schnittpunkte  der  gegebenen  Kreise 
gehen  und  zugleich  die  gegebene 
gerade  Linie  berühren.  Die  Be- 
rührungspunkte bilden  ein  harmo- 
nisches Polepaar  der  Kreise." 


Schnittpunkte  der  gegebenen  Kreise 
und  den  gegebenen  Punkt  geht,  so 
verbindet  die  Tangente  desselben 
in  dem  gegebenen  Punkte  diesen 
Punkt  mit  seinem  harmonischen 
Pole  für  die  Kreise." 


denjenigen  conf ocalen  Kegelschnitt, 
welcher  die  gegebene  gerade  Linie 
berührt,  so  bildet  die  gerade  Linie 
und  die  in  dem  Berührungspunkte 
auf  ihr  senkrecht  stehende  gerade 
Linie  ein  harmonisches  Polarenpaar 


der  confocalen  Kegelschnitte." 

Aus  diesen  Sätzen  ergiebt  sich  nun  erstens  eine  Construction  des, 
einem  gegebenen  Punkte  entsprechenden  harmonischen  Poles  für  das 
System  von  Kreisen,    welche  sich   in   zwei  gegebenen  Punkten  schneiden, 
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und  zweitens  eine  Construction  der,  einer  gegebenen  geraden  Linie  ent- 
sprechenden harmonischen  Polare  in  einem  Systeme  confocaler  Kegelschnitte. 
Wir  haben  am  Anfange  unserer  Untersuchung  die  allgemeinen  reci- 
proken  Sätze  (4)  abgelesen  aus  den  Gleichungen  (3)  und  (3*)  reciproker 
Kegelschnitte,  rücksichtlich  der  Kreisdirectrix  (1).  Es  lag  dort  irgend 
ein  Kreis  (3)  und  eine  beliebige  Kreisdirectrix  (1)  vor.  Wir  specialisiren 
nun  unsere  im  Vorhergehenden  durchgeführte  Untersuchung,  wenn  wir 
in  dem  Folgenden  annehmen,  dass  der  Mittelpunkt  der  Kreisdirectrix  (1) 
in  der  Peripherie  des  Kreises  (3)  liegt.  In  diesem  Falle  haben  wir  für 
den  Kreis  (3)  und  seine  reciproke  Polare  (3*)  die  Gleichungen: 

23.  x^  -\-y'  ^  (ax  +  by)  z=  0, 

23^.  u"  +  v"  —  {au  -j-  Iv)  w=0. 

Da  in  der  letzten  Gleichung  das  mit  ur  multiplicirte  Glied  fehlt,  so 
können  wir  auf  Grund  von  (14)  der  neunzehnten  Vorlesung  die  reciproken 
Sätze  aussprechen: 

24.  Die  reciproke  Polare  eines  be-  Die  reciproke  Polare  einer  be- 
liebig gegebenen  Kreises  rücksicht-  liebig  gegebenen  Parabel  rücksicht- 
lich einer  Kreisdirectrix,  deren  Mittel-  lieh  einer  Kreisdirectrix,  deren  Mittel- 
punkt auf  der  Peripherie  des  Kreises  punkt  in  dem  Brennpunkte  der  Parabel 
liegt,  ist  eine  Parabel,  deren  Brenn-  liegt^  ist  ein  Kreis. 

punkt    mit    dem    Mittelpunkte    der 
Directrix  zusammenfällt. 

Verlegen  wir  nun  den  Mittelpunkt  des  Kreises  (23)  in  die  x-Axe 
des  Coordinatensystems,  indem  wir  setzen  6  ==  0,  und  führen  an  Stelle 
des  Parameters  a  den  Parameter  k  ein  durch  die  Gleichung  ak  =  2^  so 
gehen  die  Gleichungen  (23)  und  (23*)    der   reciproken  Polaren  über    in: 

24.  x^  -{-g^  -{-^-xz  =  0, 

24*.  ur  -\-  v^ ^  uw  =  0, 

und  die  letzte  Gleichung,  wenn  man  die  Liniencoordinaten  ersetzt  durch 
Punktcoordinaten  wie  folgt: 
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1  1 

u —w  =  x,     V  =  y,     —  j~u  =  IS, 

nimmt  die  Gestalt  an: 

25.  y^  ^^2k(x  +  ^]=  0. 


Dieselbe  Gleichung  ist  am  Ende  der  zweiundzwanzigsten  Vorlesung 
unter  (16)  als  der  analytische  Ausdruck  confocaler  Parabeln  aufgeführt. 
Wir  schliessen  daraus: 

26.  Die  reciproken  Polaren  aller  Kreise,  welche  sich  in  einem  gegebenen 
Punkte  berühren,  rücksichtlich  einer  Kreisdirectrix,  deren  Mittelpunkt  der 
gegebene  Berührungspunkt  ist,  sind  confocale  Parabeln;  und  umgekehrt  sind 
die  reciproken  Polaren  aller  confocalen  Parabeln  Kreise,  die  sich  in  dem 
Brennpunkte  der  Parabeln  berühren,  wenn  der  Brennpunkt  Mittelpunkt  der 
Kreisdirectrix  ist. 

Wenn  ein  Kreis  K'  und  eine  Kreisdirectrix  D,  deren  Mittelpunkt  e 
auf  dem  Kreise  liegt,  gegeben  sind,  so  sieht  man  ohne  Weiteres,  dass 
die  Centrallinie  eo^  der  beiden  Kreise  Durchmesser  der  dem  gegebenen 
Kreise  reciproken  Parabel  P  ist.  Die  Verlängerung  der  Centrallinie 
schneidet  den  gegebenen  Kreis  in  einem  Punkte  h,  dessen  Polare,  rück- 
sichtlich der  Directrix,  Tangente  der  Parabel  P  in  ihrem  Scheitel  a  ist. 
Der  Scheitel  a  der  Parabel  und  der  Punkt  h  des  gegebenen  Kreises  sind 
daher  harmonische  Punkte  zu  den  Schnittpunkten  ihrer  Verbindungslinie 
und  der  Directrix.  Da  nun  jeder  dieser  Punkte  den  anderen  bestimmt, 
so  braucht  man  von  der  Parabel  nur  den  Scheitel  a  zu  kennen,  um 
umgekehrt  den  Punkt  h  des  der  Parabel  reciproken  Kreises  und  damit 
den  Kreis  selbst  zu  bestimmen.  Von  der  angegebenen  Construction  der 
Tangente  der  reciproken  Parabel  in  ihrem  Scheitel  werden  wir  in  dem 
Folgenden  Gebrauch  machen. 

Die  beschriebene  Figur  liegt  hier  zur  Ansicht  vor.  Sie  ist  zugleich 
bestimmt,  als  Ergänzung  der  ersten  Figur  in  Folgendem  zu  dienen. 
Es  sind  darum  gleiche  Figurentheile  mit  gleichen  Buchstaben  bezeichnet. 
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Die  vorstehenden  Entwickelungen  beabsichtigten  vorzugsweise  die 
in  der  dreizehnten  und  vierzehnten  Vorlesung  über  Kreise  dargelegten 
Eigenschaften  durch  das  in  der  zwanzigsten  Vorlesung  beschriebene  Gesetz 
der  Reciprocität  für  Kegelschnitte  nutzbar  zu  machen.  Das  Thema  ist 
keineswegs  erschöpft.  So  sehen  wir  zum  Beispiele,  dass  in  der  vier- 
zehnten Vorlesung  Kreise  auftreten,  welche  das  System  Kreise  mit  ge- 
meinschaftlicher Secante  senkrecht  schneiden,  von  welchen  noch  gar  nicht 
die  Rede  gewesen  ist.  Nehmen  wir  desshalb  zum  Schlüsse  unserer  Unter- 
suchung die  beregten  Kreise  auf. 

Es  lagen  die  Kreise  (9)  vor  mit  gemeinschaftlicher  Secante.  Die 
Entfernungen   e  und   «    der   Grenzpunkt    dieser   Kreise    von    dem   Mittel- 

2 
punkte  e  der  Directrix  B  auf  der  ane^enommenen  a;-Axe  waren  0  und  — . 

^  a 

Es  ist  darum  die  Gleichung  des  Kreises,  der  durch  die  Grenzpunkte  geht 
und  seinen  Mittelpunkt  in  der  a;-Axe  hat: 

1   \^  .    o      /n^ 


X 


^  +f 


/  =  o. 


Hieraus  ergiebt  sich  nun  die  Gleichung  aller  Kreise  K',  welche  das 
System  (9)  senkrecht  schneiden : 
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27.  {x  -^zj  +  f-  (j^Ji-  +  ayz  =  0. 

und  unter  Vermittelung  von  (2)  erhalten  wir  die  Gleichung  ihrer  reci- 
proken   Parabeln: 

27*  iu  ^ w\  +  r  —  i-A  w^  —  ^vw  =  0, 

von  welchen  in  der  Figur  nur  die  Parabel  P  vorliegt,  deren  reciproke 
Polare  der  Kreis  K'  ist  mit  dem  Mittelpunkte  o  auf  der  gemeinschaft- 
lichen Secante  SS  der  Kreise  (9). 

Die  Tangente  der  Parabel  P  in  ihrem  Scheitel  a  ist  die  gerade 
Linie^  welche  die  Schnittpunkte  der  Kreise  D  und  K'  verbindet,  denn  sie 
ist  die  Polare  des  Punktes  h,  rücksichtlich  der  Kreisdirectrix  B,  Sie  geht 
also  durch  den  Pol  M  der  geraden  Linie  hlx,  den  wir  als  den  Mittel- 
punkt der  geraden  Linie  ee  bezeichnet  haben.  Es  liegen  demnach  die 
Scheitel  der  Parabeln  (27^^)  auf  einem  Kreise,  der  die  gerade  Linie  eM 
zum  Durchmesser  hat.  Die  in  M  auf  dem  Durchmesser  senkrecht  stehende 
gerade  Linie  ist  Tangente  für  sämmtliche  Parabeln  (27*),  weil  ihre  reci- 
proken  Kreise  (27)  durch  den  Punkt  e  gehen.  Diese  vorgeführten  That- 
sachen  lassen  sich  kurz  durch  folgende  Sätze  ausdrücken: 

28.  Die  reciproken  Polaren  aller  Kreise,  welche  durch  zwei  beliebig  ge- 
gebene Punkte  gehen,  rücksichtlich  einer  Kreisdirectrix,  deren  Mittelpunkt 
in  einem  der  gegebenen  Punkte  liegt,  sind  focale  Parabeln,  deren  gemein- 
samer Brennpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  der  Birectrix  zusammenfällt,  und 
deren  Scheitel  auf  einem  Kreise  liegen,  der  durch  den  gemeinsamen  Brenn- 
punkt geht. 

29.  Bie  reciproken  Polaren  aller  focalen  Parabeln,  deren  Scheitel  auf 
einem  durch  den  gemeinsamen  Brennpunkt  gehenden  Kreise  liegen,  rück- 
sichtlich einer  um  den  Brennpunkt  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreis- 
directrix, sind  Kreise^  welche  sämmtlich  durch  den  Brennpunkt  und  einen 
anderen  ganz  bestimmten  Punkt  gehen. 

München,  im  Februar   1874. 


Aus  dem  Nachlass. 


Hesse's  Werke.  78 


1. 

Construction  der  zweien  gegebenen  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
gemeinschaftlichen  conjugirten  Linien. 

[Auszug  aus  einem  Manuscript  vom  Jahre  1837.] 


8. 

Wenn  man  aus  der  Gleichung  irgend  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
die  Summe  der  homogenen  Glieder  des  zweiten  Grades  herausnimmt  und 
sie  gleich  0  setzt,  so  erhält  man  bekanntlich  die  Gleichung  eines  Kegels, 
der  dieselben  Systeme  conjugirter  Linien  hat  als  die  Oberfläche  und 
dessen  Spitze  in  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  fällt.  Man  kann 
daher  den  Kegel  für  die  Oberfläche  substituiren,  wenn  man  aus  gegebenen 
Systemen  conjugirter  Linien  der  Oberfläche,  ohne  die  Oberfläche  selbst 
zu  Hülfe  zu  nehmen,  gewisse  andere  Systeme  derselben  Oberfläche  con- 
struiren  will,  wie  umgekehrt  die  Oberfläche  statt  des  Kegels.  Da  man 
aber  zur  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe  nur  zwei  Systeme  conjugirter 
Linien  von  jeder  der  gegebenen  Oberfläche  braucht  und  eine  gegebene 
Hülfsoberfläche,  so  werde  ich  im  Folgenden  nur  die  beiden  Kegel 
betrachten,  welche  dieselben  Systeme  conjugirter  Linien  haben  als  die 
ihnen  entsprechenden  Oberflächen,  deren  gemeinschaftliches  System  con- 
jugirter Linien  gefunden  werden  soll,  und  annehmen,  dass  die  Spitzen 
derselben  in  den  Anfangspunkt  des  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
fallen,  auf  welches  die  Gleichungen  derselben  bezogen  werden.  Die 
Gleichungen  dieser  beiden  Kegel  seien: 

1.  f{xyz)  =  Q, 

2.  99(XrZ)  =  0. 

78* 


n 

d(p 

dx 

dX 

n 

dq) 

dy 

~  dY 

df 

dcp 

ds 

dZ 
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Es  ist  ein  bekannter  Satz,  dass,  wenn  man  zu  einer  beliebigen  Ebene  a 
die  in  Beziehung  auf  (2)  conjugirte  Linie  b  durch  die  Spitze  des  Kegels  (2) 
legt,  diese  Linie  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  beschreibt,  wenn  die 
Ebene  a  als  Tangentenebene  sich  um  den  Kegel  (1)  bewegt.  Denn  be- 
zeichnet man  die  Coordinaten  der  Linie  b  mit  XYZ  und  die  Coordinaten 
der  Linie,  in  welcher  die  Ebene  a  den  Kegel  (1)  berührt,  mit  xy^,  so 
hat  man  folgende  Bedingungsgleichungen: 

f{xyz)  =  0 


3. 


Sucht  man  nun  aus  den  drei  letzten  Gleichungen  die  Werthe  von  xyz, 
welche  in  XYZ  linear  werden,  und  setzt  sie  in  die  erste  Gleichung,  so 
erhält  man  wieder  eine  in  Beziehung  auf  XZZ  homogene  Gleichung  des 
zweiten  Grades.    Mithin  beschreibt  die  Linie  b  einen  Kegel  zweiter  Ordnung. 

Betrachtet  man  die  Grössen  ^^^  als  Functionen  von  XYZ,  welche 
durch  die  Gleichungen  (3)  vollständig  bestimmt  sind,  so  kann  man  die 
Gleichung  des  genannten  Kegels,  indem  man  XYZ  als  die  variabeln 
Coordinaten  ansieht,  darstellen  wie  folgt: 

*■         i(^w  +  i'yf  +  ^^)  =  »-      [/■=/■(-!")•] 

Die  Kegel  (1),  (2),  (4)  stehen  in  einer  merkwürdigen  Verbindung  zu 
einander.  Construirt  man  nämlich  irgend  ein  System  conjugirter  Ebenen 
des  Kegels  (1)  und  zieht  zu  jeder  dieser  Ebenen  die  in  Beziehung  auf  (2) 
conjugirte  Linie  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  hat  man 
drei  Linien,  welche  ein  System  conjugirter  Linien  des  Kegels  (4)  bilden; 
und  umgekehrt,  wenn  man  zu  irgend  drei  conjugirten  Linien  des  Kegels  (4) 
die  in  Beziehung  auf  (2)  conjugirten  Ebenen  durch  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  legt,  so  bilden  diese  Ebenen  ein  System  conjugirter 
Ebenen  des  Kegels  (1).  Denn  bezeichnet  man  durch  x^yi^^;  X2y2^2\''' 
die  Coordinaten    der  Linien,    in    welchen  irgend  ein  System,    durch    den 
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Anfangspunkt  der  Coordinaten  gelegter,  conjugirter  Ebenen  des  Kegels  (1) 
zusammenlaufen,  und  durch  X^Y^Z^;  X^Y^Z^\  ...  die  Coordinaten  der 
zu  diesen  Ebenen  in  Beziehung  auf  (2)  conjugirten  Linien,  so  hat  man, 
wenn  man  der  Bequemlichkeit  wegen  die  Buchstaben  ^qr  einführt, 
folgende  Bedingungsgleichungen: 


a) 


fXi  =  (p  Xy=2p^  f  X-i  =  Cp   X^  =   2  p.2  f  «3  =  (/)'  Xg  =:   2^3 

f'Vi  =  (p'r,  =2q,       f'y^  =  (f'Y,  =  2q^       f  y^  =  (p'Y^  =  2q^ 
fz,  =  ip'Z,  =  2  r,       f'z,  =(p'Z,  =  2r,       f  z^  =^;z,  =  2r,, 


«L'^3  +  2/2  2'3  +  «2^3=   0. 

Man  kann  nun  die  Function  fix^  y^  z^  mit  gleichem  Rechte  als  eine 
Function  von  X^  Y^  Z^  betrachten  und  sie  in  Beziehung  auf  diese  Grössen 
differentiiren,  wie  wir  eben  schon  die  Function  f{xyz)  nach  XY Z 
differentiirt  haben,  als  sie  für  eine  Function  von  p^  q^  r,  nehmen  und  sie 
in  Beziehung  auf  diese  Grössen  differentiiren.  Differentiirt  man  demnach 
die  identische  Gleichung: 

/'(«i  yi  ^i)  =  «1  Pi  +  2/i  ?i  +  ^1  ^i 

nach  ^1,   so  erhält  man: 

3i\  'Taft  +^^  3p,^'^'  a;^J~'^^+^^^  +  ^'^  +  '^'^ 

oder 

^/(■^i.yi^i)  _  0^ 

und  w^enn  man  nach  q^  und  r^  differentiirt: 


622  1.   Construction  der  zweien  gegebenen  Oberflächen  etc. 

Es  ist  ferner: 
9A^i?/i^i)  9/"   3Pi  j_    3/"   9?i     1     ^f   S^-J  _  2  L    ^^1     I    „   1^  _|_  2,  IhX 

ä^Z; —  ä^  ä^  +  a«.   a^,  ^^  3r,  SZ,  r  3^1  ^  ^'  9^.  ^        9^1 


Addirt  man  diese  Gleichungen,  nachdem  sie  nacheinander  mit  X2  Y^  Z 
multiplicirt  worden,  und  bemerkt,  dass: 


^2  ^  +  -^^  777  +  ^^  az.  —  ^^' 


80  erhält  man: 

Z,  M5A^.l  +  r,  ^^(^'1^'  "'^  +  Z,  m^ilifl  =  2  (^, jp,  +  M  +  ^:  r,) 
und  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  {ß) 

TT     ^fi^xlihL     I      V     3/(^1  ?/i^i)      I     7     ^/'K^i^i)    _  0 

Auf    ähnliche    Art    kann    man    aus    den    Gleichungen    (a)    und    (/?) 
folgende  ableiten: 


2  "^^2 


Die  drei  letzten  Gleichungen  sind  aber  die  Bedingungen,  wenn  die 
Linien  X^Y.Z,]  X^Y^Z^]  X^Y^Z^  ein  System  conjugirter  Linien  des 
Kegels  (4)  bilden.  Da  man  aber  aus  diesen  Gleichungen  und  den 
Gleichungen  (a)  wiederum  die  Gleichungen  (/?)  ableiten  kann,  so  folgt 
hieraus  auch  der  umgekehrte  Satz,  dass  nämlich  die  Linien  x^yi^^]  x^  ,  .  , 
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ein    System    conjugirter   Linien    des    Kegels    (1)    sind,    wenn    die   Linien 
XiTiZi;  Xg  .  .  .  ein  System  conjugirter  Linien  des  Kegels  (4)  bilden. 

Denkt  man  sich  die  aus  den  Gleichungen  (3)  hervorgehenden  Werthe 
von  XYZ  in  die  Gleichung  (2)  substituirt,  so  erhält  man,  wenn  man 
xyz  als  die  variabeln  Coordinaten  betrachtet,  die  Gleichung  eines  Kegels, 
der  dieselben  Eigenschaften  in  Beziehung  auf  die  Kegel  (1)  und  (2)  dar- 
bietet, als  der  Kegel  (4)  in  Beziehung  auf  (2)  und  (1).  Die  Gleichung 
dieses  Kegels  lässt  sich  nun  darstellen  wie  folgt: 


Das  den  Oberflächen  (1)  und  (2)  gemeinschaftliche  System  conjugirter, 
durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  0  gelegter  Linien  hat  vier  in 
die  Augen  fallende  Eigenschaften.  Es  ist  nämlich  dieses  System  ein 
System  conjugirter  Linien  der  Kegel  (1),  (2),  (4)  und  (5).  Wenn  nun 
ein  Kegel: 

6.  Äx"  +  By^  4-  (7/  4-  2  Äyz  +  2  B'zx  +  2  Cxy  =  0 

auf  seiner  Oberfläche  das  den  Kegeln  (1)  und  (2)  gemeinschaftliche  System 
conjugirter  Linien  enthalten  soll,  so  wird  er  demnach  auch  4  Bedingungen 
zu  genügen  haben.  Er  wird  nämlich  ein  System  conjugirter  Linien  der 
Kegel  (1),  (2),  (4)  und  (5)  auf  seiner  Oberfläche  enthalten.  Wir  haben 
aber  in  §  3  gesehen,  dass  jede  von  diesen  Bedingungen  analytisch  durch 
eine  lineare  Gleichung  zwischen  den  Coefficienten  Ä,  ß,  (7,  A\  B\  G'  ausge- 
drückt wird.  Man  erhält  also  auf  diese  Weise  4  Bedingungsgleichungen 
zwischen  den  Coefficienten  der  Gleichung  (6),  während  3  Bedingungs- 
gleichungen hinreichen,  wenn  der  Kegel  (6)  auf  seiner  Oberfläche  das 
den  beiden  Kegeln  (1)  und  (2)  gemeinschaftliche  System  conjugirter  Linien, 
also  3  bestimmte  Linien  enthalten  soll.  Von  den  3  Bedingungsgleichungen 
wird  daher  eine  eine  Folge  der  drei  anderen  sein.  Obgleich  diese 
Behauptung  durch  das  vorangegangene  Raisonnement  ausser  Zweifel  ge- 
setzt worden  ist,  so  will  ich  dennoch  der  grössern  Sicherheit  wegen  einen 
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analytischen  Beweis  aufstellen.  Zu  diesem  Zwecke  betrachte  man  die 
in  §  3  angegebene  lineare  Bedingungsgleichung  (11),  welche  zwischen  den 
Coefficienten  des  Kegels  (10)  stattfindet,  wenn  der  Kegel  irgend  ein 
System  conjugirter  Linien  der  Oberfläche  (1)  enthält.  Man  bemerkt 
leicht,  dass  wenn  §  8,  (1)  die  Gleichung  der  gegebenen  Oberfläche  und 
<p{XYZ)  =  X^-^Y''-^Z^  ist,  aus  der  Gleichung  (4)  die  erwähnte 
Bedingungsgleichung  zwischen  den  Coefficienten  der  Gleichung  (6)  hervor- 
geht, wenn  man  für  Z^  ^^  Z^  YZ,  ZX,  XY  setzt:  Ä,B,Ü,  Ä\  B\  G\ 
In  diesem  Falle,  wo  cp{XYZ)  ==  X^  -\-  Y^  -[-  Z^j  steht  jedes  System  con- 
jugirter Linien  des  Kegels  (4)  senkrecht  auf  einem  ihm  entsprechenden 
Systeme  conjugirter  Ebenen  der  Oberfläche  (1),  und  jedes  System  von 
3  Linien,  welches  senkrecht  ist  auf  irgend  einem  Systeme  conjugirter 
Ebenen  der  Oberfläche  (1),  ist  ein  System  conjugirter  Linien  des  Kegels  (4). 
Diesen  Kegel  nun,  aus  dessen  Gleichung  auf  die  oben  beschriebene  Art 
die  Bedingungsgleichung  zwischen  den  Coefficienten  (6)  hervorgeht,  welche 
stattfindet,  wenn  der  Kegel  (6)  irgend  ein  System  conjugirter  Linien  des 
Kegels  (1)  auf  seiner  Oberfläche  enthält,  will  ich  künftig  den  reciproken 
Kegel  (1)  nennen.  Mit  jedem  Systeme  conjugirter  Ebenen  ist  also  auch 
ein  System  conjugirter  Linien  des  reciproken  Kegels  gegeben,  nämlich 
das  System  der  auf  die  drei  Ebenen  errichteten  Lothe. 

Wir   wollen   nun  die  Gleichungen   der  reciproken  Kegel  (1),  (2),  (4) 
und  (5)  nacheinander  aufstellen.     Zu  diesem  Zwecke  setze  man: 


f^x  =  (pX=  2p^ 
7.  fy=.cp'Y  =  2q, 

fz  =(pZ  =  2  r. 

Drückt  man  nun  die  Grössen  xyz  und  XY Z  in  den  Functionen 
f{xyz)  und  cp{XYZ)  aus  durch  pqr,  so  werde  f{xyz)  =  F{pqr)  und 
cp{XY Z)  =  <P{pqr);  alsdann  sind,  wenn  man  pqr  als  variable  Coordinaten 
betrachtet: 

la.  F{pqr)  =  0, 

2  a.  (p(pqr)  =  0 

die  Gleichungen  der  reciproken  Kegel  (1)  und  (2). 
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Da  aber 

F(pqr)=  f(xyz)    =xp  +yq  +^r, 
cp{pqr)  =  (p(XYZ)  =  Xp  +  Yq-^  Zr, 

so    ergeben    sich   durch  Differentiation    die  Werthe    von  xy z  und  XY Z 
in  pqr,  nämUch: 

F'p  =  2x  *>=  2X, 

F'q  =  2y  4^'q  =  2Y, 

F'r  =  2z  <P'r  =  2Z, 

Denn  differentiirt  man  die  erste  von  jenen  beiden  Gleichungen  nach  p, 
so  erhält  man  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (7): 

Tif  o  /      ^^     I         ^V      1         '^z\  ,         dx     .         c)y      ,         dz 

^  V    ^P  ^i^  ^P  J  ^  -^  dp    ^   ^  dp    ^      dp^ 

also    F'p  =  2x    etc. 

Die  Gleichung  (4)  erhält  man,  wenn  man  in  (1)  xyz  vermittelst  der 
Gleichungen  (7)  durch  XY Z  ausdrückt,  oder  wenn  man  in  Gleichung  (1  a) 
pqr  mittelst  der  Gleichungen  (7)  durch  XY Z  ausdrückt.  Sie  geht  in 
die  Gleichung  der  reciproken  Oberfläche  (4)  über,  wenn  man  mittelst 
der  Gleichungen 

dF        ^        dF        ^       dF        ^ 


dX  '    dY         "   '    dZ 

in  ihr  XY Z  durch  uvw  ausdrückt  und  diese  Grössen  als  die  variabeln 
Goordinaten  betrachtet.     Wenn  man  aber  bemerkt,   dass 


dX     ,        dY     ,         dZ\         dOfuvtv) 
u  — \-  V  — \-  w  »  — 


dp  dp  '  dj)   J  du 

dX  ,  dY  ,  dZ\  dOiuviv) 

dq  ^  dq  ^  dq  J  dv 

dX  ,  dY  ,  dZ\  d(D{uvw) 


dr      '         dr      ^  dr  J  dw        ' 

SO   ergeben    sich    die  Relationen,    welche    zwischen  pqr  und  uvw    statt- 
finden, wenn  man  die  obigen  3  Gleichungen,  durch  welche  uvw  in  XYZ 

Hesse's  Werke.  79 
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bestimmt    werden,    multiplicirt   mit  den  Differentialquotienten  von  XYZ 
nach  pqr  genommen,  und  sie  hierauf  addirt: 

dF{pqr)   d(D(iivw) 


ap  du 

dF(pqr)   dO{uvw) 


dq  dv 

dF(2)qr)   d0{uvw) 


dr  diu 

so  dass  man  nur  die  aus  diesen  Gleichungen  hervorgehenden  Werthe 
von  pqr  in  die  Gleichung  (la)  zu  setzen  hat,  um  die  Gleichung  des 
reciproken  Kegels  (4)  zu  erhalten.  Vertauscht  man  nun  in  der  Gleichung  (1  a) 
und  den  oben  aufgestellten  3  Gleichungen  pqr  mit  uvw,  um  die  Gleichung 
des  reciproken  Kegels  (4)  durch  dieselben  Coordinaten  ausgedrückt  zu 
erhalten,  als  die  Gleichungen  der  reciproken  Kegel  (1)  und  (2),  so  hat 
man  in  der  Gleichung: 

4  a.  F  (uv  w)  =  0 

die  Werthe  von  u  v  w  auszudrücken  durch  pqr  mittelst  folgender 
3  Gleichungen: 

F'u  =  <P'pj 
a)  F'v  =  4>Vj 

F'w  =  0  V, 

um  die  Gleichung  des  reciproken  Kegels  (4)  zu  erhalten. 
Auf  dieselbe  Weise  findet  man,   dass  die  Gleichung 

5a.  ^(ürW)  =  0 

in  die  Gleichung  des  reciproken  Kegels  (5)  übergeht,  wenn  man  UVW 
ausdrückt  durch  pqr  mittelst  der  Gleichungen 

cp'U  =F'p, 
ß)  <P'V  =  F'q, 

cp'W  =  F'r. 
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Setzt  man  nun  in  den  Gleichungen  (la),  (2  a),  (4  a),  (5  a)  für  i>^  g'^  ^^ 
gr,  rp,  pq:  Ä^  JB.  0,  ä\  B\  G\  so  erhält  man  die  gesuchten  4  linearen  Be- 
dingungsgleichungen zwischen  den  Coefficienten  des  Kegels  (6),  von  denen 
oben  behauptet  wurde,  dass  jede  eine  Folge  der  3  anderen  sei.  Diese 
Behauptung  wird  gerechtfertigt  sein,  sobald  man  nachgewiesen  haben 
wird,  dass  die  Summe  der  4  Functionen  F{pqr),  ^{PQ^)j  F{uvw), 
<i>(UVW)j  nachdem  sie  mit  gewissen  Constanten  multiplicirt  worden, 
identisch  =  0  ist. 

Um  dieses  zu  beweisen,  leiten  wir  folgende  Relationen  aus  a) 
und  ß)  ab: 

(pp=:Fp- \-Fq- \-Fr-^^, 

^  ^   dp     ^        ^  aj9    *  dp  ' 

a)  4>q  =  F p- \-  F  q- [-  Fr-~-, 

^  ^  ^  dq     ^         ^  dq     ^  dq^ 

,/  -y-,/       du       ,      -n'       dV       ,      -n/       diu 

<Pr  =  F  p- [-  F  q- [-Fr-—-, 

^    dr     ^         ^   dr     ^  dr  ' 

n^         ^/    ^U   ,     w    aF   ,     w    dW 

F p  =  (t>p \-  ^q iz — h  ^^ ^ — , 

^  ^   dp    ^       ^  dp    ^  dp  ^ 

b)  Fq  =  cpp--J^^q^J^^r—, 

tv  ^^    ^ü    ,    ^f    dV    .    ^;    dW 

^   ar     '  ^   ar     *  dr 

Denn  multiplicirt  man  die  Gleichungen  a)  mit  p  qr  und  addirt  sie, 
so  erhält  man: 

2  <P(p  qr)  =  u F'p  -\-  v F'q  -}-  w Fr, 
und  wenn  man  nach  p  differentiirt : 

2*p  =  F  p- \-F  q- \-  P  '^-^ \-  F  u. 

'-  ^     dp  -^    dp      ^  dp       ' 

Da  aber  F'u=  ^p  ist,  so  erhält  man: 

(Pp=:F  p- [-  F  q- [-Fr-—-, 

^  ^  dp    ^       ^  dp    ^  dp  ' 

und  auf  ähnliche  Art  die  übrigen  Gleichungen  a)  und  b). 

79* 
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Wenn  man  die  Gleichungen  a)   nach  F'p,  F'q,  F'r  auflöst    und  der 
Kürze  wegen  setzt: 

dV   dw\     ,      du  fdV    dW  dv    dw\     ,      dU  fdv    dw 


1     dtt  fdv    dw 

SO  erhält  man: 


A    1^  du 
dr   dq  J  ~^  dq 


dv    dw 

dr   dp 


dp   dr  J    *     dr  \dp    dq 


J7i'         ^'    i^jf^'vdw       dvdiü\  ,     ,/    ^jfdvdw       dvdiv\  ,    ^/    ^jfdvdw 
^      \dqdr       drdqj^         ^      \dr  dp       dp  dr  J  ^  \dpdq 

F'q  =  ^'v  n(—  ^  _  ^  ^U  0 V  NP-^  ^'  _  ^  ^^  J-  ^ V  n(—  - 
^      vag  ar        drdqj  ^      \drdp       dp  drj^  \dpdq 

TTi'  ^'      ^i(dudV         dudv\    ,     ^/      ^JdlidV         dudv\    ,       -,/     ,-./ 

^      \dqdr        drdqj^         ^      \dr  dp       dpdrj^  \ 


dv    dw 

dq  dp 

dv  diu 

dqdp 

dwdtl\ 

dq  dp)^ 

du  dv\ 
dq  dp]' 


dr  dp       dp  dr  j  '         '       \dp  dq 

Aus  der  Vergleichung  dieser  Relationen  mit  b)  ergeben  sich  folgende 
9  neue: 


c) 


d}) 
dV 
dp 

dW 

dp 

du 
dq 
dV 
dq 
dW 
dq 

du 
dr 
dV 
dr 
dW 
dr 


=  N 
=  N 
=  N 

=  N 


N 
N 


dv  diu 

dq  dr 

dv  dw 

dr  dp 

dv  dw 

dp  dq 

dw  du 

dq  dr 

dw  du 

dr  dp 


\dp    dq 

du     dv 
dq    dr 


=  N 
=  N 


du     dv 

dr    dp 

du     dv 
dp    dq 


dv  diu 

dr  dq 

dv  dlV 

dp  dr 

dv  dlü\ 

dq  dp) 

dw  du 

dr  dq 

dw  du 

dp  dr 

dw  du 

dq  dp 

du  dv 

dr  dq 

du  dv 

dp  dr 

du  dv 

dq  d^) 


Setzt  man  ferner  der  kürzeren  Bezeichnung  wegen: 

du       .       dv       ,       diu 


p=N},p(^pqr 


+  — + 
dp     '     dq     ^     dr 


Q  =  F{pqr) 


dU 


dp 


+ 


dV        dW 

da  dr 


—  F{u  V  w)\, 
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und  differentiirt  nach  p^  so  wird: 

Addirt  man  nun  die  Gleichungen   a),  nachdem  sie  nacheinander  mit 

dq     ^     dr  ^  dp  ^  dp 

multiplicirt  worden,  so  erhält  man  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  c) 

dP  ___  dQ 

dp         dp  ' 


und  auf  ähnliche  Art 


Da  aber 


so  ist 


ap  _  dQ 

dq  dq  ' 

ap  _  dQ 

dp      ^    -^    dq      '         dr 


mithin  ist  jede  von  den  Gleichungen  (la),  (2  a),  (4  a),  (5  a)  eine  Folge 
der  3  übrigen. 

10. 

Wenn  wir  durch: 

Z=-0,  ilf=0,         iY=0,         P=0 

die  in  Beziehung  auf  die  Coefficienten  der  Gleichungen  (6)  linearen 
Gleichungen  bezeichnen,  welche  aus  den  Gleichungen  (la),  (2  a),  (4a),  (5  a) 
dadurch  hervorgehen,  dass  man  für  p^^  g^,  r^,  qr,  rp,  pq  setzt:  Ä^B^C, 
ä\  B\  C\  so  haben  wir  im  vorhergehenden  Paragraphen  gesehen,  dass  sie 
nur  die  Stelle  von  3  Gleichungen  vertreten,  weil  jede  eine  Folge  der 
3  übrigen   ist.     Diese  Gleichungen   bestimmen  den  Kegel  (6)   nicht  voll- 
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ständig.  Wenn  man  aber  noch  die  Bedingung  hinzufügt,  dass  er  eine 
gegebene  Oberfläche,  welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  0 
geht,  in  einer  ebenen  Carve  schneiden  soll,  so  wird  der  Kegel  ein  be- 
stimmter.    Denn  wenn: 

die  Gleichung  der  gegebenen  Oberfläche  und 

A)  Ux  +  Vy  -\-Wz-\-l  =  ^ 

die  Gleichung  der  Ebene  ist,  in  welcher  jene  Schnittcurve  des  Kegels 
und  der  Oberfläche  liegt,   so  ist  nach  §  4,  (14) 

9.  2ß"V  =  ß  +  B,  y'ü  ^a''W=ß'+B\ 

2/'w  =  r  +  c,       a'r  +  ß''u  =  /  +  c\ 

Setzt  man  nun  diese  Werthe  von  A,  B,  (7,  A\  B\  C'  in  die  obigen 
4  Gleichungen  i  =  0,  711"=  0,  .  .  .,  so  bestimmen  dieselben  die  Werthe  von 
ÜVW,  während  aus  den  Gleichungen  (9)  die  Werthe  von  Ä,B^  C  hervorgehen. 

Unter  den  Bedingungen  (9)  und  i  =  0  ist  die  Gleichung  (6)  der 
allgemeine  analytische  Ausdruck  eines  Kegels,  welcher  die  Oberfläche  (8) 
in  einer  ebenen  Curve  schneidet  und  auf  seiner  Oberfläche  irgend  ein 
System  conjugirter  durch  0  gelegter  Linien  des  Kegels  (1)  enthält, 
während  die  Gleichung  (A)  die  Ebene  darstellt,  in  welcher  jene  Curve 
liegt.  Da  aber  die  Gleichung  L  =  0  in  eine  lineare  Gleichung  in 
Beziehung  auf  UV  W  übergeht,  wenn  man  für  Ä,  B,  G  die  Werthe  aus  (9) 
substituirt,  so  geht  die  durch  den  Schnitt  des  Kegels  (6)  und  der  Ober- 
fläche (8)  gelegte  Ebene  durch  einen  festen  Punkt  a.  Legt  man  nun 
durch  den  Punkt  0  irgend  ein  System  conjugirter  Linien  des  Kegels  (1) 
und  durch  die  3  Schnittpunkte  dieses  Systems  mit  Oberfläche  (8)  eine 
Ebene,  so  muss  diese  Ebene  durch  den  Punkt  a  gehen,  weil  der  Kegel, 
dessen  Spitze  in  0  liegt  und  der  die  der  Ebene  und  der  Oberfläche  (8) 
gemeinschaftliche  Curve  auf  seiner  Oberfläche  enthält,  den  Bedingungen  (9) 
und  L  =  0  genügt.  Wenn  man  umgekehrt  durch  d^n  Punkt  a  irgend 
eine  Ebene  legt  und  durch  den  Schnitt  dieser  Ebene  mit  Oberfläche  (8) 
einen  Kegel,  dessen  Spitze  in  0  liegt,  so  wird  dieser  Kegel  den  Be- 
dingungen (9)  und  L  ==  0  genügen.     Der  Punkt  a  kann  mit  Hülfe  dreier 
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gegebener  Systeme  durch  0  gelegter  conjugirter  Linien  des  Kegels  (1) 
leicht  construirt  werden.  Denn  legt  man  durch  die  3  Schnittpunkte 
eines  jeden  Systems  mit  Oberfläche  (8)  eine  Ebene,  so  erhält  man 
3  Ebenen,  welche  sich  in  dem  Punkte  a  schneiden. 

Unterwirft  man  den  Kegel  (6)  den  Bedingungen  (9)  und  einzeln  den 
Bedingungen  Jlf  ==  0,  iV  =  0,  jR  =  0,  so  kann  man  leicht  folgende  Sätze 
herleiten:  Wenn  man  durch  den  Punkt  0  irgend  ein  System  conjugirter 
Linien  des  Kegels  (2)  legt  und  durch  die  3  Schnittpunkte  dieses  Systems 
mit  Oberfläche  (8)  eine  Ebene,  so  geht  diese  Ebene  durch  einen  festen 
Punkt  b.  Wenn  man  umgekehrt  durch  den  Punkt  b  irgend  eine  Ebene 
legt  und  durch  den  Schnitt  dieser  Ebene  mit  Oberfläche  (8)  einen  Kegel, 
der  seine  Spitze  in  0  hat,  so  genügt  dieser  Kegel  den  Bedingungen  (9) 
und  M  =  0.  Legt  man  durch  den  Punkt  0  irgend  ein  System  con- 
jugirter Linien  des  Kegels  (4)  und  durch  die  3  Schnittpunkte  dieses 
Systems  und  Oberfläche  (8)  eine  Ebene,  so  geht  die  Ebene  durch  einen 
festen  Punkt  c.  Wenn  man  durch  diesen  Punkt  eine  Ebene  legt  und 
durch  den  Schnitt  derselben  mit  Oberfläche  (8)  einen  Kegel,  der  seine 
Spitze  in  0  hat,  so  genügt  dieser  Kegel  den  Bedingungen  (9)  und  N  =  0. 
Wenn  man  endlich  durch  den  Punkt  0  irgend  ein  System  conjugirter 
Linien  des  Kegels  (5)  gehen  lässt  und  die  3  Schnittpunkte  dieses  Systems 
mit  Oberfläche  (8)  durch  eine  Ebene  verbindet,  so  geht  die  Ebene  durch 
einen  festen  Punkt.  Legt  man  durch  diesen  Punkt  d  irgend  eine  Ebene 
und  durch  den  Schnitt  der  Ebene  und  der  Oberfläche  (8)  einen  Kegel,  dessen 
Spitze  in  0  liegt,  so  genügt  dieser  Kegel  den  Bedingungen  (9)  und  B  ==  0. 
Die  4  Punkte  ab  c  d,  von  denen  die  3  letzten  mit  Hülfe  dreier  Systeme 
conjugirter  Linien  der  Kegel  (2),  (4),  (5)  auf  dieselbe  Weise  construirt 
werden  können  als  der  Punkt  a  mittelst  dreier  Systeme  conjugirter  Linien 
des  Kegels  (1),  liegen  in  einer  Ebene,  weil  von  den  Gleichungen  i  =  0, 
ilf=0,  iV^==0,  i?  =  0  eine  aus  den  3  übrigen  folgt.  Wenn  man  nun 
die  Punkte  ab  c  d  durch  eine  Ebene  A  verbindet  und  durch  die  der 
Ebene  A  und  der  Oberfläche  (8)  gemeinschaftliche  Curve,  welche  wir 
mit  u  bezeichnen  wollen,  einen  Kegel  legt,  der  seine  Spitze  in  0  hat, 
so  enthält  dieser  Kegel  auf  seiner  Oberfläche  das  durch  0  gelegte  gemein- 
schaftliche System  conjugirter  Linien  der  Kegel  (1)  und  (2);  denn  er 
genügt  allen  Bedingungen  (9)  und  i  =  0,   il/  =  0,  iV  =  0,  JS  ==  0. 
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11. 

Nachdem  wir  im  vorhergehenden  Paragraphen  sowohl  die  Gleichung 
der  Ebene  Ä  bestimmt,  als  auch  die  Construction  derselben  angedeutet 
haben,  so  wollen  wir  gegenwärtig  die  Oberfläche  (8)  zu  gleicher  Zeit 
mit  dem  Kegel  (6)  variiren  lassen  und,  während  wir  die  Ebene  A  als 
constant  betrachten,  untersuchen,  ob  diese  Oberfläche  eine  Kugel  werden 
könne,  welche  die  Ebene  Ä  in  einer  solchen  Curve  schneidet,  dass,  wenn 
man  durch  sie  und  durch  0  als  Spitze  den  Kegel  (6)  legt,  dieser  Kegel 
das  gemeinschaftliche  System  conjugirter  durch  0  gelegter  Linien  der 
Oberflächen  (1)  und  (2)   enthält.     Zu  diesem  Zwecke   wollen   wir  setzen: 

a  =  ß  =  y=l;       a'  =  (r  =  r=0;       a' =  -  X,    ß''  =  -Y,    y'  =  —  Z. 

Alsdann  geht  die  Gleichung  (8)  über  in  die  Gleichung 

10.  ir'  +  2/'  +  ^'  —  2a;X— 2z/r— 2^Z=0 

einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  die  zu  bestimmenden  Coordinaten  XY Z 
hat,  und  die  Gleichungen  (9)  in 

Ä=  —  1  —  2XU,  A'  =  —  YW—ZV, 

11.  B  =  —  l  —  2Yr,  B'  =  —  ZÜ   —XW, 

G=  —  1  —  2ZW,       c'=  —  xr—Yu. 

Diese  Gleichungen  drücken  die  Bedingung  aus,  dass  der  Kegel  (6) 
durch  den  Schnitt  der  Kugel  (10)  und  der  Ebene  Ä  hindurchgehe. 
Damit  endlich  der  Kegel  (6)  auf  seiner  Oberfläche  das  den  Oberflächen  (1) 
und  (2)  gemeinschaftliche  System  conjugirter  Linien  enthalte,  muss  noch 
den  4  Gleichungen 

i=0,         M=0,         N=0,         P=0 

Genüge  geschehen,  welche,  wie  wir  in  §  9  bewiesen  haben,  nur  die  Stelle 
von  3  Gleichungen  vertreten.  "Wir  haben  also  so  viele  von  einander 
unabhängige  Gleichungen  als  unbekannte  Grössen.  Setzen  wir,  um  diese  zu 
bestimmen,  die  Werthe  von  J,  ß^  C,  ä\  B\  C'  aus  (11)  in  jene  4  Gleichungen, 
welche  dadurch  übergehen  mögen  in 
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SO  kann  man  aus  ihnen  die  Werthe  von  XYZ  finden,  welche  wiederum 
die  Werthe  der  Coefficienten  der  Gleichung  (6)  mittelst  der  Gleichungen  (11) 
bestimmen.  Es  kommt  nun  alles  darauf  an,  den  Mittelpunkt  P  der 
gesuchten  Kugel  zu  construiren.  Denn  da  sie  durch  den  Punkt  0  hin- 
durchgeht, so  kennt  man  mit  dem  Mittelpunkte  zugleich  auch  den  Radius, 
mithin  auch  die  ganze  Kugel. 

Wenn  man  in  den  Gleichungen 

L,  =  0,         M,  =  0,         N,  =  0,         P,  =  0 

XYZ  als  variable  Coordinaten  betrachtet,  so  sind  jene  Gleichungen  die 
analytischen  Ausdrücke  von  4  Ebenen,  die  sich  in  dem  gesuchten  Mittel- 
punkte P  der  Kugel  schneiden.  Diese  Ebenen  lassen  sich  leicht  construiren. 
Denn  wenn  man  setzt: 

F(p  qr)  =  y.f  +  If  -f  i^ir"  -\- 2x  qr -\- 2l' rp  ^  2^ipr, 

so  wird  die  Gleichung  i^  =  0  nichts  anderes  als: 

U{xX-\-  UY+  l'Z)  +  F(.a  X  +  ;.r  +  xZ)  +  W{l'X  +  xY+  iiZ) 

Diese  Ebene  ist  aber,  da  die  Cosinus  des  Lothes  der  Ebene  A 
sich  wie  ÜVW  verhalten,  in  Beziehung  auf  den  reciproken  Kegel  (1) 
conjugirt  zu  diesem  Lothe.  Mit  Hülfe  dieses  Kegels  kann  man  also  die 
Richtung  der  gesuchten  Ebene  finden,  und  man  hat  nur  noch  einen 
Punkt  derselben  zu  suchen,  um  ihre  Lage  im  Räume  zu  bestimmen. 
Zu  diesem  Zwecke   zertheile    man  die  Gleichung    derselben   in   folgende: 


Diese  drei  Ebenen  schneiden  sich  offenbar  in  einem  Punkte  der 
gesuchten  Ebene.  Die  erste  ist  aber  in  Beziehung  auf  den  reciproken 
Kegel  (1)  conjugirt  zur  iZJ-Axe  des  Coordinatensystems  und  geht  durch 
die  Mitte    des    durch    die  Ebene  Ä   abgeschnittenen    Stückes    dieser  Axe. 

Hesse's  Werke.  80 
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Die  zweite  Ebene  geht  durch  die  Mitte  des  von  der  Ebene  Ä  abge- 
schnittenen Stückes  der  t/-Axe  und  ist  conjugirt  zu  dieser  Linie.  Die 
dritte  Ebene  geht  durch  die  Mitte  des  von  der  Ebene  Ä  abgeschnittenen 
Stückes  der  <^-Axe  und  ist  zu  dieser  Linie  conjugirt.  Construirt  man 
nun  diese  drei  Ebenen,  so  gibt  ihr  Durchschnitt  einen  Punkt  der  ge- 
suchten Ebene  L^  =  0.  Da  aber  das  Coordinatensystem,  welches  wir  zu 
Grunde  legten,  keiner  Bedingung  weiter  unterworfen  wurde,  als  dass  es 
rechtwinkelig  sein  sollte,  so  wird  man  ein  beliebiges  anderes  System  von 
drei  (\uYch  0  gelegten,  auf  einander  rechtwinkeligen  Linien  substituiren 
können  und  auf  diese  Weise  so  viele  Punkte  der  gesuchten  Ebene  erhalten, 
als  man  will.  Es  reicht  hin,  die  Construction  der  Ebene  i^  =  0  mit 
Hilfe  der  bekannten  Stücke  des  reciproken  Kegels  (1)  hier  angegeben  zu 
haben,  denn  man  erhält  auf  gleiche  Weise  die  Ebenen  M^  =  0,  N^  =  0, 
P^  =  0,  wenn  man  für  den  reciproken  Kegel  (1)  nach  der  Reihe  die 
reciproken  Kegel  (2),  (4),  (5)  substituirt.  Diese  4  Ebenen  schneiden  sich 
nun  in  dem  gesuchten  Punkt  P.  Beschreibt  man  um  ihn  als  den  Mittel- 
punkt eine  Kugel  mit  dem  Radius  OP,  so  schneidet  diese  Kugel  die 
Ebene  Ä  in  einem  Kreise  u^.  Dieser  Kreis  begegnet  aber  der  Curve  u 
in  4  Punkten.  Verbindet  man  diese  mit  dem  Punkte  0  durch  4  gerade 
Linien,  so  sind  drei  von  ihnen  die  gesuchten  conjugirten  Linien  der 
Kegel  (1)  und  (2).  Denn  da  sowohl  der  Kegel,  welcher  die  Curve  u  auf 
seiner  Oberfläche  enthält,  als  der,  welcher  die  Curve  Wi  enthält,  wenn 
ihre  Spitzen  in  den  Punkt  0  fallen,  das  den  Kegeln  (1)  und  (2)  gemein- 
schaftliche System  conjugirter  Linien  auf  ihrer  Oberfläche  enthalten,  so 
schneiden  sich  dieselben  in  den  gesuchten  conjugirten  Linien  der  beiden 
Kegel  (1)  und  (2). 

12. 

Die   vorangegangenen  Betrachtungen   ergeben   nun   folgende  Lösung 
der  Aufgabe: 

Zur  Construction  des  zweien  Oberflächen  (1)  und  (2)  gemein- 
schaftlichen Systems  conjugirter  Linien  sind  gegeben  von  jeder 
Oberfläche  zwei  Systeme  conjugirter  Linien  und  eine  Hilfsober- 
fläche (8). 
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Wir  können  annehmen,  dass  die  4  gegebenen  Systeme  conjugirter 
Linien  der  Flächen  (1)  und  (2)  durch  irgend  einen  Punkt  0  der  Ober- 
fläche (8)  hindurchgehen.  Da  aber  aus  zwei  Systemen  coDJugirter  Linien 
einer  Oberfläche  zugleich  mehrere  andere  derselben  Fläche  auf  die  ein- 
fachste in  §  7  beschriebene  Art  gefunden  werden,  so  wollen  wir  an- 
nehmen, dass  von  jeder  der  Oberflächen  (1)  und  (2)  drei  Systeme  con- 
jugirter durch  den  Punkt  0  gelegter  Ebenen  gegeben  seien.  Verbindet 
man  je  zwei  Linien  desselben  Systems  durch  Ebenen,  so  erhält  man 
drei  Systeme  conjugirter  Ebenen  der  Oberflächen  (1)  und  (2).  Man 
errichte  ferner  in  dem  Punkte  0  auf  die  Ebenen  Lothe;  alsdann  ist  jedes 
System  von  3  Lothen,  welches  einem  System  conjugirter  Ebenen  der 
Oberflächen  (1)  oder  (2)  entspricht,  ein  System  conjugirter  Linien  der 
reciproken  Oberflächen  (1)  oder  (2),  so  dass  wir  auf  diese  Weise  von 
jeder  der  reciproken  Oberflächen  (1)  und  (2)  drei  Systeme  conjugirter 
Linien  erhalten.  Man  construire  hierauf  zu  jeder  der  9  Ebenen,  welche 
die  drei  Systeme  conjugirter  Ebenen  der  Oberfläche  (1)  bilden,  nach  der 
im  §  7  angegebenen  Methode  mit  Hilfe  der  gegebenen  Oberfläche  (8) 
die  in  Beziehung  auf  Oberfläche  (2)  conjugirten  Linien.  Je  drei  von 
diesen,  einem  System  conjugirter  Ebenen  der  Oberfläche  (1)  entsprechenden 
Linien  bilden  ein  System  conjugirter  Linien  der  Oberfläche  (4),  so  dass 
wir  also  drei  Systeme  conjugirter  Linien  dieser  Fläche  erhalten.  Auf 
ähnliche  Art  können  wir  drei  Systeme  conjugirter  Linien  der  Fläche  (5) 
erhalten,  indem  wir  zu  den  conjugirten  Ebenen  der  Fläche  (2)  die  ihnen 
in  Bezug  auf  die  Fläche  (1)  conjugirten  Linien  suchen.  Jedes  von  den 
drei  Systemen  conjugirter  Linien  der  Fläche  (1)  schneidet  die  Fläche  (8) 
in  drei  Punkten.  Wenn  wir  je  drei  solcher  Punkte  durch  eine  Ebene 
verbinden,  so  erhalten  wir  drei  Ebenen,  welche  sich  in  einem  Punkte  a 
schneiden.  Auf  dieselbe  Weise  bestimmen  die  drei  Systeme  conjugirter 
Linien  der  Oberflächen  (2),  (4)  und  (5)  die  Punkte  h,  c,  d.  Die  drei 
Punkte  a  b  c  verbinden  wir  durch  eine  Ebene  Ä  —  diese  geht  auch  durch 
den  Punkt  d  —  und  bezeichnen  die  der  Ebene  und  der  Fläche  (8)  gemein- 
schaftliche Curve  mit  u.  Wir  legen  ferner  durch  den  Punkt  0  drei 
Systeme  auf  einander  senkrecht  stehender  Linien,  halbiren  die  Stücke 
dieser  Linien,  welche  durch  die  Ebene  A  und  den  Punkt  0  begrenzt 
werden,  und  bezeichnen  durch  et  ß' y^  ^'^ ß" y\  a'' ß'" y''  die  Halbirungs- 
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punkte  des  ersten,  zweiten  und  dritten  Systems.  Durch  diese  9  Punkte 
lege  man  der  Reihe  nach  9  Ebenen,  welche  in  Bezug  auf  die  reciproke 
Fläche  (1)  conjugirt  sind  zu  den  Linien  Oa\  0 ß\  Oy\  Oa  .  .  ,  und  ver- 
binde die  Schnittpunkte  der  drei  ersten,  der  drei  folgenden  und  der  drei 
letzten  durch  eine  Ebene  ij.  Wenn  wir  für  die  reciproke  Fläche  (1) 
die  reciproken  Oberflächen  (2),  (4)  und  (5)  substituiren,  so  erhalten  wir 
auf  gleiche  Weise  drei  Ebenen  ilfj,  iVi,  Pj.  Diese  vier  Ebenen  schneiden 
sich  in  einem  und  demselben  Punkte  P.  Um  ihn  als  Mittelpunkt  be- 
schreibe man  mit  dem  Radius  01^  eine  Kugel,  welche  die  Ebene  A  in 
einem  Kreise  u  schneiden  mag.  Verbindet  man  alsdann  die  vier  Schnitt- 
punkte der  Curven  u  und  des  Kreises  u  durch  gerade  Linien  mit  dem 
Punkt  0,  so  sind  drei  von  diesen  die  gesuchten  conjugirten  Linien  der 
Oberflächen  (I)  und  (2). 


2. 

Beweis  einiger  Sätze  von  Chasles. 

[Aus    einem    Diarium    aus    der   Zeit    1844    bis   November    1845.] 


I. 

Es  sei  U  die  Gleichung  eines  [nicht  zerfallenden]  Kegelschnittes, 
w==0,  z;=0,  w  =  0  die  Gleichungen  der  Seiten  eines  Dreiecks.  Dann 
wird   U  von  der  Form 

Wir  setzen  der  Kürze  halber 

u  ^=  a^^u  -{'  6J2 ^  +  ^13 ^  ^"  =  öfii u  -\-  &12 ^  +  &'i3 ^ 

1.  V    =  &2I  W  +  ^22  ^+^23^  ^"  =  ^21  ^  +  0^22  ^  +  ^23  '^ 

Alsdann  können  wir  die  12  unbestimmten  Constanten  h,  welche  diese 
Ausdrücke  enthalten  und  drei  noch  hinzutretende  weitere  z^  l,  /ll  so 
bestimmen,  dass  die  folgenden  Gleichungen  identische  werden: 

ü-  '     ■ 

ü- 

u- 

Denn  hieraus  entstehen  18  Gleichungen,  von  denen  3  identische  sind, 
so  dass  gerade  so  viele  Gleichungen  übrig  bleiben,  als  Constanten  zu 
bestimmen  sind.     Von  diesen  Gleichungen  heben  wir  nur  diejenigen  her- 


XV  w  —  — 

^11 

11  u 

1 

Iwii  — 

<^22 

V  v" 

1 

auv 

«33 

w  w 
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vor,  welche  zur  Bestimmung  der  Grössen  ftgs?  Ks  ^^^  ^32?  K2  dienen,  weil 
wir  die  übrigen  aus  ihnen  wegen  der  Symmetrie  unseres  Verfahrens 
leicht  bilden  können.     Diese  sind 

2  0^23  =  ^23  +   Ks  2  ao3  =  &32  +   &32 

^^22  %3  ^^^^   ^23  ^23  ^22  ^^33  ^^^  ^32  ^32  • 

Aus  diesen  Gleichungen  ist  ersichtlich,  dass  die  beiden  verschiedenen 
Constanten  &23  ^^^  Ks  wie  die  beiden  632  und  632  als  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung  bestimmt  sind: 

2.  &23  —   2  a23  &23  +  ^22  «^33  =   0- 

Ebenso  sind  6^3,  &31,  ö'/s,  &31  die  Wurzeln  der  Gleichung 

2.  b%  —   2  ^13  &13  4-  «33  %!  =   0, 

und  die  fcis?  ^21?  &i'2j  ^21  die  Wurzeln  von 

2.  &?2  —  2  «12  612  +  <^ii  0^22  =  0- 

[Wenn  6  von  den  Schnittpunkten  der  3  Linien  ^^  =  0,  i'  =  0,  w  =^  ^ 
mit  den  3  Linien  u  ==0,  t;'  ==  0,  w;'  =  0  in  die  6  Schnittpunkte  der 
drei  ersten  Linien  und  des  Kegelschnittes  [7=0  fallen  sollen,  so  muss 
5;2  =  6;i,  &;3  =  &;i,  V^^  =  l'^^,  y[^  =  hl^,  613  =  &3n  K^^K^  gesetzt  werden.] i) 

Man  sieht  dann,  dass  durch  die  Gleichungen  u  =0,  2;'  =  0,  w  =  ^ 
die  ungeraden  Seiten  eines  dem  Kegelschnitt  einbeschriebenen  Sechsecks  P' 
dargestellt  werden,  dessen  gerade  Seiten  durch  die  Gleichungen  w  =  0, 
t;  =  0,  w  =  ^  gegeben  sind.  Ebenso  sind  w  =  0,  t;"  ^=:  0,  w  =  0,  ii'  =  0, 
V  =  0,  w^'  =  0  die  Gleichungen  der  Seiten  eines  dem  Kegelschnitt  ein- 
beschriebenen Sechsecks  P". 

Die  gegenüber  liegenden  Seiten  des  Sechsecks  P'  schneiden  sich  auf 
der  durch  die  Gleichung 

3-  -^  +  ^  +  ^=0 

^23  ^31  ^12 

gegebenen  Linie,    die    des  Sechsecks  P"  auf   der  Linie,    deren  Gleichung 

4.  4_  4_  4_  4_  Jt  =  0 

^23  ^31  ^i2 

ist. 


1)  [Einschaltung  des  Herausgebers.] 
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Wir  haben  bisher  nur  eines  Paares  dem  Kegelschnitt  einbeschriebener 
Sechsecke  P'  und  P"  Erwähnung  gethan,  deren  gerade  Seiten  u,  v,  w 
gegeben  sind.  Die  ungeraden  Seiten  u\  v\  w  des  einen,  welche  zugleich 
Diagonalen  des  andern,  und  die  ungeraden  Seiten  u\  v\  w'  des  andern, 
welche  zugleich  Diagonalen  des  ersten  sind,  wurden  durch  die  Gleichungen  (1) 
auf  die  angegebene  Art  bestimmt.  Diese  Ausdrücke  ändern  sich  aber, 
wenn  man  die  Wurzeln  &23?  ^23  derselben  quadratischen  Gleichung  (2)  mit 
einander  vertauscht,  mithin  auch  die  gesuchten  ungeraden  Seiten.  Durch 
diese  Vertauschung  erhält  man  daher  ein  zweites  Paar  dem  Kegelschnitt 
einbeschriebener  Sechsecke,  mit  den  gegebenen  geraden  Seiten  u^  v^  w,  und 
ein  drittes  und  viertes  Paar,  wenn  man  h'^^  mit  igj  oder  h'^^  mit  6^2  ^'0^- 
tauscht.  Man  kann  also  8  verschiedene,  dem  Kegelschnitt  einbeschriebene 
Sechsecke  finden,  wenn  der  Kegelschnitt  und  die  geraden  Seiten  gegeben 
sind.  Diese  Sechsecke  bilden  4  Paar  Sechsecke  von  der  Art,  dass  die 
ungeraden  Seiten  des  einen  die  Diagonalen  des  andern  sind,  und  die 
ungeraden  Seiten  des  zweiten  die  Diagonalen  des  ersten.  Fügen  wir  zu 
jedem  Paar  Sechsecke  noch  das  Sechseck  bei,  welches  aus  den  ungeraden 
Seiten  des  Sechseckpaares  gebildet  ist,  so  haben  wir  4  Gruppen  von 
3  Sechsecken,  von  denen  wir  eine  gemeinschaftliche  Eigenschaft  nach- 
weisen können.  Die  3  PascaPschen  Linien,  welche  der  ersten  Gruppe 
entsprechen,  schneiden  sich  in  einem  Punkte  p,  dessen  Coordinaten  durch 
die  Gleichungen  bestimmt  sind: 

IT  "^  IT  +  T~  "~"  ^' 

^23  ^31  ^12 

*•  f  +  f  +  f  =  <>- 

^23  ^Z\  ^12 

Addiren  wir  diese  Gleichungen,  so  erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf 
die  Gleichungen  (2): 

^11  0^23  IC  +  (^22  %!  V  -f  0^33  ^12  W  =   Q, 

welches  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  s  ist,  die  durch  den  Punkt  ^ 
hindurchgeht.  Da  diese  Gleichung  aber  ungeändert  bleibt,  wenn  man 
die  Wurzeln  ein  und  derselben  Gleichung  (2)  mit  einander  vertauscht, 
so  wird  diese  Linie  durch  die  4  Punkte^  gehen,  welche  den  4  Gruppen 
von  Sechsecken  entsprechen. 
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IL 

Wenn  man  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ein  Tetraeder  umbeschreibt 
und  die  Tangirungspunhte  der  Seitenflächen  mit  den  gegenüber  liegenden 
Ecken  durch  vier  gerade  Linien  verbindet,  so  sind  diese  vier  Linien  die 
Generatricen  eines  Hyperboloids.^) 

Bezeichnen  wir  durch  uvwr  Ebenencoordinaten  rücksichtlich  des- 
jenigen Tetraeders,  welches  der  Oberfläche  umbeschrieben  ist,  so  wird 
die  Gleichung  der  Oberfläche,  bezogen  auf  diese  Coordinaten,  die  Quadrate 
der  Variabein  uvwr  nicht  enthalten,  mithin  von  der  Form: 

F{uvwr)  =  b,2uv  +  b^^uw  +  b^^ur  +  &23^^  +  K^^  +  K^^^- 
Die  Coordinaten  der  Tangirungspunkte  der  Seitenflächen  des  Tetra- 
eders sind  demnach: 

1.  0  6i2  il3  &14 

2.  6i2  0  &23  ^24 

3.  &13  &23  0  ^34 

4.  fcu  ^24  &34  0, 

die   Gleichung   einer  Ebene,    welche    den    Punkt  (1)    mit   der   gegenüber 
liegenden  Ecke  verbindet,  wird  von  der  Form 
5.  by  -\-  C0  -\-  dp  =  0, 

und  die  Coefficienten  &,  c,  d  müssen  der  Gleichung  genügen 

bbi2  +  ^^13  +  dbi4^  =  0. 

Die  Coordinaten  von  Punkten  auf  den  drei  Linien,  welche  die 
Punkte  2,  3,  4  mit  den  gegenüber  liegenden  Ecken  verbinden,  sind  nun 

II.  &12  y  hs  ^24 

III.  &13  ^23  ^  K 

IV.  &14  &24  *34  P^ 

wo  y^  z,  p  beliebige  Grössen  bedeuten. 


1)  [Chasles,   Aper9U  histor.  Note  XXXII  (2.  Aufl.,   Seite  400  ff.),   wo   sich   auch  die   andern 
hier  gegebenen  Sätze  finden.] 
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Die  Ebene  (5)  schneidet  nun  jede  dieser  Linien  in  einem  Punkte, 
für  welche  Punkte  y^  z^  p  bestimmte  Werthe  annehmen.  Diese  Werthe 
ergeben  sich  aus  den  Gleichungen 

hy  +  C  &23  +  ^  &24  =  0 
6&23  +  C^  4-d&34=0 
&  &24  +  <^  &34  -\-  dp      =0. 

Fügt  man  hiezu  noch  die  obige  Gleichung: 

so  hat  man  die  Bedingungen,  unter  welchen  die  Schnittpunkte  der  Ebene  (5) 
und  der  3  Linien  II,  III,  IV  in  einer  geraden  Linie  liegen.  Da  nun  die 
Ebene  (5)  eine  beliebig  durch  den  Tangirungspunkt  (1)  und  die  gegen- 
über liegende  Ecke  des  Tetraeders  gelegte  war,  so  wird  man  leicht  sehen, 
dass  die  genannten  vier  Linien  die  Generatricen  eines  Hyperboloids  sind. 
Statt  des  umbeschriebenen  Tetraeders  kann  man  auch  ein  beliebiges 
nehmen,  dann  müssen  aber  statt  der  Tangirungspunkte  der  Seitenflächen 
die  Pole  derselben  genommen  werden.  Der  Beweis  ändert  sich  hiebei 
nur  sehr  wenig. 

III. 

Sei  ü=0  die  Gleichung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung;  w  ==  0, 
7;  =  0,  ^6;  =  0,  r  ==  0  die  Gleichungen  der  Seitenflächen  eines  Tetraeders. 
Man  kann  dann 

1.        ü  =  ^11  u^  -j-  ^22 v^  +  «33 w^  -\-  a^^r^  -\-  2  a^^'^v  -{-  '  '  '  -\-  2  a^^wr 

setzen. 

Hieraus  ergeben  sich  die  Gleichungen  der  Polarebenen  der  Ecken 
des  Tetraeders 

«31  ^^  +  «32 1;  +  a33^(;  +  «34^  =  0 

«41  W  -f-  <^42^  +  ^43^   4"  ^44^  =   ^' 

Hesse's  Werke.  81 
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"Wenn  man  die  Coefficienten  a^,  a^^i  0^33,  0^44  in  der  Diagonale  als^Ver- 
änderliche  betrachtet,  so  stellt  jede  von  den  angegebenen  Gleichungen 
ein  System  Ebenen  dar,  welche  sich  in  einer  Linie  schneiden,  die  in 
einer  der  Seitenflächen  des  Tetraeders  gelegen  ist.  Diese  vier  Linien, 
welche  resp.  mit  a,  ß,  y,  d  bezeichnet  sein  mögen,  sind  dieselben,  in  welchen 
sich  die  Seitenflächen  des  Tetraeders  mit  den  Polarebenen  der  gegenüber 
liegenden  Ecken  schneiden.  Durch  die  drei  ersten  a,  ß,  y  kann  man 
unendlich  viele  gerade  Linien  s  legen,  welche  jede  von  ihnen  schneiden. 
Man  kann  also  die  Coefficienten  a^,  ^22,  0^33  in  den  drei  ersten  der  obigen 
Gleichungen  als  so  bestimmt  annehmen,  dass  die  ersten  drei  Ebenen  sich 
in  einer  Linie  e  schneiden.  Dann  lassen  sich  aber  drei  Grössen  a,  &,  c 
dergestalt  bestimmen,  dass 

«n  a  -\-  a^^h  -\-  a^i  c  =  0 

«12 a  -\-  a22h  -\-  a^2C  =  0 

«13 a  -{-  a^^h  -\-  a^^c  =  Q 

«14  a  +  <^24  ^  +  «34  ^  =  0 

ist.  Diese  Gleichungen  lassen  erkennen,  dass,  wenn  man  setzt  u  =  a, 
V  ==  b,  w  =  Cj  r  =  0,  den  vier  Gleichungen  (2)  Genüge  geschieht.  Diese 
Werthe  liefern  also  einen  Punkt,  der  zugleich  in  der  Linie  e  und  in  der 
Linie  (^  liegt.  Mithin  schneidet  jede  Linie  «,  welche  durch  die  drei 
Linien  a^  ß,  y  hindurchgeht,  auch  die  Linie  S,  Woraus  wiederum  folgt, 
dass  die  vier  Linien  a,  ß,  y,  d  sich  als  Generatricen  derselben  Erzeugung 
eines  Hyperboloids  betrachten  lassen. 

Dieses  ist  der  Lehrsatz  von  Chasles,  welchen  derselbe  in  seiner 
Geschichte  der  Geometrie  ausdrückt  wie  folgt: 

Wenn  im  Baum  ein  Tetraeder  und  eine  FläeJie  zweiter  Ordnung 
gegeben  sind,  so  sind  die  Durchs chnittslinien  der  Seitenflächen  des 
Tetraeders  resp.  mit  den  Polarehenen  der  gegenüber  liegenden  Eck- 
punkte vier  Generatricen  ein  und  derselben  Erzeugungsart  eines 
Hyperboloids, 

Wir  wollen  uns  aber  nicht  benügen,  den  Satz  bewiesen  zu  haben, 
sondern  die  Gleichung  des  Hyperboloids  selbst  bestimmen. 
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Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  an,  es  sei 

V=hnu'  +  b22v'-] \-  2b,,wr=  0 

die  Gleichung  des  gesuchten  Hyperboloids.  Alsdann  müssen  sich  acht 
lineare,  homogene  Functionen  a,  6,  c,  d^  A,  B,  G,  D  der  Variabein  u,  v,  w^  r 
der  Art  bestimmen  lassen,    dass   folgende  Gleichungen  identisch   werden: 


Äu  — 

a 

du 

Bv  — 

b 

2 

dv 

Cw  — 

c 

3Ü          y 

d 

du 

Dr  — 

Y 

dr 

Setzt  man  nun 

und  vergleicht    in  der  ersten  Gleichung  die  Terme,    welche  u   nicht  ent- 
halten, so  erhält  man: 

^2  ^12  +  &22  =   0  (^2  ^13  +  %  ^12  -j-   2  &23  =   0 

^3  0^13  +  ^33  =   0  ^2  <^14  +  ^4  ^^12  +   2  &24  =   0 

^4  ^14  -f-  &44  =  0  ag  ^14  +  a^  ^13  +  2  &34  ==  0. 

Jede  der  drei  andern  Gleichungen  (4)  liefert  ebenfalls  6  Gleichungen, 
so  dass  im  Ganzen  24  Gleichungen  vorliegen,  woraus  sich  die  folgenden 
Werthe  von  6  der  gesuchten  Coefficienten  ergeben: 

^22  ^"^  ^21  ^23  ^24  2  633  ^"^  ^23  (^13  ^24      ]      ^12  ^34) 

^33  ^=  %1  <^32  0^34  2  &24  =^  <^24  (^12  ^34  "j"  ^14  ^23) 

644  ^"^  ^41  ^42  ^43  2  634  =  «34  («13  «24  -|~  ^14  ^23)' 

Die  Werthe  der  übrigen  Coefficienten  in  dem  Ausdruck  V  kann 
man  nach  Analogie  aus  den  obigen  herleiten.  Setzt  man  diese  Werthe 
in   V  ein,  so  erhält  man  die  Gleichung  des  gesuchten  Hyperboloids 

V  =  «12  ^13  «14  yr  -j-  ^21  <^23  ^24  ^^  +   •    •   •    +  ^12  (^13  <^24  +  <^14  ^^23)^^  +   *   '   * 
-f   «34  («13  «24  4-  «14  «23)  Wr=Q. 

81* 
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Dass  dies  die  Gleichung  des  gesuchten  Hyperboloids  ist,  lässt  sich 
auch  a  posteriori  einsehen.  Denn  setzt  man  u  =  0,  so  zerfällt  V  in  das 
Product  zweier  linearer  Factoren 

(V  W  T    \ 

-— -  -f  -—  +  — -     ^34^42  0^23- 
"34  ^*42  ^23  / 

dU 
Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  V  verschwindet,   wenn  u  =  0  und  — —  =  0 

u.  s.  w.,  woraus  folgt,  dass  die  4  Linien  a,  ß,  y,  d  auf  dem  durch  jene 
Gleichung  dargestellten  Hyperboloide  liegen;  und  da,  wie  leicht  zu  be- 
merken, sie  sich  gegenseitig  nicht  schneiden,  so  werden  dieselben  die 
Generatricen  derselben  Erzeugungsart  des  Hyperboloids. 

Aus  jener  Zerlegung  in  Factoren  gehen  auch  die  Generatricen  a,  ß\  y,  8' 
der  zweiten  Erzeugungsart  des  Hyperboloids  hervor,  welche  in  den  Seiten- 
flächen des  betrachteten  Tetraeders  liegen.  Bezeichnet  man  nämlich  mit 
^11?  -422,  ^33?  -^44   veränderliche  Coefficienten,    so  stellen   die  Gleichungen 

^34  ^42  ^23 

—  +^22^+^  +  —  =0 

f  +  f  +  ^433^.+  ^  =0 
U.V.W,.  ^ 

1 j 1-  A^^r  =  0 

«23  «31  «12 

vier  Systeme  Ebenen  dar,  welche  sich  resp.  mit  den  Ebenen  u  =  0,  v  =  Oj 
w  =  0,  r  =  0  in  den  Generatricen  a\  ß\  y,  d'  der  zweiten  Erzeugungsart 
schneiden. 


IV. 

Das  Tetraeder  und  die  Oberfläche  zweiter  Ordnung  lassen  sich  noch 
auf  eine  andere  Art  mit  einander  in  Verbindung  bringen,  wenn  man  die 
12  Schnittpunkte  der  6  Kanten  des  Tetraeders  mit  der  Oberfläche  in's 
Auge  fasst. 


6. 


7. 


und 
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Setzt  man  nämlich  der  Kürze  wegen: 

V  =b2iU-\-  a^^v  +  623^  +  ^24^ 

r  =  6;^  w  -[-  6;2 1;  +  &;3  ^(;  +  «44  r 
u  =  a^^u  -\-  &12 '^  +  ^13 w^  +  ^14 ^ 

t;"  ===   &21  W  +  ^22  ^  +  &23  ^  +  *24  ^ 

r"  =  bl^u-\-  bl^  V  +  &I3  ^(;  +  «44  r 


J.  =  0^2  ^(;  r  -|-  ^3  r  i'  -[-  <^4  ^  ^ 

8. 

C  =  Cj  ?;  r  -[-  <^2  ^  W'  +  ^4  w  ^ 

so  kann  man  die  36  neuen  Constanten,  welche  die  Ausdrücke  u\  v  ,  .  . 
u\  v,..AyB.,.  enthalten,  so  bestimmen,  dass  folgende  Gleichungen 
identisch  erfüllt  werden: 


9. 


u  — 

A 

1     ,  » 

M  U 

ü- 

B 

1       ,    „ 

V  V 

«22 

ü  — 

■  C 

1          ,      , 

—  w  w 

«33 

U- 

B 

1          ,     „ 

—  r  r . 

«44 

Denn  entwickelt  man  diese  Gleichungen,  so  erhält  man  so  viele  nicht 
identische  Gleichungen,  als  zu  bestimmende  Constanten  vorhanden  sind, 
und  4  identische  Gleichungen.  Von  den  ersteren  heben  wir  diejenigen 
hervor,  welche  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  612?  ^12?  ^21?  Ki  dienen: 

2  «12  =  K2  +  K2         2  a,2  =  Kl  +  Kl 
^11  ^22  ^^^^  ^12  ^12  ^n  ^22  ^^^^  ^21  ^21  • 
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Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  die  vier  Coefficienten  6^2  =^^21? 
&J2  ==  &21  Wurzeln  der  Gleichung 

0 12  —  ^  ^12  ^12    1      11  ^22 '      ^ 
sind.      Die    sämmtlichen   Coefficienten  &'  .    und    6" .    sind    daher  Wurzeln 
folgender  sechs  quadratischer  Gleichungen: 

6^2  —   2  &12  «12  +  <^ii  0^22  =   0 

10.  

11^  —    2  &34  6/34  -f-   «33  «44  =:   0. 

Diese  analytischen  Betrachtungen  erlauben  folgende  geometrische 
Deutung.  Der  Ausdruck  J.  =  0  stellt  einen  Kegel  dar,  welcher  auf 
seiner  Oberfläche  die  drei  Kanten  des  Tetraeders  enthält,  in  denen  sich 
die  Ebenen  ^=0,  w  =  Q^  r=0  gegenseitig  schneiden.  Da  wir  aber 
A  so  bestimmt  haben,  dass  ü  —  J.  in  lineare  Factoren  zerfällt,  so  haben 
wir  denjenigen  Kegel  bestimmt,  der  die  Oberfläche  zweiter  Ordnung  in 
zwei  Kegelschnitten  schneidet,  die  in  den  Ebenen  u  =  0,  u^  =  0  gelegen 
sind.  Diese  Ebenen  kann  man  aber  noch  leichter  bestimmen.  Sie  sind 
das  Ebenenpaar,  welches  die  sechs  Schnittpunkte  der  bezeichneten  drei 
Kanten  des  Tetraeders  mit  der  Oberfläche  in  der  Art  bestimmt,  dass  die 
eine  Ebene  durch  drei  Schnittpunkte,  die  andere  durch  die  drei  anderen 
hindurchgeht.  Wir  unterlassen,  die  analoge  Deutung  der  übrigen 
Gleichungen   (9)  zu  wiederholen. 

[Wenn  die  beiden  Ebenen  ^/  =  0,  v  =  0  die  Kante  w  ==  0,  r  ==  0 
des  gegebenen  Tetraeders   in  demselben  Punkte  treffen  sollten,    so  müsste 

-^  =  ^-,  also  b'i2  und  &21  verschiedene  Wurzeln  der  ersten  der  Gleichungen 

(10)  sein.  Nimmt  man  daher  allgemein  &^^  ==  &]^^,  h"^^  =  &^^,  so  enthalten 
die  vier  Ebenen  u  =  0^  v  =  0,  w'  =  0,  r  =  0  sowohl,  wie  die  vier  Ebenen 
u' =  0,  v' ==  0,  w'' =  0,  r'  =  0  die  12  Schnittpunkte  der  Kanten  des 
gegebenen  Tetraeders  mit  der  Fläche   ü  =  0.]^) 

Die  Gleichungen  u  =0,  v  ==  0,  w'  =  0,  r  =  0  stellen  dann  aber 
die  Polarebenen  der  Ecken  des  betrachteten  Tetraeders  T  für  die  durch 
die  Gleichung 


1)  [Einschaltung  des  Herausgebers.] 
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ausgedrückte  Oberfläche  dar;  ebenso  sind  u  =  0,  v"  =  0,  w"  =  0,  /  =  0 
die  Gleichungen  der  Polarebenen  der  Ecken  des  Tetraeders  T  für  die 
durch  die  Gleichung 

dargestellte  Oberfläche.  Jene  ersten  mögen  ein  Tetraeder  T\  diese  eines 
T"  bilden.  Nach  dem  vorhergehenden  Lehrsatz  werden  mithin  die  Seiten- 
flächen des  Tetraeders  T  ebensowohl  von  den  entsprechenden  Seitenflächen 
des  Tetraeders  T  in  vier  geraden  Linien  geschnitten,  die  Generatricen 
einer  und  derselben  Erzeugungsart  eines  Hyperboloids  V  sind,  als  von 
den  entsprechenden  Seitenflächen  des  Tetraeders  T"  in  vier  geraden  Linien, 
welche  auf  gleiche  Weise  auf  einem  anderen  Hyperboloid  F"  liegen. 
Die  Gleichungen  dieser  Hyperboloide  kann  man  nach  dem  Vorhergehenden 
leicht  bestimmen,  wie  auch  die  Gleichungen  der  Generatricen  der  zweiten 
Erzeugungsart  dieser  Flächen,  welche  in  den  Seitenflächen  des  Tetraeders  T 
liegen.  Für  das  erste  Hyperboloid  sind  dieselben  durch  die  Gleichungen 
bestimmt 

11.  r=0,  -\-        -^        =0 

t^23  ^31  ^12 

u.  s.  w.,  und  für  das  zweite  durch 

12.  r=0,        ^  +  ^  +  -^  =  0 

^23  t?3i  Oi2 

u.  s.  w.  Man  braucht  sich  nur  an  die  geometrische  Deutung  der 
Gleichungen  (3)  und  (4)^)  zu  erinnern,  um  sich  von  der  Richtigkeit 
der  folgenden  Construction  der  durch  das  erste  Gleichungspaar  (11) 
dargestellten  Generatrice  des  Hyperboloids  U'  zu  überzeugen.  Auf  der 
Seitenfläche  r  des  Tetraeders  T,  welche  die  Oberfläche  V  in  einem  Kegel- 
schnitt schneidet,  begrenzen  die  drei  andern  Seitenflächen  ein  Dreieck. 
Die  drei  Seitenflächen  u  =0,  v  ==  0,  iv  =  0  des  Tetraeders  T'  begrenzen 
auf  derselben  Seitenfläche  von  T  ein  zweites  Dreieck.  Diese  sechs  Seiten 
der  beiden  Dreiecke  lassen  sich  als  die  Seiten  eines  dem  genannten  Kegel- 


1)  [Seite  638  dieses  Bandes.] 
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schnitt  einbeschriebenen  Sechsecks  betrachten,  dessen  gegenüber  liegende 
Seiten  sich  in  drei  Punkten  schneiden,  welche  in  einer  geraden  Linie 
liegen.  Diese  Linie  ist  die  gesuchte  Generatrice  der  zweiten  Erzeugung 
des  Hyperboloids  ü'  (was  sich  auch  leicht  aus  der  Figur  selbst  einsehen 
lässt).     Diese  Bemerkungen  wollen  wir  in  einen  Lehrsatz  zusammenfassen: 

Wenn  die  sechs  Kanten  eines  irgendwie  im  Raum  gelegenen 
Tetraeders  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  in  12  Punkten  treffen, 
so  liegen  diese  12  Punkte  zu  je  drei  in  einer  der  Seitenflächen  eines 
zweiten  Tetraeders,  von  denen  jede  drei  Punkte  enthält,  die  solchen 
drei  Kanten  angehören,  welche  von  einer  der  Ecken  des  Tetraeders 
ausgehen.  Biese  vier  Seitenflächen  des  zweiten  Tetraeders  treffen 
resp,  die  den  genannten  Ecken  des  ersten  Tetraeders  gegenüber 
liegenden  Seitenflächen  in  vier  Geraden,  welche  die  vier  Generatricen 
einer  und  derselben  Erzeugungsart  eines  Hyperboloids  sind. 

Dieses  Theorem  stellt  Chasles   in   seiner  Geschichte  der  Geometrie 
auf.     Wir  vervollständigen  dasselbe,  indem  wir  also  fortfahren: 

Jede  Seitenfläche  des  Tetraeders  wird  von  den  drei  übrigen  in 
drei  geraden  Linien  und  von  drei  der  genannten  vier  Ebenen^  welche 
auf  ihr  die  Generatrice  des  Hyperboloids  nicht  bestimmen,  in  drei 
andern  geraden  Linien  geschnitten,  Biese  sechs  Linien  lassen  sich 
als  die  Seiten  eines  demjenigen  Kegelschnitte  einbeschriebenen  Sechs- 
ecks betrachten,  welcher  durch  die  Seitenfläche  von  der  Oberfläche 
angeschnitten  wird,  Bie  gegenüber  liegenden  Seiten  dieses  Sechsecks 
schneiden  sich  in  drei  Punkten,  die  in  einer  Generatrice  der  zweiten 
Erzeugungsart  jenes  Hyperboloids  liegen. 


3. 

Aufgabe. 

[Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,   Band  21,   Seite  73—74.] 


Nach  der  vierten  meiner  Vorlesungen  über  Homographie,  welche 
von  einem  neuen  Uebertragungsprincip  handelt,  entspricht  jedem  Punkte- 
paare auf  der  Fundamentallinie  eindeutig  ein  Punkt  p  in  der  Ebene. 
Wenn  das  Punktepaar  auf  der  Fundamentallinie  fortrückt,  ohne  dass  das 
von  demselben  begrenzte  Stück  der  Fundamentallinie  sich  der  Grösse 
nach  ändert,  so  soll  der  geometrische  Ort  des  Punktes  p  gefunden  werden. 

Für  einen  ganz  speciellen  Fall  ist  die  Auflösung  der  Aufgabe  nach 
der  vierten  Vorlesung  bekannt.  Bildet  nämlich  das  gegebene  Punkte- 
paar, welches  auf  der  Fundamentallinie  fortrücken  soll,  einen  Doppel- 
punkt, so  entsprechen  den  Doppelpunkten  auf  der  Fundamentallinie  in 
der.  Ebene  Punkte,  welche  auf  der  Directrix  liegen.  In  diesem  Falle 
beschreibt  der  Punkt  p  also  einen  Kegelschnitt.  Wir  werden  nun  unter- 
suchen, ob  im  allgemeinen  Falle  eine  Aenderung  eintritt. 

Das  gegebene  Punktepaar,  welches  auf  der  Fundamentallinie  das 
gegebene  Stück  a  begrenzen  soll,  nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  als 
das  Fundamentalpunktepaar,  dessen  Gleichungen  in  der  Normalform  ge- 
geben sein  mögen: 

T,  =  0,  T,  =  0. 

Die  Punkte  dieses  Paares  gehen  nach  der  Verrückung  um  die  Ent- 
fernung r  in  zwei  andere  über,  deren  Gleichungen  nach  (33)  der  ersten 
Vorlesung  von  der  Form  sind: 

2    r  r-\-a 

r  —  a  r 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  A,  B,  C  gegebene  lineare  Ausdrücke  in  Punkt- 
coordinaten  des  Punktes  jp  seien,  so  müssen  dieselben  der  Gleichung  genügen: 
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wenn  man  darin  für  l  setzt  l^  und  l^ .    Wir  haben  demnach  zur  Bestimmung 

des  Punktes  p  die  beiden,  die  willkürliche  Grösse  r  involvirenden  Relationen : 

A{r  —  af  +  5r  (r  —  a)  +  Gr^  =  0, 

Ar"  +  J?r  (r  +  a)  +  (7(r  +  af  =  0. 

Sie  stellen  zwei  Tangenten  der  Directrix  dar,  welche  sich  in  dem  Tunkte p 
schneiden.     Die   Elimination   von   r   aus    den   beiden  Gleichungen   ergibt: 

(Ä-\-B  +  Cf  —  (B'  —  AAC)  =  0, 
somit  einen  Kegelschnitt  als  geometrischen  Ort  des  Punktes  p. 

Da  die  letzte  Gleichung  linear  zusammengesetzt  ist  aus  der  Gleichung 
B^  —  4tAC=0  der  Directrix,  und  dem  Quadrate  der  Gleichung  einer  geraden 
Linie  A  -\-  B  -\-  C  =  0^  so  beweist  dies,  dass  der  Kegelschnitt,  welcher  der 
geometrischeOrt  desPunktes^  ist,  dieDirectrix  immer  in  zweiPunkten  berührt. 

Man  kann  darin  einen  Widerspruch  finden.  Denn  der  Berührungspunkt 
des  Kegelschnitts  und  der  Directrix  entspricht,  weil  er  auf  dem  Kegelschnitte 
liegt,  einem  Punktepaare  auf  der  Fundamentallinie,  welches  das  Stück  a 
begrenzt;  er  entspricht  zugleich  einem  Doppelpunkte  der  Fundamentallinie, 
weil  er  der  Directrix  angehört.  Dieser  Widerspruch  wird  allein  beseitigt, 
wenn  der  Doppelpunkt  und  das  von  dem  Kegelschnitt  herrührende  Punkte- 
paar beide  im  Unendlichen  liegen.  Nun  haben  wir  aber  zwei  Berührungs- 
punkte des  Kegelschnitts  und  der  Directrix.  Da  für  den  zweiten  Berührungs- 
punkt dasselbe  gilt,  so  müssen  die  beiden  Berührungspunkte  zusammenfallen 
und  die  gerade  Linie  A  -}-  B  -{-  G  ==  0  Tangente  der  Directrix  sein. 

Hieraus  schliessen  wir  endlich,  dass  der  geometrische  Ort  des  Punktes  j> 
ein  Kegelschnitt  ist,  welcher  die  Directrix  in  einem  Punkte  vierpunktig 
berührt,  und  dieser  Berührungspunkt  entspricht  auf  der  Fundamentallinie 
dem  Doppelpunkt  im  Unendlichen.  Dasselbe  ergibt  sich  analytisch  aus 
einer  der  mit  r  behafteten  Gleichungen,  wenn  man  r  =  oo    setzt. 

Von  einem  andern,  unverändert  auf  der  Fundamentallinie  fortrückenden 
Punktepaar  lässt  sich  Gleiches  sagen.  Daraus  ziehen  wir  den  Schluss:  Wenn 
man  auf  der  Directrix  den  Punkt  fixirt,  der  dem  auf  der  Fundamentallinie 
unendlich  entfernten  Punkte  entspricht,  und  einen  beliebigen  Kegelschnitt 
construirt,  der  die  Directrix  in  jenem  Punkte  vierpunktig  berührt,  so  ent- 
sprechen den  Punkten  des  Kegelschnitts  Punktepaare  auf  der  Fundamental- 
linie, deren  jedes  dasselbe  Stück  auf  der  Fundamentallinie»  begrenzt. 
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[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.     Band  85,   Seite   304  —  314.] 


Wenn  ein  Sechseck  im  Räume  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  gegen- 
über liegenden  Seiten  desselben  sich  paarweise  schneiden,  so  ist  es  ein 
Brianchon'sches  Sechseck,  das  heisst  ein  Sechseck,  in  welchem  die  drei, 
die  gegenüber  liegenden  Ecken  verbindenden  Diagonalen  sich  in  ein  und 
demselben  Punkte,  dem  Brian chon'schen  Punkte,  schneiden.  Umgekehrt 
lehrt  auch  die  geometrische  Anschauung,  dass  in  jedem  Brianchon'schen 
Sechseck  die  gegenüber  liegenden  Seiten  sich  paarweise  schneiden. 

Dieses  vorausgesetzt,  wollen  wir  annehmen,  dass  die  auf  einander 
folgenden  Ecken  eines  Sechsecks  im  Räume  durch  ihre  Gleichungen 
gegeben  seien: 

1-  1^1  =  0,  7^=0,         ...        Fe=0, 
deren  linke  Seiten  Ausdrücke  von  der  Form  bedeuten: 

2-  Vj,  =  '§^u  +  ri^v  +  r^w  +  &^r. 

Die  Bedingung,  dass  das  Sechseck  ein  Brianchon'sches  sei,  wird 
durch  die  Identitäten  ausgedrückt: 

3.  U,  =  ^,V,-^r  (>4  n  ^  p,F,  +  p,  V,  =  Q,V,  +  (>e Fe, 

wenn  wir  annehmen,  dass  f/o  =  0  die  Gleichung  des  Brianchon'schen 
Punktes  sei,  und  unter  den  sechs  Coefficienten  p  solche  constante  Grössen 
verstehen,  welche  die  Gleichungen  (3)  zu  identischen  Gleichungen  machen. 
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Die  geometrische  Anschauung  lehrt  ferner,  dass  in  einem  Brian- 
chon'schen  Sechseck  jede  der  geraden  Seiten  von  jeder  der  ungeraden 
Seiten  geschnitten  wird.  Desshalb  liegt  jedes  Brianchon'sche  Sechseck 
mit  seinen  Seiten  ganz  auf  einem  Hyperboloid,  dessen  Generatricen  ent- 
weder die  geraden  oder  die  ungeraden  Seiten  des  Sechsecks  sind.  Eben 
so  einfach  führt  man  auch  den  geometrischen  Beweis  des  umgekehrten 
Satzes,  dass  jedes  Sechseck  auf  einem  Hyperboloide  ein  Brianchon'sches  ist 

Liegt  ein  Sechseck  im  Räume,  dessen  Ecken  durch  die  Gleichungen  (1) 
gegeben  seien,  mit  seinen  Seiten  ganz  auf  irgend  einem  gegebenen 
Hyperboloid  cp  (x,  y,  s,  p)  ==  0,  so  hat  man  folgende   12  Bedingungen: 

...  (pe   =0, 

...  ^61  =  0, 

wenn  man  annimmt,  dass 

cpi  =  (p(Si,Vi,^u  ^i) j      9^12  ==  ^1  V^' (Q  +  Vi  V  (%)  +  ?]  V  (Q  +  ^1 9^' i^2) 

etc.  seien.  Denn  die  sechs  ersten  Gleichungen  drücken  aus,  dass  die 
sechs  Ecken  des  Sechsecks  auf  dem  Hyperboloid  liegen,  und  die  sechs 
anderen  Gleichungen  in -Verbindung  mit  den  ersten,  dass  auch  die  Seiten 
auf  dem  Hyperboloid  liegen. 

Ist  das  Hyperboloid,  auf  welchem  das  Brianchon'sche  Sechseck 
liegt,  nicht  unmittelbar  gegeben,  so  hat  man  zwischen  den  Coefficienten 
der  Function  cp  zwölf  lineare  homogene  Bedingungsgleichungen  (4),  aus 
welchen  durch  Elimination  drei  Bedingungsgleichungen  zwischen  den 
Coordinaten  der  gegebenen  sechs  Punkte  (1)  hervorgehen. 

Ebenso  erhält  man  drei  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Coor- 
dinaten der  gegebenen  sechs  Punkte  (1),  wenn  man  die  acht,  in  Rück- 
sicht auf  die  sechs  Unbekannten  p  linearen  und  homogenen  Gleichungen 
aufstellt,  welche  aus  den  Identitäten  (3)  unmittelbar  folgen,  und  wenn 
man  hierauf  die  Unbekannten  eliminirt. 

Diese  drei  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  sechs  gegebenen 
Punkten  (1)  müssen  nach  dem  Vorhergehenden  äquivalent  sein  den  drei 
aus  dem  Systeme  (4)  abgeleiteten  Bedingungsgleichungen. 

Wir  werden  dieses  auch  analytisch  nachweisen,  indem  wir  zeigen, 
wie  aus  den  identischen  Gleichungen  (3)  die  Gleichungen  (4)  hervorgehen, 
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und  umgekehrt,  wie  man  von  dem  Systeme  (4)  zu  den  Identitäten  (3) 
gelangt. 

Welches  auch  die  sechs  gegebenen  Punkte  (1)  seien,  so  kann  man 
die  zehn  Coefficienten  in  der  Function  cp  immer  eindeutig  so  bestimmen, 
dass  sie  den  neun  ersten  Gleichungen  (4)  genügen.  Denn  es  sind  dieses 
lineare  und  homogene  Gleichungen  in  Rücksicht  auf  die  zehn  Coefficienten. 
Aus  diesen  neun  Gleichungen  und  den  Identitäten  (3)  lassen  sich  dann 
die  drei  letzten  Gleichungen  (4)  ableiten  wie  folgt. 

Wir  heben  aus  (3)  die  Identität  hervor: 

Wir  quadriren  jede  Seite  der  identischen  Gleichung,  entwickeln  sie 
hierauf  und  setzen  für  die  Quadrate  und  Producte  der  Variabein  die 
entsprechenden  Coefficienten  der  Function  cp.  Durch  diese  erlaubte  Ope- 
ration, die  wir  im  Folgenden  öfters  anwenden  werden,  geht  die  Identität, 
unter  Berücksichtigung  der  neun  ersten  Gleichungen  (4),  in  die  zehnte 
nicht  identische  Gleichung  (4)  über  u.  s.  w. 

Nehmen  wir  umgekehrt  an,  das  Sechseck  liege  auf  dem  Hyperboloid 
^  =  0,  so  finden  die  zwölf  Gleichungen  (4)  statt.  Wir  wollen  nun  aus 
ihnen  die  Identitäten  (3)  herleiten,  welche,  geometrisch  interpretirt,  aus- 
sagen, dass  das  Sechseck  ein  Brianchon'sches  sei. 

Welches  auch  die  fünf  Punkte  (1),  (2),  ...  (5)  seien,  so  kann  man  die 
fünf  Grössen  p^,  (>2  7  ^3?  ?4?  ?5  ininier  so  bestimmen,  dass  man  identisch  hat: 

5.  ^1  Fl   —  ?2  ^2  +  ^3  y^  +  ^4  ''^4  —  P5  y^  =  0. 

Indem  man  diese  Gleichung  der  Reihe  nach  mit  Fi,  Fg,  .  .  .  Fg 
multiplicirt  und  für  die  Quadrate  und  Producte  der  Variabein  die  Coef- 
ficienten in  der  Function  (p  setzt,  erhält  man  die  sechs,  in  Rücksicht  auf 
(>i,  .  .  .  P5  linearen  Relationen: 

Pl  •   0       —  (>2  •   0  +  (^3  9^13  +  Q^V^U  —  Pö^lo  =  0, 

Pi  •  0     —  (>2  •  0  +  (T3  .  0  +  Q^(p2^  —  Q.cpro  =  0, 

Pl  •  9^13  —   ?2  •   0   +  (73  .   0   +  (>4  •   0   —  ^5  </)35  =  0, 

Pl  •  9^14  —  ?2  9^24  +  CTg  .   0   +  P4  .   0   —  (>5  .   0   =  0, 

(>1  •  9^15  —  P2  9^25  +  ^3  9^35  +  (>4  •   0  —  ^5  •   0  =  0, 

(>1  •   0       —  ^2  9^26   +  ^3  9^36  +  P4  9^46  +  Pö  •   0  =  0. 
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Setzen   wir,   um   die  Unbekannten   zu   bestimmen,    die  Werthe   von 
^2  und  ^4  aus  der  zweiten  und  vierten  Gleichung  in  die  übrigen,  so  wird: 

^1  •  0  4-  (Tg  7),3  (^24  —  P5  {(Pl5  (P24:  —  (Pu  fp26)     =  0, 
Pl9'l3  +  f^3-0  —  Cä%5  =0, 

Pl  (^15  ^24  —  9'14  (P2b)  +  ^Z  •  V>S6  ^24  —  ?5  "  0  =  0. 

Es  ist  demnacli 

n     —     ('Pl5%i  —  9u92i)Q5  ^     _  i<PlS%i  —  <Pu925)Ql 

<Pi39u  <Prof2i 

woraus  der  Werth  von  a^  folgt: 

03=0, 

und  zugleich,  dass 

7.  (Pu(p25  —  Vi5(p2i=^- 

Die  identische  Gleichung  (5)  stellt  sich  demnach  also  dar: 

8.  PlFi  +  (>4F4  =  (>2F2  +  ^5F6, 

während  aus  dem  System  (6)  sich  ohne  Schwierigkeit  ergiebt: 


1 

Pl  =  —  ^35» 

1 
(i2  =  -J  (Pi6, 

1 
Q5  =  —  (Pl3, 

1 

^4  =  -^  9^26 ; 

9^24  9'46  962     _     fuf2S 

_    %5  9'46    __    <P2i<Pie 

10.  —  =  ]/    ^24  946^62     ^     ^14^26     ^    ^25  ^46     ^     ^24  9^46     ^    9^24  ^26 

In  ähnlicher  Weise,    wie   wir  die   identische  Gleichung  (8)    aus  dem 
Systeme  (4)  abgeleitet  haben,  können  wir  auch  folgende  Identität: 

beweisen,    aus  welcher   auf   die  angegebene  Art   die  Werthe   der    p   her- 
vorgehen: 


12. 


1 

4»!  =  —  %5, 

1 

(^S  =  —  (pl6, 

(Pu(P2&  =  (Pl5(P2i, 

1 

^4  =  y  ^26» 

1 

Qi  =  y  ^24> 

(Pu(Ps6  =  (Pl3(Pm, 
9'25^36  =  ^26^35; 
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?'24  9'46^62 

9'l4  9'26 

_    'iP86'iP24     _ 

_    'SP25  9'46 

9is(Pk%i 

<fi^9n 

9lS%5 

9l6<rBÖ 

_    924^46 

_    (Pis'PiS     _ 

_    9'24<Jf26 

9u?S6 

%6  <Pl5 

^25  9,3 

A 
Da  hier  das  Verhältniss  —  den  gleichen  Werth  hat  wie  in  (10),    so 

setzen  sich  aus  (8)  und  (10)    die    identischen  Gleichungen  (3)    zusammen, 
die  man  nun  so  darstellen  kann: 

14.     u,^^r,-Jr^r,^^v,  +  ^v,^^Vs  +  ^r,. 


Das  Vorhergehende  handelte  von  einem  Brianchon'schen  Sechseck 
im  Räume.  Jetzt  werden  wir  irgend  ein  geradliniges  Sechseck  im  Räume 
betrachten  in  Verbindung  mit  einem  beliebig  gewählten  Punkte. 

Die  Gleichungen  der  auf  einander  folgenden  Ecken  dieses  Sechs- 
ecks U  seien: 

15.  ü,  =  0,  ü,  =  0,         ...  ü,  =  0, 
und  die  Gleichung  des  beliebig  gewählten  Punktes 

16.  ü,=  0. 

Wir  werden  annehmen,   C^  sei  der  Ausdruck 

17.  ü,  =  x,u  +  y,v  +  ^j,w  +p,r, 

also  Xj,^  y^^  z^^  pj^  die  homogenen  Coordinaten  des  Punktes  Uj^=  0. 

Dieses  vorausgesetzt,  so  lassen  sich  zwölf  Constanten  l  und  i.i  so 
bestimmen,  dass  man  identisch  hat: 

18.  j  ^  ()2,LL2  Ü2  +  ^2^3  C/3  +  Qö   h  ü^  +  Pö   h  Uq, 

denn  setzt  man  die  Coefficienten  der  vier  Variabein  u,  v,  w,  r  auf  beiden 
Seiten   dieser   drei  Identitäten  einander   gleich,    so    erhält   man   zwischen 
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den  zwölf  Unbekannten  l  und  ^i  zwölf  lineare  nicht  homogene  Relationen, 
welchen  man  genügen  kann.  Wir  werden  im  Folgenden  annehmen,  dass 
die  zwölf  Constanten  l  und  /.t  demgemäss  bestimmt  seien. 

Um  das  System  (18)  für  die  geometrische  Interpretation  geschickter 
zu  machen,  wollen  wir  mit  Fi  .  .  .    Fg  die  Ausdrücke  bezeichnen: 

mit  Rücksicht  auf  welche  Bezeichnung  die  Identitäten  (18)  sich  so  dar- 
stellen: 

20.  C/o  =  Pi  Fl   +  (>4  F4  =  (>2  F2  +  (>5  F5  =  (>3  F3  +  (>6  Fg. 

Betrachten  wir  nun  die  durch  die  Gleichungen  Fi  =  0,  .  .  .  Fg  =  0 
ausgedrückten  Punkte  als  die  auf  einander  folgenden  Ecken  eines  zweiten 
Sechsecks  F  im  Räume,  so  beweisen  die  Gleichungen  (19),  dass  die  auf 
einander  folgenden  Ecken  dieses  Sechsecks  F  in  den  auf  einander  folgenden 
Seiten  des  Sechsecks  ü  liegen,  d.  h.  dass  das  Sechseck  F  dem  Sechseck  ü 
einbeschrieben  ist.  Aus  den  Gleichungen  (20)  ist  zu  ersehen,  dass  jede 
der  drei  Diagonalen  des  Sechsecks  F  durch  den  Punkt  Uq  =  0  geht. 
Das  Sechseck  F  ist  demnach  ein  Brian chon'sches  Sechseck  im  Räume. 
Es  lässt  sich  leicht  construiren.  Denn  legt  man  durch  den  gegebenen 
Punkt  Üq=  0  drei  gerade  Linien,  von  denen  jede  ein  Paar  gegenüber 
liegender  Seiten  des  gegebenen  Sechsecks  U  schneidet,  so  werden  die 
sechs  Schnittpunkte  auf  den  auf  einander  folgenden  Seiten  des  Sechs- 
ecks  ü  die  auf  einander  folgenden  Ecken  des  Sechsecks   F  sein. 

Da  das  Sechseck  F  ein  Brian chon'sches  ist,  so  kann  man  nach 
dem  Hyperboloide  q)  =  0  fragen,  auf  w^elchem  das  Sechseck  liegt.  Dazu 
dienen  die  zwölf  Gleichungen  (4),  von  denen  man  gesehen  hat,  dass  sie 
nur  die  Stelle  von  neun  Gleichungen  vertreten.  Sie  sind  in  Rücksicht 
auf  die  Coefficienten  in  cp  linear  und  ergeben  durch  Auflösung  die  Ver- 
hältnisse der  zehn  Coefficienten  in  cp  ausgedrückt  durch  die  Coordinaten 
der  sechs  Punkte   F. 

Auf  diese  Weise  ist  das  Hyperboloid  cp  =  0  dargestellt  vermittelst 
der  Coordinaten  der  sechs  Punkte  F,  die  nicht  unmittelbar,  sondern  in 
secundärer  Linie   durch   die    sieben   gegebenen  Punkte   U  bestimmt  sind. 


21. 


4.   Heber  Sechsecke  im  Räume.  657 

Es   ist  jedoch   nützlich,    das   Hyperboloid  (p  =  0    durch   die  Coordinaten 
der  sieben  gegebenen  Punkte  ü  direct  auszudrücken. 

Zu  diesem  Zwecke  ersetzen  wir  in  den  sechs  ersten  Gleichungen  (4) 
die  Coordinaten  der  sechs  Punkte  V  durch  ihre  Werthe  aus  den  Iden- 
titäten (19)  und  erhalten: 

(  llcp(l)+    k,l,cp(12)+  Xlcp{2)=:0, 

filcp{2)  +  /i2,%g^(23)  +  ^ulcpiS)  =  0, 

llcp{3)+    ^3^4  9^(34)+  ^1^(4)  =  0, 

f^l  cp  (4)  +  ^^  ^r,  (/)  (45)  +  fxl  cp  (5)  =  0, 

^^^(5)+    ^5^6^(56)+  ^^9(6)  =  0, 
l^^2^(6)  +  ^U6^Ui(y)(61)  -{-  ^\(p{\)  =  0, 

wenn  wir  nämlich  mit  9^(1),  9^(12)  .  .  .  die  Ausdrücke  bezeichnen: 

(p{l)  =  cp{x^  y,  2,p,),         9^  (1 2)  =  x^  cp  {x^)  +  y^  cp  (y,)  ^  z,  cp'  (e^)  +  p,  cp'  (p,). 

Das  zweite  dem  genannten  Zwecke  dienliche  System  von  sechs  Rela- 
tionen geht  in  ähnlicher  Weise  aus  den  sechs  letzten  Gleichungen  (4) 
hervor.  Diese  Relationen  lassen  sich  jedoch  durch  das  angegebene 
System  (21)  in  eine  angemessenere  Form  bringen.  Um  gleich  auf  die 
gewünschte  Form  zu  gelangen,  schlagen  wir  folgenden  Weg  ein. 

Durch  die  Verbindung  je  zweier  auf  einander  folgender  Identitäten 
in  (19)  gehen  die  sechs  Gleichungen  hervor: 


Xlfl^Ui  —  1.2, Usus- 

=  F-i,u2 

^"^2  ^2  J 

,"2  ^^3  ^2  —  ,«3  k  Ui  E 

^y.h 

^3  l^%  7 

''■3  «4  Us,  —    li  fl^  Ur,  E 

=  ^3  ,«4 

~y.K, 

f^ihUi  —  ,u^i.sU^  = 

^y.h 

—   ^5,«5> 

l^lj,^U^  —  l^lx^ü^- 

=  ^5  ,"6 

'6*6J 

f^h  k  U»  —  M^i  h  f^2  ^ 

^y.K 

-F,/.,. 

Quadriren  wir  beide  Theile  dieser  Gleichungen  und  setzen  hierauf 
für  die  Potenzen  und  Producte  der  Variabein  u,  v,  w,  r  die  Goefficienten 
der  Function  cp,  so  verschwinden  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  (4) 
die  rechten  Theile  der  Gleichungen. 

Hesse's  Werke.  83 
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Man  hat  desshalb: 

^2  '4  ^  (2)  -  f^2  h  .^3  h  y  (24)  +  .u^  ^^  cp  (4)  =  0, 
^3/^4  9^(3)  -  h^hh^^f>^P{^^)  +  ^4/^5^(5)  =  0, 
^l  II  cp  (4)  -  ^,  ^5  .^5  ^6  9^  (46)  +  ^I  /^  cp  (6)  =  0, 

^5.^6  9^(5)  -  A5^/e^e,^i<P(51)  +  ^6^? 9^(1)  =  0, 
y  ^lllcp{&)  -  ^i,KiHl,cp{&2)  +  p\llcp{2)  =  0. 

Es  lässt  sich  auch  das  System  (21)  in  ähnlicher  Weise  ableiten  aus 
den  Identitäten  (19)  unter  der  Voraussetzung  der  Relationen  (4).  Denn 
quadrirt  man  beide  Theile  der  Gleichungen  (19)  und  setzt  hierauf  für 
die  Quadrate  und  Producte  der  Variabein  die  entsprechenden  Coefficienten 
in  der  Function  cp,  so  erhält  man  gerade  das  System  (21).^) 

Die  zwölf  Gleichungen  (21)  und  (22)  sind  nichts  anderes,  als  die 
Relationen  (4)  in  einer  anderen  Gestalt.  Da  diese  Relationen  (4)  aber 
nur  die  Stelle  von  neun  unabhängigen  Gleichungen  vertreten,  so  gilt 
dasselbe  von  dem  Systeme  (21)  und  (22).  Letztere  dienen  dazu,  die 
Coefficienten  der  Function  cp  in  linearer  Weise  zu  berechnen  als  Aus- 
drücke der  Coordinaten  der  gegebenen  sieben  Punkte  C/o,  C/i,  .  .  .  C/g. 
Die  Coordinaten  des  Punktes  U^  gehen  nämlich  in  die  Grössen  l  und  ,a 
ein,  wie  sie  durch  die  Identitäten  (18)  definirt  sind;  oder  deutlicher  aus- 
gedrückt, die  Coordinaten  der  sechs  Punkte  C7i,  £/2,  .  .  .  C/g  sind  direct 
enthalten  in  den  Grössen  9^(1),  ...  y(12),  ...  und  indirect,  zugleich  mit 
den  Coordinaten  des  Punktes  Co,  in  den  zwölf  Coefficienten  l  und  ^a 
der  Identitäten  (18). 


1)  Setzt  man 
also 

so  nehmen  die  beiden  ersten  Gleichungen  (21)  und  die  erste  Gleichung  (22)  die  elegante  Gestalt  an: 

p^  cp{l)  —  p  q(p{12)  +  q^  (p{2)  =  0, 
g[^q?(2)  —  qr  (p{2S)  +  ^295(3)  =  0, 
r^  (p(S)  —  r p  (pi^l)  +  p^  (p{l)  =  0. 

Ich  weiss  aber  aus  dieser  Form  keinen  weiteren  Nutzen  zu  ziehen. 
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Wir  wollen  nun  in  allen  aufgestellten  Gleichungen  die  Grössen 


/.j,     Zgj 

Ag, 

f^l,        ,t*2> 

resp. 

verändern  in 

23. 

1              1 

1 

1                        1 

A,^(i)'  iM^y ' 

■  ■  K9i^y 

^l9'(l)'      M29{^)' 

^ey(6)' 


und  die  veränderten  Gleichungen  geometrisch  interpretiren. 

Es  fällt  zuerst  in  die  Augen,  dass  durch  die  genannten  Veränderungen 
die  Gleichungen  (21)  und  (22)  ihre  Gestalt  beibehalten.  Die  Identitäten  (19) 
werden  übergehen  in: 


24. 


-Ai29)(2)"^  ^3  9^(3)'  ^^4  9^(4)^^5  9^(5)'  ""^69^(6)^^1^(1)' 

wenn  wir  annehmen,  dass  li,  ^i,  ?i,  ^i  übergehen  in  §^^\  if\  X,^^\  &^^^  u.  s.  w. 
und  Fl,  F2,  .  .  .  in  V^'\  r^'\  ...  Da  nun  die  Systeme  (21)  und  (22) 
äquivalent  sind  mit  den  Gleichungen  (4)  vermittelst  der  Identitäten  (19), 
die  Relationen  (21)  und  (22)  aber  ungeändert  bleiben,  so  verändert  sich 
das  System  (4),  vermöge  der  Identitäten  (24),   in 

j  (p(i)  =  0,  (p^^^  =0,  ...  cp^'^  =  0, 

wenn  wir  festsetzen,  dass  (p^^^  =  cp  {^^^\  rf^\  ^^^\  &^\ 

^(12)  ^  ^(1)  ^'  (|(2))  ^  ^(1)  ^'  (,^(2))   _^  ^(1)  ^'  (^(2))  ^  ^(1)  ^'  (^(2))     ^t^^ 

Diese  Relationen  sagen  aus,  dass  die  Punkte  V^^^  =  0,  .  .  .  F^^^  =  0 
die  auf  einander  folgenden  Ecken  eines  zweiten  Sechsecks  F  auf  dem 
Hyperboloid  cp  =  Q  sind.  Da  diese  Punkte  aber,  wie  die  Identitäten  (24) 
beweisen,  auch  auf  den  Seiten  des  Sechsecks  U  liegen,  so  sind  sie  nichts 
anderes  als  die  zweiten  Schnittpunkte  der  Seiten  des  Sechsecks  ü  mit 
dem  Hyperboloid. 

Auch  das  zweite  Sechseck  F  ist  ein  Brianchon'sches.  Man  wird  daher 
sechs  Grössen  (f^\  (>^^\  ...  so  bestimmen  können,  dass  man  identisch  hat: 

83* 
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dabei  wird  U^  =  0  den  Punkt  darstellen,  in  welchem  sich  die  Diagonalen 
des  zweiten  Brianchon'schen  Sechsecks  schneiden. 

Die  analytische  Bestimmung  der  sechs  Coefficienten  p^^^  in  der  ein- 
fachsten Gestalt  unterliegt  noch  einigen  Schwierigkeiten.  Bevor  wir 
daran  gehen,  wollen  wir  die  bisherigen  Ergebnisse  in  Form  eines  Satzes 
kurz  wiedergeben: 

„Wenn  im  Baume  irgend  ein  Sechseck  ü  und  ein  Punkt  Üq  gegeben 
ist,  und  man  durch  ihn  drei  gerade  Linien  zieht,  welche  die  gegenüber  liegenden 
Seiten  des  Sechsecks  paarweise  schneiden,  so  sind  die  Schnittpunkte  auf  den 
auf  einander  folgenden  Seiten  des  Sechsecks  ü  die  auf  einander  folgenden 
Ecken  eines  Brianchon^ sehen  Sechsecks  V,  dem  der  Brianchon^ sehe  Punkt  U^ 
zugehört.  Das  einbeschriebene  Sechseck  V  bestimmt  unzweideutig  ein  Hyper- 
boloid, auf  dem  es  liegt.  Dieses  Hyperboloid  wird  von  den  Seiten  des 
gegebenen  Sechsecks  ü  überdies  noch  in  sechs  Punkten  geschnitten,  die  in 
derselben  Beihenfolge  die  Ecken  sind  eines  zweiten,  dem  gegebenen  einbe- 
schriebenen  und  auf  dem  Hyperboloide  liegenden  Brianchon'schen  Sechs- 
ecks V  mit  einem  Brianchon'schen  Punkte  U^/^ 

Es  bleibt  nun  noch  übrig,  die  Coefficienten  q  in  den  Identitäten  (2  6) 
durch  die  Coordinaten  der  sieben  gegebenen  Punkte  C/q,  .  .  .  ü^  aus- 
zudrücken. Diesem  Zweck  dienen  mannigfaltige  Relationen,  die  jetzt 
entwickelt  werden  sollen. 

Wir  quadriren  die  identischen  Gleichungen  (20)  und  setzen  hierauf 
für  die  Quadrate  und  Producte  der  Variabein  die  Coefficienten  in  der 
Function  q).     Dadurch  erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf  (4)  die  Relationen: 

<^(0)  ==  (>i(>4yi4  =  P2^5%5  =  P3P6%6- 

Multiplicirt  man  dagegen  die  Gleichungen  (20)  nach  einander  mit 
den  Functionen  Fi  .  .  .  Fg  und  ersetzt  die  Quadrate  und  Producte  der 
Variabein  durch  die  Coefficienten  in  der  Function  cp,  so  erhält  man  mit 
Bezug  auf  die  zuletzt  abgeleiteten  Gleichungen 

=  ^4  Qe  ^46  =  P5  (>1  %!  =  (>6  P2  ^62-  0 


1)  Diese  Relationen  ergeben  sich  auch  unmittelbar  aus  (9)  —  (13). 
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Nach  (9) — (13)  drücken  sich  die  gesuchten  Grössen  p'*^  so  aus: 


28. 


od)  =  —  0,(35) 


p(2,  _  ±_  ^m 


o(3)  =  —  </)("' 


p(4)  _  A_  ^m 


p(»)  =   -L  «,(13) 


f'  =  4  ¥'% 


l_ 
m 


,(24)  ^(46)  ^(62) 


,(13)  ^(35)  ^(51) 


^(10^(26) 


g)(^^)g)(*«)  g)^2«)g)C2*) 


g)(15)^(35) 


(pWg)(.^^) 


^(20g)(26)     ^     ^(26)  ^(46) 


y(25)^(l3) 


^(36)^(15)    • 


Man  sieht,  dass  es  sich  hier  schliesslich  darum  handelt,  die  neun 
Grössen  9^^^^  durch  die  Coordinaten  der  sieben  gegebenen  Punkte  Uq  .  ,  .  Üq 
auszudrücken. 

Zu  diesem  Zwecke  kehren  wir  zu  unseren  identischen  Gleichungen  (19) 
zurück.  Indem  man  je  drei  auf  einander  folgende  unter  ihnen  combinirt, 
leitet  man  ohne  Schwierigkeiten  folgende  Identitäten  ab: 

U2  A3  K]  Ag  A3    Kg   -]-    Ag  /^3  K3  ^^   Aj^  A3  U2  Ui   -[-     Ag  A4  ^^3  c/4, 

>^3  i^'4  ^2   —  /^^3  i^4  ^3  +  i^^3  ^4  ^4  ^  f^2  ^^h  h  ü^  +  ^^^3  ^h  h  ü^  , 

i^^h^s—    Khy^  +  h^hVo^  hh^hü^-^  hhl^öü^^ 
A^6  '^i  ^5  —    h  k  y&  +  h  f^h  ^1  ^  h  K  !^H  ür,  +  ^6  ^2  ^^1  C/g , 

^1  i^^2  1^6  —  .^1  /^2  ^1  +  i^l  ^^2  ^2  ^  /^6  .^2  >^1  U^  +  >^1  ^3  ^^2  U^  ' 

Man  kann  in  diesen  Gleichungen  die  Veränderungen  (23)  machen, 
wenn  man  gleichzeitig  die  F^  Fg,  .  .  .  verändert  in  die  V^^\  F^%  •  •  •; 
denn  man  erhält  dadurch  Gleichungen,  die  in  einer  ähnlichen  Behandlung 
aus  dem  Systeme  (24)  hervorgehen. 

Aus  den  Formeln  (29)  ergeben  sich  nun  folgende  Werthe  der  ge- 
suchten Grössen: 


29. 


30. 


cp^''^  = 


9lZ 


l\l\(p{l)cp{A)' 


ffP^)  .?24____  (35) 


¥'''  =  T. 


9i6 


9(^5'  = 


9^15 


«Pss 


^'Jl(p{3)q,(6)' 


¥ 


,(26) 


und  zwar  in  folgender  Weise.     Wir  quadriren  die  erste  der  angeführten 
Formeln  und  setzen  hierauf  für  die  Quadrate  und  Producte  der  Variabein 
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die  Coefficienten  in  der  Function  (f.     Wir  erhalten  derart  mit  Rücksicht 
auf  das  System  (4): 

^2^3^2^3  913  =  {(^1^3/^2)' 9^(1)  +  (^1^3/^2)  (^2^4^3)9^(14:)  +  {hh  ^^f 'f  {^)}' 

Macht   man   in   dieser  Gleichung  die  Veränderungen  (23)    und    lässt 
zugleich  9^13  in  cp^'^^^  übergehen,  so  ergiebt  sich: 


9" 


,(13) 


Eliminirt   man   endlich   aus   beiden  Gleichungen   die  Parenthese,    so 
hat  man  die  erste  Formel  in  (29)  etc. 

Setzen  wir  die  Werthe  aus  (30)  in  (28),  so  wird 


31 


=  -L     ^1  ^'2 


^e     fx 


aus  eben  jenen  Gleichungen  geht  noch  hervor: 


32. 


Pl(>4  9^^''^  = 


^UlA^;V^y(0)yH3)y^(6) 

lmnq){k) 
(3„  _    XlXltil^lq>{0)(f{2.)<f{^) 


9z  9^  (p 


ncp{k)  =  cp{l)cpi2)  .  .  .  99(6). 
Substituirt   man   endlich   die  Werthe   von  (30)  und  (31)  in  (28),    so 


r.(6) 


m 


hat   man    die    gesuchten  Verhältnisse    der   sechs   Grössen  p^^^,  .  . 
den  identischen  Gleichungen  (26). 

Es  bleibt  jedoch  noch  eine  Schwierigkeit  zu  überwinden  übrig,  näm 
lieh  die  Bestimmung  des  Vorzeichens  in  der  Gleichung  (31). 


5. 

Ueber  die  linearen  homogenen  Substitutionen,  durch  weiche 
die  Summe  der  Quadrate  von  vier  Variabein  transformirt  wird 
in  die  Summe  der  Quadrate  der  vier  substituirten  Yariabeln. 

[Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.     Band  99,   Seite   109  — 127.] 


Es  sind  die  Eigenschaften  der  linearen  homogenen  Substitutionen, 
durch  welche  die  Summe  der  Quadrate  von  n  Variabein  in  die  Summe 
der  Quadrate  von  n  substituirten  Variabein  transformirt  wird,  wegen  ihres 
häufigen  Gebrauches  in  der  Analysis,  der  Mechanik  und  der  analytischen 
Geometrie  vielfältig  untersucht  worden.  In  den  Fällen  7«  =  2  oder  w  =  S 
werden  durch  jene  Substitutionen  bekanntlich  die  Transformationen  recht- 
winkliger Coordinatensysteme  in  der  Ebene  oder  im  Räume  bewirkt. 
In  diesen  Fällen  handelt  es  sich  darum,  nicht  bloss  die  allgemeinen  Eigen- 
schaften der  linearen  homogenen  Substitutionen  kennen  zu  lernen,  sondern 
vornehmlich  diejenigen,  welche  jedem  einzelnen  Falle  eigenthümlich  sind. 
Das  Bedürfniss  einer  ähnlichen  Discussion  des  nächsten  Falles  /^  =  4  lag 
bisher  nicht  vor;  um  diese  jedoch  zu  rechtfertigen,  weise  ich  auf  das 
im  Folgenden  zu  behandelnde  Fundamentalproblem  aus  der  Theorie  der 
Oberflächen  zweiter  Ordnung  hin,  welches  in  jener  Discussion  zugleich 
seine  Erledigung  findet,  nämlich  aus  sieben  gegebenen  Schnittpunkten 
dreier  Oberflächen  zweiter  Ordnung  den  achten  zu  bestimmen. 

Wenn  die  Gleichungen   von   acht  Punkten   im  Räume   in   der  Form 

W,=  ^,         W'i^O,         ...  1^7  =  0 

gegeben  sind,  wobei 
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^x  =  ^^^  +  y^^  +  ^>c^  +  P^c'^  U  =  o,  1,  . ..  7) 

istj  so  lassen  sich  im  Allgemeinen  acht  Factoren  k^  nicht  so  bestimmen, 
dass  man  identisch  hat: 

I.  l,Wl  +  l,Wl+'"+^iW',^0. 

Wenn  man  aber  nur  die  ersten  sieben  Punkte  als  gegeben  annimmt, 
so  lässt  sich  der  achte  Punkt  W^  immer  so  bestimmen,  dass  der 
Gleichung  (I)  identisch  Genüge  geschieht.  Denn  es  zerfällt  (I)  in  zehn 
Gleichungen,  durch  welche  die  sieben  Verhältnisse  der  acht  Factoren  l^ 
und  die  drei  Verhältnisse  der  vier  homogenen  Coordinaten  Xrj,  2/7,  ^7,  p^ 
des  letzten  Punktes  bestimmt  sind. 

Dass  auf  diese  Weise  nur  ein  einziger  achter  Punkt  W^  erhalten 
wird,  lehrt  folgende  Betrachtung. 

Da  von  den  zehn  Gliedern  der  nach  den  Quadraten  und  Producten 
der  Variabein  u,  v,  w,  r  entwickelten  identischen  Gleichung  (I)  jedes 
einzelne  Glied  verschwindet,  so  kann  man  für  die  Quadrate  und  Producte 
der  Variabein  in  (I)  irgend  welche  zehn  Constanten  setzen;  die  Gleichung 
wird  auch  dann  noch  erfüllt.  Wenn  nun  F  (x,  y,  ^,  p)  =  0  die  homogene 
Gleichung  irgend  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ist,  und  man  setzt 
in  (1)  für  die  Quadrate  und  Producte  der  Variabein  resp.  die  Coefficienten 
aus  der  Gleichung  der  Oberfläche,  so  geht  (I)  über  in: 

IL  hFo  +  k,F,  +  .  .  .  +  A7F7  =  0, 

vorausgesetzt,  dass  F^  den  Ausdruck  F{x^,  y^,  ^^,  pj  bedeutet. 

Beschränken  wir  nun  die  zehn  Coefficienten  in  der  Gleichung  der 
Oberfläche  zweiter  Ordnung  durch  die  sieben  Gleichungen: 

Fo=0,         F,  =  0,         ...         i^6=0, 

welche  ausdrücken,  dass  die  Oberfläche  durch  die  sieben  ersten  beliebig 
gewählten  Punkte  gehen  soll,  so  folgt  aus  (II)  die  Gleichung 

-F7-O, 

welche  aussagt,  dass  alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  sieben 
im  Räume  beliebig  gewählte  Punkte  hindurchgehen,  auch  noch  einen 
achten  Schnittpunkt  gemeinsam  haben,  der  durch  jene  sieben  bestimmt  ist. 
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Dass  dieser  achte  Punkt  sogar  linear  bestimmt  ist,  folgt  daraus,  dass 
irgend  drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  sich  nur  in  acht  Punkten 
schneiden.  Die  identische  Gleichung  (I)  tritt  hiernach  als  die  analytische 
Bedingung  dafür  auf,  dass  die  acht  Punkte  Wqj  W^j  .  ,  .  W^  die  acht 
Schnittpunkte  dreier  Oberflächen  zweiter  Ordnung  sind. 

Um  (I)   in  eine  für  die  folgenden  Untersuchungen  bequemere  Form 
zu  bringen,  setzen  wir: 

yi^W,  =  ü,,        VT,  W,  =  (73,         VI,W,  =  f7„        VT,w,  =  U,; 


Durch  diese  Substitutionen  geht  (I)  in  eine  neue  identische  Gleichung 
über,  und  wir  können  sagen: 

Wenn  acht  Punkte  im  Baume  die  Schnittpunkte  von  drei  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  sein  sollen,  so  müssen  die  Gleichungen  derselben  von  der 
Art  sein,  dass  ihre  linken  Seiten  mit  gewissen  Factor en  multiplicirt  der 
identischen  Gleichung 

ül+UI  +  ül+ü',^ül-^Ul-{-Ul-{-  ül 

Genüge  leisten. 

Nun  weiss  man  aber,  wenn  C/g  =  0,  U^  =  0,  C/g  =  0,  [J^  =  0  die 
Gleichungen  von  irgend  vier  im  Räume  gegebenen  Punkten  sind,  welche 
nicht  in  einer  Ebene  liegen,  und  U  =  0  die  Gleichung  irgend  eines  anderen 
Punktes  ist,  dass  sich  die  Coefficienten  a^  b,  c,  d  so  bestimmen  lassen, 
dass  man  hat 

ü  =  aü^  +  bü^-\-  cU,-^  du,. 

In  solcher  "Weise  lassen  sich  also  die  linken  Seiten  der  Gleichungen 
£7"i  =  0,  C/3  =  0,  C/5  =  0,  C/7  =  0  ausdrücken  durch  die  linken  Seiten  der 
Gleichungen  U^  =  0,  ü^  =  0,  U^  =0,  11,=  0.  Diese  Ausdrücke  sind 
nichts  anderes  als  lineare  homogene  Substitutionen,  durch  welche  die 
Summe  der  Quadrate  von  vier  Variabein  transformirt  wird  in  die  Summe 
der  Quadrate  von  vier  substituirten  Variabein. 

Da  nun  diese  Substitutionen  nach  den  vorangegangenen  Andeutungen 
geometrisch  zugleich  die  Bedingung  für  die  acht  Schnittpunkte  dreier 
Oberflächen   zweiter  Ordnung    ausdrücken,    so    leuchtet    es   ein,    dass   das 

Hesse's  Werke.  84 
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Studium  der  genannten  Substitutionen  nothwendiger  Weise  auch  auf  die 
Lösung  des  Fundaraentalproblems  aus  der  Theorie  der  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  führen  muss: 

Wenn  von  den  acht  Schnittpunkten  dreier  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
stehen  gegeben  sind,  den  achten  linear  zu  construiren. 

Die  folgende  Discussion  der  Substitutionen  von  der  bezeichneten  Art 
führt  auf  eine  grosse  Menge  von  Formeln,  die  aber  ohne  Rechnung  aus 
einander  hervorgehen.  Ein  Theil  von  ihnen  ist  auch  nur  der  besseren 
Uebersicht  wegen  aufgenommen  worden.  Denn  jedes  System  von  Formeln 
geht  aus  einer  einzigen  Formel  des  Systems  durch  blosse  Veränderung 
nach  einem  gewissen  Princip  hervor,  welches  in  der  Symmetrie  des 
Problems  seinen  Ursprung  hat. 


1. 


Es  seien 


1. 


aU,+  bü,+  cU,+  düo, 
aL\+  b'U,+  cU,+  d'U,, 
al'ü,^  b''U,+  c'U,+   d'^U,, 


u,  =  d''  u,  +  y^'  ü,  +  c'^'  u,  +  d'^'  ü. 


die   linearen   homogenen   Substitutionen,    welche    die   folgende  Gleichung 
zu  einer  identischen  machen: 


2. 


üi-{-üi-{-üi-\-u',^m-\-ui-{-ui  +  üi 


Um  die  Eigenschaften  dieser  Substitutionen  zu  erforschen,  denken 
wir  uns  (1)  in  (2)  eingesetzt  und  differentiiren  hierauf  die  in  Rücksicht 
auf  C/2,  C/4,  C/ß,  C/o  identische  Gleichung  einzeln  nach  diesen  Variabein. 
Dadurch  erhalten  wir: 


[7o  = 


aU^-{-  a  ü^-\-  a'  ü^^  +  a''  U^ , 
iU,  +  b'ü,  +  b''ü,  +  b'''ü,, 
cU,-\-c'ü,+  c''U,-]-c'''U,, 
dü,  +  d'ü,  +  d''ü,-{~d'''ü,. 
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Es  sind  dieses  die  Auflösungen  der  Gleichungen  (1),  wenn  man  in 
letzteren  die  Grössen  ü^,  ü^,  U^,  U^  als  die  Unbekannten  betrachtet;  man 
kann  daher  die  Substitutionen  (3)  an  Stelle  der  Substitutionen  (1)  nehmen, 
weil  aus  ihnen  durch  Auflösung  wieder  die  Substitutionen  (1)  hervorgehen. 
Zwischen  den  16  Coefficienten  in  den  Substitutionen  (1)  finden  die 
Gleichungen  statt: 

1  _  ^(^)  ^(^)  ^  j(^)  j(-)  _|_  c^^)  c^-)  -|_  d^^)  d^>^\ 
0  =  a^>^)  a(^)  +  &(^)  U^y-\-  c(^)  c^^^^  +  d^^^  d^^\ 

wenn  wir  mit  {x)  und  {l)  irgend  zwei  von  den  Indices  \  '\  "\  ^^^  be- 
zeichnen und  den  Index  ^^^  ganz  fortlassen;  eine  Vorschrift,  die  auch  im 
Folgenden  aufrecht  erhalten  werden  soll. 

Der  blosse  Hinblick  auf  die  Substitutionen  (1)  und  (3)  lehrt,  dass 
dieselben  in  einander  übergehen,  wenn  man  die  Horizontalreihen  der 
Coefficienten  mit  den  Verticalreihen  und  gleichzeitig  die  Variabein  C/,^ 
C/4,  TJ^,  Uq  respective  mit  ü^,  C/3,  C/5,  Ur^  vertauscht.  Dieselbe  Ver- 
tauschung wird  auch  in  allen  Gleichungen  zulässig  sein,  welche  aus  den 
Substitutionen  hervorgehen.  Wir  können  daher  sagen,  dass  es  erlaubt 
sei,  in  allen  aus  den  Substitutionen  (1)  oder  (3)  hervorgehenden  Gleichungen 
folgende  gleichseitige  Vertauschungen  zu  machen: 

■  a,  a\  d" \  y\  ll"\  c" \  TJ^^  U^,  C/g,  ü^ 
5.  <!  mit 

b,    c,     d\     c\    d';    d''\    U^,  C/g,   C/5,   C/7. 

Durch  diese  Vertauschungen  geht  aus  dem  Gleichungssystem  (4)  ein 
anderes  hervor,  von  welchem  wir  nur  zwei  Gleichungen  wirklich  hin- 
schreiben : 

(\z=:aa-\-aa-\-aa    -A^  a    a   , 

\^z=ab-\-abA-ab    +a    b 


weil  die  anderen  aus  ihnen  durch  Veränderung  der  Buchstaben  a  oder  b 
in  &,  c,  d  folgen. 

Die  Substitutionen  (1)  ändern  sich  ebensowenig,  wenn  man  zwei 
von  den  Buchstaben  a,  &,  c,  d  mit  einander  vertauscht  und  gleichzeitig 
die    ihnen    entsprechenden  Variabein;    z.   B.    a    mit    b    und    TJ^   mit    C/^. 
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Da  dasselbe  auch   von  den   vier  Indices  ',  '\  ''\  ^^^  gilt,    so  sprechen  wir 
den  Satz  aus: 

Es   ist   erlaubt,   in   allen   aus   den   Substitutionen  (1)   oder   (3) 

abgeleiteten  Gleichungen  irgend  zwei  von  den  vier  Buchstaben  a,  b, 

7.        \  c,  d,  oder  irgend  zwei  von  den  vier  Indices  \  " y  ''\  ^^^  mit  einander 

zu    vertauschen  y    wenn    man    gleichzeitig    die    ihnen    entsprechenden 

Variabein  vertauscht. 

Diese  Regel  bedarf  jedoch  einer  Einschränkung  auf  Grund  einer 
jetzt  einzuführenden  Bestimmung. 

Bezeichnen  wir  mit  z/  die  Determinante  aus  den  sechzehn  Coefficienten 
der  Substitutionen  (1): 


8.  J  = 


multipliciren  diese  Determinante  mit  sich  selbst  und  bilden  aus  dem 
Product  wieder  eine  Determinante,  so  erhält  man  unter  Berücksichtigung 
der  Gleichungen  (4)  und  (6)  die  Einheit.     Man  hat  demnach: 

und  daher  z/  =  i  1.     Wir  werden  aber  fortan  setzen 

9.  ^=  +  1, 

worin  keine  Beschränkung  liegt,  weil  in  dem  anderen  Falle  nur  einer 
der  acht  Variabein  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  zu  geben  ist,  um 
ihn  auf  den  vorliegenden  zurückzuführen. 

Die  Gleichung  (9),  welche  doch  auch  aus  den  Substitutionen  (1) 
hervorgegangen  ist,  macht  wegen  der  willkürlichen  Annahme  z/  =  +  1 
eine  Ausnahme  von  der  Regel  (7),  und  desshalb  auch  jede  Gleichung, 
zu  deren  Bildung  die  Gleichung  (9)  verwendet  wird.  Denn  wollte  man 
die  Regel  (7)  auf  (9)  anwenden,  so  würde  z/  das  Vorzeichen  ändern. 
Es  bleibt  aber  die  Gleichung  (9)  ungeändert,  wenn  man  zwei  mal  die 
Vertauschungen  (7)   macht.     Will    man   demnach    die  Gleichung  (9)    und 
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alle   aus   ihr   und   den  Substitutionen   hervorgehenden  Gleichungen   einer 
gemeinsamen  Regel   unterwerfen,   so  muss  diese  so    ausgedrückt  werden: 

-  ^       I  Es   ist  erlaubt,   in   allen  Gleicliungen  des  Problems   eine   zwei- 


'•  { 


malige  Vertauschung  (7)  zu  machen. 

Die  Regel  (5)  gilt  immer,  weil  bei  ihrer  Anwendung  die  Deter- 
minante J  sich  nicht  ändert. 

Um  die  bekannten  Formeln  des  Problems  zu  vervollständigen,  führen 
wir  schliesslich  die  folgenden  ein: 


aa^^)'  36^^)'  ac^^)'  ~  a(?(^) 

Man  erhält  dieselben,  wenn  man  die  Gleichungen  (1)  direct  auflöst 
und  unter  Berücksichtigung  von  z/  =  1  die  Auflösungen  mit  den  auf 
einem  anderen  Wege  gefundenen  Gleichungen  (3)  vergleicht. 

Dieser  Paragraph  sollte  nur  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  in 
Rede  stehenden  Substitutionen  vergegenwärtigen.  Die  dem  Falle  >^  =  4 
eigenthümlichen  sind  in  dem  folgenden  Paragraphen  enthalten. 


Es  ist  ein  bekannter  Satz  aus  der  Determinanten-Theorie  (Grell e's 
Journal,  Bd.  22,  S.  302),  dass  aus 

B  =  2±afa^K,,a^:^ 
sich  ergiebt 

a^i2  dB     dB  dB     dB 


B 


dafda^;^         da^^^    daf^         da^^^    da^;^ 


Wenn  nun,  wie  in  dem  vorliegenden  Fall,  B  =  J  ==  1  ist,  so  hat  man 
d^_B ^B^  J^B a i2_  JB^ 

Diese  eine  Gleichung  ist  die  Quelle  eines  ganzen  Systems  von 
Gleichungen  für  den  angegebenen  Fall;  um  alle  diese  Gleichungen  in  einer 
übersichtlichen  Form  darzustellen,  werden  wir  die  Bezeichnung  brauchen: 

(a^^)  U^^)  =  d""^  &(^>  —  a^^^  b^''\      (a^^)  &^^)  =  a^"^  &^^  ^  a^^^  c^^^ 
u.  s.  w. 
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{a  h"  )  =  {c"  d!  ), 

{a  l" )  =  (c  d'"), 
(a  y")  =  {c'  d  ), 
{a' y")  ==  (c    d!  \ 


n"       ' 

{b  C 
{a  d!' )  =  {\)"  c 
{a  d'")  =  {h'  c 
[a  d" )  =  (b  c"' 
{a  d  )=^  (h  c 
{a  d!")  ==  (b    c 


Man  hat  dann  unter  Berücksichtigung  von  (11): 
(^a  y  )  =  {c  dl"\  {a  c  )  =  Q)" d!')^  {a  d!  ) 
(a  c' )  =  {b'  d!'')^ 
{a  c")  =  (y  d'  ), 
[a  c' )  =  ib'"  d  ), 
(^a  c")  =  {b  d'' ), 
(a''  c'')  =  (&'  d   ), 

Von  diesen  18  Gleichungen  braucht  man  nur  eine  einzige  abzu- 
leiten; alle  andern  gehen  aus  ihr  nach  dem  Principe  (10)  hervor.  Das 
Princip  (7)  der  einmaligen  Vertauschung  findet  hier  keine  Anwendung, 
weil  die  Gleichungen  (12)  aus  der  Gleichung  (9)  hervorgegangen  sind. 
Will  man  jedoch  durch  einmalige  Vertauschung  aus  einer  dieser  Gleichungen 
die  übrigen  herleiten,  so  hat  man  nach  jeder  Vertauschung  das  Vor- 
zeichen der  einen  Seite  der  Gleichung  in  das  entgegengesetzte  zu  verwandeln. 

Die  Substitutionen  (1)  sind  Relationen  zwischen  den  vier  geraden 
Variabein  ^2?  ^4?  ^e?  ^o  ^^^  einer  von  den  ungeraden  Variabein  ü^,  C/3, 
C/5,  C/7.  Durch  Elimination  einer  geraden  Variabein  aus  zwei  von  den 
Gleichungen  (1)  erhält  man  Relationen  zwischen  drei  geraden  und  zwei 
ungeraden  Variabein.  Von  diesen  Relationen  heben  wir  nur  die  drei 
hervor,  welche  aus  je  zweien  der  drei  ersten  Gleichungen  durch  Elimi- 
nation der  Variabein  Uq  hervorgehen.  Bezeichnen  wir  zu  diesem  Zwecke 
mit  Gl,  G^j  (t5  die  Ausdrücke: 

f  Gl  =E  (a  O  ü,  +  (y  d")  ü,  +  {c  d")  U,  —  d"  ü,  -{-d'  ü,, 
Gs  =  (a'd  )  U,  +  (y'd  )  U,  +  (c'd  )U,  —  d  ü,-\-  d"  üi, 
G,  =  {a  d')U2  +  (b  d')U,-\-{c  d')ü,  —  d'  ü^  +  d  ü,, 

so  haben  wir  die  gesuchten  Relationen: 

14.  Gi  =  0,         ^3=0,  G,  =  0. 

Ebenso  erhalten  wir  aus  je  zweien  der  drei  ersten  Gleichungen  (3) 
durch  Elimination  der  Variabein   C/7,  wenn  wir  setzen: 

iG,^{h  c'")  ü,  +  (b'  c")  U,  +  {b"  c")  ü,  —  c'"  ü,  +  b'"  ü, , 
Gi  :eee  (ca")  Z7i  +  (ca")  üg  -\-  {cd")  TJ-^  —  d"  ü^  -{-  c"  ü^, 


13. 


15. 


ö« 


(ab")  ü,  +  (ab'")  ü,  +  id'b'")  ü,  -  b'"  ü,  +  d"  ü„ 
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die   zwischen    drei    ungeraden    und    zwei    geraden  Variabein   bestehenden 
Relationen : 

16.  02  =  0,         Ö4=0,         G,  =  0. 

Es  sind  (14)  und  (16)  alle  möglichen  linearen  Relationen  zwischen 
drei  geraden  und  zwei  ungeraden  oder  zwischen  drei  ungeraden  und 
zwei  geraden  von  den  sechs  Variabein   fZ^,   C/g,  .  .  .   C/g. 

Um  die  Uebersicht  der  angegebenen  beiden  Formelsysteme  zu  er- 
leichtern, stellen  wir  ein  Princip  auf,  von  welchem  auch  später  Gebrauch 
gemacht  werden  soll,  und  welches  sich  folgendermassen  aussprechen  lässt: 

JEs  ist  erlaubt,  in  allen  Formeln  des  Problems  ohne  Ausnahme  folgende 
gleichzeitige  Veränderungen  zu  machen: 

a^    0^   c^    a\       a ,    0 ,    c ,    a  ]       a  ,    b  ,  c  ,   a  ]     a   ,  o   ,  c   ,  d 


17. 


zn 

/     /      /     7/ 


bjC^ajä]      0  ,  c  ,  a  j  a  ;       6,     c,     a,  a;       b   ,  c   ,  a   ,  d   , 

ü„   ü„   U,;  U„   ü„  ü,;  Uo,   U,; 

in 

ü,,   U,,  ü,;  ü,,   ü,,   U,;  U,,   C/V 

Denn  durch  diese  Veränderungen  werden  weder  die  Substitutionen 
noch  die  Determinante  J  geändert.  Gleichzeitig  mit  diesen  Veränderungen 
gehen  aber 


18. 
über. 


Gl,  Gr^,  G^;     G2J  G^,  Gq 
in 
.  Gs,  G^,  Gl',      G^,  Gq,  G.2 


Zwischen  irgend  fünf  von  den  sechs  Variabein  U^,  C/g,  ...  U^ 
existirt  nur  eine  einzige  Gleichung.  Findet  man  noch  eine  zweite  lineare 
Gleichung  zwischen  denselben  fünf  Variabein,  so  kann  sie  nur  durch 
einen  Factor  von  der  ersten  sich  unterscheiden;  das  heisst,  die  Coefficienten 
der  Variabein  in  der  einen  Gleichung  müssen  den  entsprechenden  Coef- 
ficienten in  der  anderen  Gleichung  proportional  sein. 

Man  kann  auf  diese  Weise  durch  Elimination  einer  geraden  Variabein 
aus  zwei  Gleichungen  des  Systems  (14)    eine  Gleichung   des  Systems  (16) 


und: 
20. 
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herleiten;  und  ebenso  durch  Elimination  einer  ungeraden  Variabein  aus 
zwei  Gleichungen  des  Systems  (16)  eine  Gleichung  des  Systems  (14). 
Mit  anderen  Worten:  Jedes  gerade  G  wird  sich  linear  ausdrücken  lassen 
durch  zwei  ungerade  G,  und  ebenso  jedes  ungerade  G  durch  zwei  gerade  ö. 
Diese  Ausdrücke  sind  folgende: 

{ad'')G,-^{a   d")G^  =  d''  G^, 
19.  \{h'd  )G^-\-ih''d  )G,  =  d    (?,, 

{c"d')G,-\-{G   d'  )G,  =  d'  G,, 

(a  0^2  +  (&    nG,  =  c''G,, 

{b'  a")  G^  -[-  {c  a")  Gq  ^  a''  G^, 

[{c"b"')G,-i-ia"b"')G,^b"'G,. 

Es  genügt,  von  diesen  identischen  Gleichungen  eine,  etwa  die  erste 
herzuleiten;  die  anderen  ergeben  sich  aus  ihr  nach  den  aufgestellten 
Principien  von  selbst.  Die  letzten  beiden  Gleichungen  (19)  gehen  aus 
der  ersten  durch  die  Veränderungen  (17)  und  (18)  hervor.  Aus  den 
identischen  Gleichungen  (19)  ergeben  sich  die  Gleichungen  (20)  durch 
die  Vertauschungen  (5),  welche,  wie  bereits  erwähnt,  ohne  Ausnahme 
gelten.  Denn  diese  Vertauschungen  verlangen,  wie  aus  (13)  und  (15) 
ersichtlich  ist,  die  gleichzeitigen  Vertauschungen 

von  öl,  G^3,  Ö5 


21. 

mit   Ö25  Ö4,  Gq, 

Es  bleibt  also  nur  übrig,  die  erste  identische  Gleichung  (19)  wirklich 
abzuleiten.  Multiplicirt  man,  um  aus  den  ersten  beiden  Gleichungen  (14) 
U2  zu  eliminiren,  die  erste  mit  {ad'^)^  die  zweite  mit  {ad'')  und  addirt, 
so  erhält  man: 

{{h'd")  {ad")  +  {h"d)  {ad")}  ü,  +  {{cd")  {ad")  +  {c"  d)  {ad"))  U, 
—  d"  {ad")  U^  +  {d'  {ad")  —  d  {a  d")}  ü,  +  d"  {a  d")  U,  ==  0. 

Da  diese  Gleichung  sich  von  der  Gleichung  (t2  =  0  nur  durch  einen 
Factor  unterscheiden  kann,  und  da  nach  (12)  {ad")  =  {bc")  ist,  so  lehrt 
der  Vergleich  der  Coefficienten  der  Variabein  C/j  in  beiden  Gleichungen, 
dass  d"  der  Factor  von  G2  sein  muss.  Dadurch  hat  man  die  erste 
identische  Gleichung  (19)  wirklich  nachgewiesen. 
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Aus  dem  Vergleich  der  Coefficienten  gleicher  Variabein  auf  beiden 
Seiten  der  Gleichungen  (19)  und  (20)  gehen  zwei  verschiedene  Arten  von 
Relationen  zwischen  den  Coefficienten  der  Substitutionen  hervor. 

Eine  Relation  der  ersten  Art  erhält  man,  wenn  man  die  Coefficienten 
der  Variabein  ü^  auf  beiden  Seiten  der  ersten  identischen  Gleichung  (19) 
einander  gleich  setzt: 

d! (a d!')  —  d {a  d!')  =  d'' {h'' c'')^ 

welche  mit  Rücksicht  auf  (12)  in 

22.  d{a  d!')  +  d!  {a  d)  +  d''  {a  d)  =  0 

übergeht.  Diese  Gleichung,  welche  von  selbst  einleuchtet,  wenn  man  für 
die  Determinanten  ihre  Werthe  setzt,  repräsentirt  ein  ganzes  System  von 
Gleichungen,  da  man  in  ihr  die  Vertauschungen  (7)  so  oft  machen  kann, 
als  man  will.  Eine  Relation  der  zweiten  Art  erhält  man  durch  Gleich- 
setzen der  Coefficienten  der  Variabein  Uq  auf  beiden  Seiten  der  ersten 
identischen  Gleichung  (19): 

(cd')  {ad')  +  (c'd)  (ad')  =  h'''d\ 

Will  man  aus  dieser  Gleichung  eine  neue  richtige  Gleichung  ab- 
leiten, so  hat  man  in  ihr  eine  zweimalige  Vertauschung  (7)  zu  machen. 
Man  bringt  sie  jedoch  mit  Zuziehung  der  Gleichungen  (12)  auf  die  Form: 

23.  (a O  (ad')  +  (a  h")  (a  d')  =  h'" d'\ 

in  welcher  eine  einmalige  Vertauschung  ausreicht.  Diese  Gleichung  bleibt 
nämlich  absolut  ungeändert,  wenn  man  die  beiden  Indices  0  und  1  mit 
einander  vertauscht.  Man  kann  also  diese  Vertauschung  der  genannten 
beiden  Indices  immer  für  eine  der  zwei  verlangten  Vertauschungen  nehmen. 

Auch  die  Gleichung  (23)  repräsentirt  ein  ganzes  System  von  Gleichungen, 
da  man  in  ihr  die  Vertauschungen  (7)  beliebig  oft  wiederholen  kann. 
Die  Verificirung  derselben  mit  Hülfe  der  Formeln  des  §  1  verlangt 
einige  Rechnung. 

Mit  dem  bisher  entwickelten  analytischen  Apparat  ausgerüstet,  wenden 
wir  uns  nun  zu  der  geometrischen  Interpretation  der  Substitutionen  und 
zu  der  Erforschung  der  gegenseitigen  Lage  der  acht  Durchschnittspunkte 
dreier  Oberflächen  zweiter  Ordnunsr. 

Hesse's  Werke.  85 
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Wir   gehen  aus   von  der    in  der  Einleitung    den  acht  Variabein   f/^, 
C/i,  ...   C/7  untergelegten  Bedeutung,  nach  welcher  die  acht  Gleichungen: 

24.  Uo==0,  U,  =  0,         ...  U,  =  0 

die  Gleichungen  von  irgend  acht  Punkten  darstellen,  in  welchen  sich  drei 
beliebige  Oberflächen  zweiter  Ordnung  schneiden,  vorausgesetzt,  dass  die 
Substitutionen  (1)  und  (3)  die  Gleichung  (2)  zu  einer  identischen  machen. 
Um  die  Substitutionen  in  eine  für  die  geometrische  Interpretation 
geschickte  Form  zu  bringen,  leiten  wir  aus  den  drei  ersten  Gleichungen  (1), 
durch  Elimination  einer  geraden  Variabein  aus  je  zwei  Gleichungen,  die 
folgenden  ab: 

(c''  d  )U,=  c'  U,  -  (ac)  U,  +  {b''c)  U,—  cü,, 
ih'  d'' )  U,  =  {a!  b')  U,  -  &"  U,  +  b'U,  —  {b'  c)  ü, , 
(a  d'  )ü,=         aU,—  (ab)  U,  +  (a  c)  U,  —         a  U,. 

Ebenso    gehen    aus    den    drei    ersten  Gleichungen  (3)    die   folgenden 
hervor : 

(a'b"')U,  =  {ab')ü,-  b'ü,+  aU,-{ab")U„ 
(a"'c  )U,=  cU,  —  {ac)U,  +  {ac")U,—  aU„ 
(h"  c'")  ü,  =  {b'  c")  U,  —      c"  ü,  +       i"  U,  —  (&"  c)U,. 

Diese  Gleichungen   nehmen   eine   übersichtlichere  Gestalt    an,    wenn 
man  folgende  Bezeichnungen  einführt: 


25. 


V^=  c"ü,—  {ac")U,, 
V,  =  {ab")U,-  b"U„ 
r,=         aU,-   (ab')U„ 

V,^{b"c)U,~  cU„ 
r,=  b'ü,-ib'c")U„ 
^6=  {ac)U^—        aU„ 


26. 


fF'"=  iab')ü,—        h'U,, 

r^'^  =  (b'c")u,—     c'u„ 

FW=       aü,  —  iab")U„ 
7(6)==      b"ü,—   (b"c)ü,. 


Diese  Bezeichnungen  sind  so  gewählt,  dass  durch  die  Vertauschungen 
(17)  sich 


27. 
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'r„r„r,;   r„  r„  r,;    r^'\  r<-%  v-^^-    r%  r«  r«') 

in 


verändern.      Nach   Einführung    dieser   Bezeichnungen    gehen    die    obigen 
sechs  Gleichungen  in  die  folgenden  über: 


28. 


(c"d)J7o  =  F,  +  F„ 
{b'd")U,=  r,  +  V„  29. 

.    (ad')üo=r,-{-r„ 


(a'b"')U,=  V^'^-{-r^*\ 
(a'"c)Z77  =  F(2)  +  F<^ 


Diese  Gleichungen   lassen  sich  geometrisch   interpretiren,    wie   folgt: 
Die  sechs  Punkte  im  Räume: 

deren  Lage  unbeschränkt  ist,  kann  man,  um  sie  sich  zu  vergegenwärtigen, 
als  die  auf  einander   folgenden  Ecken  eines  Sechsecks   im  Räume   ü  be- 
trachten, dessen  Seiten  nicht  in  derselben  Ebene  liegen. 
Die  Gleichungen: 

sind  auf  Grund  der  Bezeichnungen  (25)  die  Gleichungen  der  Ecken  eines 
dem  Sechseck  ü  in  derselben  Reihenfolge  einbeschriebenen  Sechsecks  V^. 
Ebenso  sind  nach  den  Bezeichnungen  (26) 

die  Gleichungen  der  Ecken  eines  demselben  Sechseck  U  in  derselben 
Reihenfolge  einbeschriebenen  zweiten  Sechsecks  F*.  Dadurch  sind  jedoch 
die  beiden  Sechsecke  V^  und  F*  nicht  vollständig  definirt.  Ihre  eigent- 
liche Bedeutung  erhalten  sie  erst  durch  die  geometrische  Interpretation 
der  Gleichungen  (28)  und  (29).  Denn  diese  Gleichungen  beweisen,  dass 
die  Verbindungslinien  der  gegenüber  liegenden  Ecken  des  Sechsecks  V^ 
durch  den  Punkt  C/q  =  0 ,  und  die  Verbindungslinien  der  gegenüber 
liegenden  Ecken  des  Sechsecks  F*  durch  den  Punkt  ZJ^  =  0  gehen. 

Ist    demnach    das    Sechseck    ü  gegeben,    zugleich    mit    dem    Punkte 
Üq  =  0,  so  lassen  sich  daraus  die  Ecken  des  einbeschriebenen  Sechsecks  F^ 
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unzweideutig  construiren.  Denn  lässt  man  von  dem  Punkte  Üq  =  0  drei 
gerade  Linien  ausgehen,  welche  die  gegenüber  liegenden  Seiten  des  Sechs- 
ecks U  schneiden,  so  werden  die  Schnittpunkte  auf  den  gegenüber  liegenden 
Seiten  die  gegenüber  liegenden  Ecken  des  Sechsecks  V^  sein. 

Ebenso  lässt  sich  das  Sechseck  F*  construiren,  wenn  das  Sechseck  ü 
und  der  Punkt   ü^  =  0  gegeben  sind. 

Aus  der  Construction  dieser  beiden  Sechsecke  V^  und  F*  erkennt 
man,  dass  sie  Brianchon'sche  Sechsecke  sind,  das  heisst,  dass  ihre  drei 
Diagonalen,  welche  die  gegenüber  liegenden  Ecken  eines  derselben  ver- 
binden, sich  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden.  Es  haben  aber 
Brianchon'sche  Sechsecke  die  Eigenschaft,  dass  ihre  gegenüber  liegenden 
Seiten  sich  paarweise  schneiden.  In  dem  vorliegenden  Falle  liest  man 
diese  Eigenschaft  ohne  weiteres  ab  aus  den  drei  Gleichungen,  welche  aus 
(28)  durch  Elimination  von  Uq,  oder  welche  aus  (29)  durch  Elimination 
von  ürj  hervorgehen.  Sie  ergiebt  sich  aber  auch  unmittelbar  aus  der 
Definition  des  Brianch.on'schen  Sechsecks. 

Es  schneidet  hiernach  jede  gerade  Seite  jede  ungerade  Seite  des 
Brianchon'schen  Sechsecks;  und  wenn  man  die  drei  geraden  Seiten 
oder  die  drei  ungeraden  Seiten  des  Sechsecks  als  die  Generatrices  eines 
Hyperboloids  nimmt,  so  liegt  das  Sechseck  auf  dem  durch  dasselbe 
unzweideutig  bestimmten  Hyperboloide. 

Von  den  beiden  Brianchon'schen  Sechsecken  F^  und  F*  liegt  also 
jedes  auf  einem  durch  dasselbe  bestimmten  Hyperboloide  H^  und  Z/*. 
Dass  diese  Hyperboloide  nicht  verschieden  sind,  sondern  in  ein  und  das- 
selbe H  zusammenfallen,  soll  in  dem  folgenden  Paragraphen  bewiesen 
werden  durch  Interpretation  einiger  noch  zu  erwähnenden  analytischen 
Formeln. 

4. 

Da  in  (25)  und  (26)  mehrmals  vier  von  den  zwölf  Symbolen  F 
Ausdrücke  von  dreien  der  sechs  Symbole  U  sind,  so  kann  man  jene 
drei  Symbole  ü  eliminiren  und  erhält  lineare  homogene  Gleichungen 
zwischen  vier  Symbolen  F.  Diese  Elimination  giebt  mit  Zuziehung  der 
Gleichungen  (23): 
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30. 


f  (ft&')F,  — c"FW         (ac)Fa  — r^^'  _ 

(a    c  )  (a    0 )  (a    c)  (a    6  ) 


(6    a)  (6    c  ) 


+ 


{h"'a;){h"'c) 


0, 


31. 


(c"'&')(c"'a)      +      (c"'0(c"'a')      ~    ' 

fcF,-(aOF<°>  c"F3-(a5')F^>  _  „ 

(a'"  h")  («"'  c)      "^  (&"'  c")  (&'"  a)    "  ~  "' 

ffi  F^— (rc)F<'>  aFg  — (&'c")Ft'>  _ 

(rc)  (&'"«')      +  (c"'a)(c"'6')       ~^' 

5"Fe  — (ca')FW  ;,' f,  —  (c"  g)  F'^  _  „ 

(c    a  )  (c    &  )        '  (a    fe )  (a    c  ) 

Von  diesen  Gleichungen  reichen  zwei  hin,  um  aus  ihnen  durch  die 
Veränderungen  (17)  und  (27)  die  übrigen  abzuleiten. 

Wenn  man  versucht,  noch  andere  homogene  Gleichungen  zwischen 
vier  von  den  zwölf  Symbolen  V  abzuleiten,  so  wird  man  auf  folgende 
zwölf  Ausdrücke  H  geführt: 


32. 


33. 


34. 


35. 


[  E,   =  {ad") «  F^  +  {h'd")  a"  V,  +    {a  c")  {cd'")  F'*'  +  {ab")  {c'd)  F'^', 

E,  =  {b"d) b' V,  +     {c'd) b  V,  +  {b'a") {d'd'")  F'«'  +  {b"c) {a d")  F">, 

\E,   ={cd')c'V,+     {ad')cV,^   (c"0(&OF(^'+     {ca){b'd)V^^\ 

{ E,  =  {b'c") {b"c) V,  +  {a b") {b'"c")  V,  +  {b'"c") b  F(^)  +  {b'"c) a  V^'\ 
E,  ={a"c"){ac')V,^  {b'c){c"a)V,^  {c"a)c'V^'^  +  {c"a')b' V^'\ 
E,   ={a  b'")  {ab")  F,  +  {a'c")  {a'"b')  V,  +  {a"b')  a"  F'^'  +  {a"b")  c"  r<-'\ 

E'\  =  {a  d") {h" c) F'^'  -4-  {b' d") {b' c) F'^'  +  {b' d") c  V,  +  {c  d") c V, , 
fi<ä'  =  {b" d) {c a")  FW  +  {c'd) {c" a)  F'^'  +  {c'd)  a" V,  +  {a" d) a  V, , 
H<^'  =     (c  d')  {a  b)  F<^'  +  {a  d')  {a  b")  F<^>  +    {a  d')  br^-\-{b  d')  b"  V, , 

if(^'  =  {b'"c') a  F<^>  +  {c'b'") c  FW  -}-  {c"a') {c"b"')r,  +  {b c") {b'c") F«, 

^w  =  {c'"a") b" F<«  +  {a c") a"  F*«'  +  {a b") {a c") V,  +  {c'a") {c'a) V, , 

[ If («'  =    {a" b) c F<i'  +  {b'a") b  F^'  +  {b' c) {b'a")  V,  +  {a"b"') {a b') V, . 
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Die  Uebersicht  über  diese  Bezeichnungen  H  wird  durch  die  Be- 
merkung erleichtert,  dass  durch  die  Veränderungen  (17)  und  (27)  gleich- 
zeitig verändert  werden: 


36. 


ff,,  53,  ^5;      H,,  H,,  Fe;      S^'\  E''\  H^';      H^'\  H''\  S^' 


m 


^3,  H,,  H,;      H,,  5„  ff,;      ff^^  H^%  ff^^);      m\  H^'\  W 


(2) 


Die     Bedeutung     der     Ausdrücke     ff    erhellt     aus     den     folgenden 
Gleichungen: 


37. 


39. 


c\ca)G^  =  ffs, 

c(b''c)G,  =  m\ 

b'\ab)G,  =  H^'\ 


38. 


40. 


a{b"c)G^  =  ff,, 

h\ca)G,  =  H,, 

c\ab')GQ  =  ffß, 

\a{b"c)G^  =  H^'\ 


welche  auf  Grund  der  Bezeichnungen  (13),    (15)  und  (32)  bis  (35)   rück- 
sichtlich der  sechs  Variabein   iZj,   C/,,  .  .  .   C/g  zu  Identitäten  werden. 

Es  genügt,  von  jedem  dieser  vier  Gleichungssysteme  eine  Gleichung 
zu  verificiren;  die  anderen  ergeben  sich  dann  von  selbst  durch  die  Ver- 
änderungen (17),  (18),  (27)  und  (36). 

Wenn  man  in  der  ersten  Gleichung  (37)  für  die  G  und  ff  die 
Werthe  aus  (13)  und  (32)  setzt  und  für  die  V  die  Werthe  aus  (25)  und 
(26),  so  sieht  man,  dass  die  Coefficienten  von  ZJ,  auf  beiden  Seiten  der 
Gleichung  übereinstimmen,  gleich  wie  die  Coefficienten  von  Uq.  Die 
Coefficienten  von  ü^  und  t/4  sind  ebenfalls  respective  einander  gleich 
auf  Grund  des  Gleichungssystems  (22),  welches  sich  durch  (12)  noch 
verändern  lässt.  Endlich  sind  auch  die  Coefficienten  von  C/5  auf  beiden 
Seiten  der  Gleichung  einander  gleich  auf  Grund  des  Gleichungssystems  (23). 
Ebenso  sind  nach  Ausführung  der  angegebenen  Substitutionen  in  der 
ersten  Gleichung  (38)  die  Coefficienten  von  U^  und  ü^  auf  beiden  Seiten 
der  Gleichung  respective  einander  gleich.  Die  Coefficienten  von  C/5  und 
Uq  sind  es  gleichfalls  nach  (22),  die  Coefficienten  von  f/^  nach  (23)  u.   s.  w. 
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Da  nun  die  Gleichungen  (14)  und  (16)  durch  die  Substitutionen  (1) 
und  (3)  zu  identischen  wurden,  so  gilt  dasselbe  nach  (37)  bis  (40)  auch 
von  den  Gleichungen: 

41.  H,    =0,  i72    =0,  ...  i^e    =0, 

42.  E^'^  =  0,  H^'^  =  0,  ...  H^'^  =  0. 

Jede  von  den  18  Gleichungen  (30),  (31),  (41)  und  (42)  liefert  den 
Beweis,  dass  18  mal  vier  von  den  zwölf  Ecken  V  der  beiden  Brianchon'schen 
Sechsecke  V^  und  F*  in  einer  Ebene  liegen.  Geht  man  aber  genauer 
auf  die  Lage  der  vier  Ecken  ein,  welche  jedesmal  in  einer  Ebene  liegen, 
so  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (30)  und  (31),  dass  jede  Seite  des 
einen  Brianchon'schen  Sechsecks  von  der  ihr  correspondirenden  Seite 
des  anderen  Brianchon'schen  Sechsecks  geschnitten  wird.  Wir  drücken 
diese  Eigenschaft  so  aus: 

Jede  gerade  resp.  ungerade  Seite  des  einen  Brianchon'schen 
Sechsecks  wird  von  der  ihr  correspondirenden  geraden  resp. 
ungeraden  Seite  des  anderen  Brianchon'schen  Sechsecks  ge- 
schnitten. 

Die  geometrische  Interpretation  der  Gleichungen  (41)  und  (42)  giebt 
den  Satz: 

Jede  gerade  resp.  ungerade  Seite  des  einen  Brianchon'schen 
Sechsecks  wird  von  jeder  ihr  nicht  correspondirenden  geraden 
resp.  ungeraden  Seite  des  anderen  Brianchon'schen  Sechsecks 
geschnitten. 

V'ereinigen  wir  diese  beiden  Sätze   zu  einem,    so   können  wir  sagen: 

Jede  gerade  resp,  ungerade  Seite  des  einen  Brianchon^ sehen  Sechsecks 
wird  von  jeder  geraden  resp.  ungeraden  Seite  des  anderen  Brianchon' sehen 
Sechsechs  geschnitten. 

Daraus  folgt  endlich  der  Satz: 

Die  leiden  Brianchon  sehen  Sechsecke  V^  und  F*  liegen  auf  dem- 
selben Hyperboloide  H, 

indem  die  beiden  Hyperboloide  H^  und  iZ*   zusammenfallen. 
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6. 

Wir  fassen  die  in  der  vorhergehenden  Untersuchung  gewonnenen 
geometrischen  Resultate  zusammen  in  dem  folgenden 

Theorem. 

Wenn  man  von  den  acht  Schnittpunkten  dreier  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  irgend  sechs  Punkte  als  die  Ecken  eines  räumlichen  Sechsecks  ü 
betrachtet,  hierauf  von  dem  siebenten  Schnittpunkt  der  drei  Oberflächen  aus 
drei  Gerade  zieht,  welche  die  gegenüber  liegenden  Seiten  des  Sechsecks  U 
paarweise  schneiden,  und  die  sechs  Schnittpunkte  in  der  Reihenfolge  der 
Seiten  des  Sechsecks  ü  als  die  Ecken  eines  dem  Sechseck  U  einbeschriebenen 
Sechsecks  V^  nimmt;  wenn  man  ebenso  von  dem  achten  Schnittpunkt  der 
drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  aus  drei  Gerade  zieht,  welche  die  gegenüber 
liegenden  Seiten  des  Sechsecks  U  paarweise  schneiden,  und  die  sechs  Schnitt- 
punkte  in  derselben  Reihenfolge  als  die  Ecken  eines  zweiten,  dem  Sechseck  U 
einbeschriebenen  Sechsecks  F*  nimmt:  so  liegen  die  beiden  einbeschriebenen 
Sechsecke  V^  und   F*  auf  einem  und  demselben  Hyperboloide  H. 

Dieses  Theorem  lehrt  in  linearer  Weise  den  achten  Schnittpunkt 
dreier  Oberflächen  zweiter  Ordnung  construiren,  wenn  sieben  Schnittpunkte 
derselben  gegeben  sind.  Denn  betrachtet  man  sechs  von  den  gegebenen 
sieben  Schnittpunkten  als  die  Ecken  eines  Sechsecks  U,  so  kann  man 
mit  Zuziehung  des  siebenten  gegebenen  Schnittpunktes  nach  dem  Theorem 
das  Brianchon'sche  Sechseck  F^  linear  construiren.  Ist  der  siebente 
Schnittpunkt  nicht  gegeben,  sondern  statt  seiner  das  Sechseck  F^,  so 
tritt  derselbe  als  der  Brianchon'sche  Punkt  dieses  Sechsecks  F^  auf, 
das  heisst,  als  derjenige  Punkt,  in  welchem  sich  die  drei  die  gegenüber 
liegenden  Ecken  verbindenden  Diagonalen  schneiden.  Dasselbe  gilt  auch 
von  dem  achten  Durchschnittspunkt  der  drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
und  dem  Sechseck  F*.  Ist  nämlich  dieses  Brianchon'sche  Sechseck  F* 
gegeben,  so  stellt  sich  der  achte  Schnittpunkt  auch  als  der  Brianchon'sche 
Punkt  dieses  Sechsecks  F*  dar. 

Man  sieht,  dass  es  darauf  ankommt,  das  Sechseck  F*  zu  construiren, 
wenn  das  Sechseck  ü  und  das  ihm  einbeschriebene  Sechseck  F^  ge- 
geben sind. 
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Mit  dem  Sechseck  V^  ist  zugleich  das  Hyperboloid  gegeben,  auf 
dem  dieses  Sechseck,  und  nach  dem  Theorem  auch  das  zu  construirende 
Sechseck  F*  liegt.  Da  aber  beide  Sechsecke  V^  und  F*  überdies  dem 
gegebenen  Sechseck  ü  einbeschrieben  sind,  und  da  jede  Gerade,  die  nicht 
ganz  auf  dem  Hyperboloid  liegt,  dieses  in  zwei  Punkten  schneidet,  so 
leuchtet  ein,  dass  die  Ecken  des  ersten  Sechsecks  F^  die  einen  Schnitt- 
punkte, die  Ecken  des  zweiten  Sechsecks  F^  die  anderen  Schnittpunkte 
der  Seiten  des  Sechsecks   U  mit  dem  Hyperboloide  sein  müssen. 

Ist  also  das  Sechseck  U  gegeben,  ferner  das  Sechseck  F^,  zugleich 
mit  dem  Hyperboloid  H,  auf  dem  es  liegt,  so  ergeben  sich  die  Ecken 
des  Sechsecks  F*  als  die  zweiten  Schnittpunkte  der  Seiten  von  U  mit  II, 
Die  sich  hieraus  ergebende  Construction  des  Sechsecks  F*  ist  nicht  linear, 
weil  sie  noch  des  Hyperboloides  bedarf.  Man  braucht  aber  in  der  That 
zur  Construction  das  Hyperboloid  nicht.  Denn  man  weiss,  dass  die 
Seite  F^^^  F^^^  des  Sechsecks  F*  —  wir  nennen  sie  eine  ungerade  Seite  des 
Sechsecks  —  in  der  Ebene  liegt,  welche  durch  die  drei  Ecken  U^,  ü^-,  ü^ 
des  gegebenen  Sechsecks  U  geht.  Man  weiss  ferner,  dass  jene  ungerade 
Seite  des  Sechsecks  F*  geschnitten  wird  von  jeder  ungeraden  Seite  F3F4 
und  V^Vq  des  Sechsecks  F^.  Verbindet  man  daher  diejenigen  beiden 
Punkte,  in  welchen  die  genannten  ungeraden  Seiten  des  Sechsecks  F^ 
die  durch  C/j,  C/g,  ü^  gelegte  Ebene  schneiden,  so  hat  man  in  der 
Verbindungslinie  die  Seite  V^'^^V^'^^  des  Sechsecks  F*.  In  ähnlicher 
Weise  construirt  man  die  anderen  Seiten  des  Sechsecks  F*,  dessen 
Brianchon'scher  Punkt  eben  der  gesuchte  achte  Durchschnittspunkt 
der  drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  ist. 
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Anhang. 


I. 

Anmerkungen  zu  den  Abhandlungen. 


Seite  7,  Fussnote.  In  dem  Abdruck  im  Journal  für  die  reine  und  angewandte 
Mathematik  ist  das  Citat  falsch.     Es  ist  hier  berichtigt. 

Seite  8.  Der  Satz,  dass  zwei  Systeme  von  conjugirten  Durchmessern  auf  einem 
Kegel  liegen,  ist  nach  Hesse ^)  auch  von  Chasles  gegeben  (Journ.  de  Math.  p.  Liouville, 
Bd.  3  (1838),  Seite  398  Fussnote). 

Seite  8,  Gl.  12.  Auf  eine  solche  Bedingung  zwischen  den  Coefficienten  in  den 
Gleichungen  zweier  Kegelschnitte  kommt  Hesse  zurück  in  der  unter  Nr.  22  Seite  297 
abgedruckten  Abhandlung. 

Am  Ende  des  Abdrucks  im  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik  stand: 
„Fortsetzung  folgt".  Diese  Bemerkung  wurde  hier  weggelassen,  weil  die  Fortsetzung 
nie  erschienen  ist.  Im  Nachlass  fand  sich  aber  eine  zum  grössten  Theile  druckfertige 
Ausarbeitung,  welche  die  Fortsetzung  der  vorliegenden  Arbeit  bildet,  und  die  unter 
Nr.  1  des  Nachlasses  in  dieser  Ausgabe  abgedruckt  ist^). 

L. 
3. 

In  dieser  Abhandlung  beschäftigt  sich  Hesse  zum  ersten  Male  mit  der  Aufgabe, 
aus  7  von  den  8  Schnittpunkten  dreier  Flächen  zweiter  Ordnung  den  achten  linear 
zu  construiren.  Er  ist  noch  öfter  auf  diese  Aufgabe  zurückgekommen  (in  den 
Abhandlungen  Nr.  4,  6,  41  und  Nachlass  Nr.  4  und  5  dieser  Ausgabe),  die  auch 
Gegenstand  der  Forschung  einer  grossen  Reihe  von  anderen  Mathematikern  geworden  ist. 


1)  Manuscr.  III,  1,  1836/37.  (Diese  und  die  im  folgenden  aufgeführten  Nummern  beziehen 
sich  auf  die  im  Besitz  des  Mathematischen  Instituts  der  Technischen  Hochschule  zu  München 
befindlichen  Manuscripte  Hesse's,  deren  Verzeichniss  am  Schlüsse  dieses  Bandes  gegeben  ist.) 

2)  Manuscr.  I,  19  und  Diarium  1850/51  (Manuscr.  III,  8). 
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Seite  31.  Das  Theorema  2  rührt  von  Chasles  her  und  findet  sich  in  dessen 
„Memoire  sur  les  lignes  conjointes  dans  les  coniques**  (Journ.  de  Math.  p.  Liouville, 
Bd.  3  (1838),  Seite  396). 

Seite  35.  Theorema  6  ist  von  Brian chon  gegeben  („Memoire  sur  les  lignes  du 
second  ordre".     Paris  1817.    Seite  35). 

Seite  37.  Theorema  8  wurde  von  Lame  gefunden  („Examen  des  differentes 
methodes".     Paris  1818.    Seite  38). 

Seite  41.  Lemma.  Einen  anderen  Beweis  giebt  Hesse  auf  S.  159  dieser  Ausgabe. 
Der  Satz  findet  sich  im  Diarium  von  1837/44^)  am   13.  December  1838  eingetragen. 

L. 

3. 

Einen  Auszug  aus  dieser  Note  unter  dem  Titel  „Abstract  of  a  Memoir  by 
Dr.  Hesse  etc."  hat  Cayley  in  Cambr.  a.  Dubl.  Math.  J.,  Bd.  4  (1849),  Seite  44 
(Math.  Papers,  Bd.  1,  Nr.  73)  veröffentlicht. 

Seite  51,  §  2.  Dieser  Satz  wurde  von  Bobillier  gegeben  („Recherches  sur  les 
lois  generales  qui  regissent  les  lignes  et  surfaces  algebriques".  Annales  de  Math. 
(Gergonne),  Bd.  18  (1828),  Seite  268). 

Seite  53.  Die  Benennung  „zugeordnete  Pole"  wurde  von  Steiner  in:  „Syste- 
matische Entwickelung  etc.",  L  Theil  (1832),  Seite  163/4  (Werke  Bd.  I,  Seite  350) 
vorgeschlagen. 


Seite  60.  Sätze  von  Brianchon  und  Steiner.  Vgl.  Brianchon:  „Memoire  sur 
les  surfaces  courbes  du  second  degre".  Journ.  de  l'Ecole  polytechn.  Cahier  13,  Bd.  6, 
Seite  301  und  Steiner:  „Theoremes  ä  demontrer  et  problemes  ä  resoudre".  Annales  de 
Math.  (Gergonne),  Band  18  (1828),  Seite  339/40  (Werke,  Band  I,  Seite  224)  und 
„Systematische  Entwickelung",  Seite  211  (Werke,  Bd.  I,  Seite  450/1). 

Zu  den  Abhn.  3  u.  4:  Vgl.  auch  Plücker  im  Journ.  f.  r.  u.  a.  Math.,  Bd.  24, 
S.  283,  Anmerkung. 

L. 
5. 

Zu  §3,  Seite  64  bemerkt  Hesse  in  einem  Manuscript^):  „Durch  diese  Substitu- 
tionen wird  die  gegebene  Differentialgleichung  (2)  eigentlich  in  zwei  verwandelt. 
Die  eine  ist  die  Gleichung  (3),  die  andere  ist  die  Gleichung 

du      ^  du      ,  .du  ^^ 


1)  Manuscr.  III,  2.     Weiterhin  mit  D.  1837/44  bezeichnet. 

2)  Manuscr.  I,  3. 
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Seite  73,  Fussnote  2,  Zeile  8  v.  u.  dürfte  ein  Druckfehler  vorliegen,  indem 
entweder  statt  „nicht  linear"  zu  lesen  ist  „nur  linear",  oder  „wenn  nicht"  statt 
„wenn  auch".  Denn  eine  lineare  Construction  des  vierten  Schnittpunktes  zweier  Kegel- 
schnitte, wenn  die  drei  andern  Schnittpunkte  gegeben  sind,  findet  sich  nicht  nur  z.  B. 
bei  Stau  dt,  Geometrie  der  Lage  (1847),  Seite  168,  Nr.  292,  sondern  auch  Hesse  selbst 
giebt  in  einem  Diarium  von   1850/51^)  die  folgende  Construction: 

„  Wenn  die  drei  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte  und  von  jedem  Kegelschnitte 
noch  zwei  Punkte  ah,  aß  gegeben  sind,  so  können  wir  annehmen,  dass  die  letzteren 
4  gegebenen  Punkte  in  ein  und  derselben  geraden  Linie  liegen.  Denn  wir  können 
mit  Hilfe  des  PascaPschen  Satzes  den  allgemeinen  Fall  immer  auf  diesen  zurückführen. 

Nun  schneidet  jeder  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  4  Punkte  hindurchgeht,  in 
denen  sich  die  beiden  Kegelschnitte  schneiden,  die  gerade  Linie,  in  der  die  4  Punkte 
ah,  aß  liegen,  in  zwei  Punkten  AJB^  welche  mit  den  genannten  4  anderen  in  einer 
Involution  sich  befinden.  Von  diesen  Punkten  ist  aber  einer  gegeben,  wenn  der 
Kegelschnitt  ein  Linienpaar  ist.  Es  kann  mithin  der  andere,  mithin  das  ganze  Linien- 
paar construirt  werden.  Auf  diese  Weise  können  die  drei  Linienpaare  construirt 
werden,  welche  durch  die  4  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  hindurchgehen.  Mithin 
auch  der  vierte  Schnittpunkt." 

L. 
7. 

Die  hier  gegebene  Eliminationsmethode  ist  die  sog.  Bezout-Sylvester'sche.  Man 
vgl.  Nr.  8,  S.  90,  Z.  2—8. 

Seite  86.  Die  Abhandlung  von  Euler  ist  betitelt:  „Demonstration  sur  le  nombre 
des  points  oü  deux  lignes  des  ordres  quelconques  peuvent  se  couper",  und  steht  in 
Histoire  de  PAcademie  royale  des  sciences  et  helles  lettres.  Annee  1748,  Tom.  IV, 
Berlin  1750,  Seite  234. 

Die  Darstellung  von  Hesse  stimmt  überein  mit  der  von  Sylvester  in  dem  Auf- 
satze:  „On  Elimination"  (Philos.  Magazine,  Band  17  (1840),  Seite  379—380)  gegebenen. 

L. 
8. 

Diese  vom  Januar  1844  datirte  Abhandlung  ist  nach  einem  Diarium  Hesse's 
vom  Jahre  1844/45*)  am  14.  Mai  1844  an  das  Crelle'sche  Journal  abgeschickt  worden, 
und  zwar  auf  Andrängen  Jacobi's  vor  Fertigstellung  des  anschliessenden  Theils,  Nr.  9 
dieser  Ausgabe;  der  letztere  ging  am  1.  Juni  1844  ab. 


1)  Manuscr.  III,  8.     Weiterhin  mit  D.  1850/51  bezeichnet. 

2)  Manuscr.  III,  5,     Weiterhin  mit  D.  1844/45  bezeichnet. 
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Seite  94,  Z.  1 — 7.  Auf  die  Schwierigkeiten,  die  sich  anlässlich  der  hier  ge- 
gebenen Entwicklungen  Hesse's  ergeben,  hat  Schlaf li  aufmerksam  gemacht  in  §  4 
seiner  Arbeit:  „lieber  die  Resultante  eines  Systems  mehrerer  algebraischen  Gleichungen". 
Denkschriften  der  Math.-Naturw.  Classe  der  Kaiserl.  Akad.  der  Wissenschaften,  Bd.  IV, 
Wien  1852.  Man  vgl.  hierzu  die  weiterführenden  Arbeiten  von  Brill  in  den  Göttinger 
Nachrichten  1893,  S.  757—762  und  von  Junker  in  den  Math.  Annalen,  Bd.  43, 
S.  225  und  Bd.  45,  S.  1. 

Seite  99,  Z.  3  v.  u.  Deutlicher  hätte  Hesse  gesagt:  worin  nach  der  auf  S.  96, 
2.  1 — 7  gegebenen  Definition  B  gleich  der  Determinante  zehnten  Grades  ist,  welche 
man  aus  den  Coefficienten  der  Grössen  ]^yXa  bilden  kann. 

Seite  99,  Z.  13 — 19.  In  einem  der  Technischen  Hochschule  zu  München 
gehörigen  Manuskripte  Hesse's^)  ist  auf  die  Bestimmung  der  A^X[a,  näher  eingegangen. 
Diese  Abhandlung  ist  offenbar  eine  frühere  Bearbeitung  der  hier  veröffentlichten  Nr.  8 
und  enthält  in  Folge  eines  Rechenfehlers  im  zweiten  Theile  falsche  Ergebnisse. 
Jedoch  ist  der  darin  eingeschlagene  Weg  vollständig  richtig  und  im  Anschlüsse 
an  die  hier  gegebene  Bezeichnung  im  Wesentlichen  der  folgende. 

Ersetzt  man  in  (25)  links  die  Resultante  R  durch  eine  beliebige  Grösse  P, 
in  (26)  die  Nullen  links  beziehungsweise  durch  beliebige  Grössen  a$^^  a^^\  aSP\  aP\ 
ö^^),  aS^'^\  aP\  a^'\  af^   und   nennt  die  Unbekannten  q^^^  (anstatt  p^2,/Li)'>   ^^   entsteht 


(25) 

P  =  ^Q^Xfzhifi^ 

«^'^  =  ^^.a.<a; 

-^'-^S.Xr<\' 

-^'  =  ^^.u<'v 

(26) 

«^^■'  =  -?.A.<'l; 

«^^'  =  ^?.A.<1; 

-^'  =  ^6.i.<'v 

„(1) v„         „(0  . 

-^'  =  ^9.U<\' 

«i''  =  ^?.;.3<l- 

Durch 

die  Annahmen 

P  =  0,         a™ 

=  Rx,,        c6p==Rx^, 

«c'>  =  Ex,, 

aCJ)  =  a(J)  =  0  (x-=l,  2,  3) 

gehen  die  q^^  nach  (21)— (24)  in  die  J.^^]^  über.  Analog  werden  die  q^^^  mit  den 
Ä^^\  identisch,  wenn  man  ap^  =  iJ^r^ ,  a^^^  =  Rx^,  a^^^  =  Rx^  und  P  =  0,  «^J^  = 
«(^3)  =  0  (x  =  1,  2,  3)  setzt,  etc.  _  _ 

Da  die  Determinante,  gebildet  aus  den  Coefficienten  der  Q^x^  in  25  und  26, 
mit  R  übereinstimmt,  so  hebt  sich  bei  der  Auflösung  nach  den  q^^^  die  Resultante 
R  beiderseits  weff,  und  die  Ä[^]  ,  Ä^^\ ,  ,  Ä^^]  werden  lineare  homogene  Functionen 
der  ^j,  0^2,  ^3,    wobei   die  Coefficienten  passend   ausgesuchte   Subdeterminanten   erster 


1)  Manuscr.  I,  6. 
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Ordnung  der  Determinante  R  des  Systemes  sind.  Während  diese  Bestimmung  der 
A^^\  ,  A^'^l  ,  A^^\  an  die  Definition  von  R  durch  eine  Determinante  zehnten  Grades 
anknüpft,  hat  Hesse  noch  eine  zweite  Berechnung  dieser  A^i^  in  Angriff  genommen, 
welche  an  die  Subdeterminanten  p^^  und  q^^\^  q^^\,  q^^\  des  Systemes  (33)  sich 
anschliesst  und  dadurch  einen  Zusammenhang  zwischen  beiden  Arten  von  Subdeter- 
minanten herstellt. 

Ersetzt  man  nämlich  in  (33)  x^x^  durch  A^^\^  (^^  =  1,  2  oder  3),  so  gehen  nach 
(22)— (24)  die  Grössen  f^^  /g,  /g  resp.  über  mRx^^  0,  0,  während  unter  Einführung 

der  Bezeichnungen  —-^  =  ü^^^ ,  —-l^=ü[^^  etc.    [cfr.  (28)]   die  (p^,  q)^,  cp^   bezw. 

dU^''^  aZ/^*"^  dW^ 

mit  2R —,   2R —,   2R —  identisch  werden;  wie  man  sofort  sieht,  wenn 

a.'Tj  3^2  ^^3 

man  in   (30)   die  verschiedenen  Potenzen    und  Producfce  x^x^x     durchgehends   durch 
die  A^^]^     ersetzt  und  (21)  — (24)  berücksichtigt. 
Man  erhält  so  schliesslich 

Ä^^r^^'^-.  +  ^P.U^  +  ^P.H'-^  +  ^P.U^- 
Analog  wird: 


^l\v  =  <&\^V  +  ^P^Xl  -^  +   2i'^A2  ^f^  +   2p^;l3       g^^ 


s 


Ueber  eine  schöne  Anwendung  der  Transformation  Hesse's  in  (17)  vergl.  man 
Aronhold:  Crelle's  Journal,  Bd.  61,  S.  144—145. 

Seite  107,  Z.  9 — 5  v.  u.  Um  diese  Folgerung,  die  Grundlage  für  den  fun- 
damentalen Lehrsatz  5  auf  S.  109,  zu  beweisen,  muss  noch  gezeigt  werden,  dass  nach 
Berechnung  der  i?^;,„  aus  den  Gleichungen  (26*)  und  der  Gleichung  (25)  von  den 
zehn  Grössen  h^^  neun  vollständig  bestimmt  sind,  sobald  eine  passende  derselben 
fixirt  ist,  oder,  was  das  Gleiche,  dass  die  Verhältnisse  der  a^i^  in  (26*)  bestimmt 
sind,  wenn  man  die  a^Xa  ^1^  ^^^  Unbekannten,  und  die  ]p^Xfi  ^"^  (26*)  und  (25) 
als  berechnet  ansieht  (cfr.  Aronhold  in  Crelle's  Journal,  Bd.  62,  S.  295 — 296). 

Man  kann  dies  für  den  speciellen  Fall  der  „ canonischen "   Form  Hesse's: 

f==a{x\-\-xl  +  xl)-\-^hx^  x^  x^ 

(cfr.  Aufgabe  2,  S.   115  dieser  Ausgabe)  erweisen. 

Sind  x,  A,  lA  irgend  3  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  3,  so  werden  die  neun 
Gleichungen  (26*)  nunmehr: 

«i^;..ll  +  2  IVk9^  =  0,  «P;i22  +  2  &  2^231  =  0,  ai9^33  +  2  Z)p^2i  =  0. 

Hesse's  Werke.  87 
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Für  z==2,  ^  =  3,  |W  =  1  entsteht: 

211  =  —  2  6^^223^  ^^322  =  —  ^^Ps31^  «^133  ==  —^^Pl21 


und  hieraus  durch  Multiplication 

(^^P2nPs22Pnz  =  —  ^b^P22sPs3iPn2  o^er  (a^  +  Sb^)p^^^p^^^  p^^,  =  0. 
Setzt  man  a(a^-\-Sh^)  verschieden  von  0  voraus,  so  ergiebt  sich: 

Ebenso  erhält  man  für  x  =  3,  ^=1,  ^  =  2: 

i^311  ^^i^l22  ^"^^^233  ^^  ^1 

während  die  Annahmen  z  =  1,  Z  =  2,  /^  =  3  ergeben: 

Ö^i^lll  =  0^1^222  =  ^^333  =  —  2  &^i23 

oder: 

Pill  =  i^222  =  i^333  =  —  2  (T  6,       ^^gg  =  (7  a, 

worin  der  Factor  g  (nach  Berechnung  von  R)   aus  der  Gleichung   zu  entnehmen   ist: 

=  2  .6^a(a^  +  Sb^)o. 

Nach  den  Seite  104 — 106  gegebenen  Entwicklungen  Hesse's  ist  ^B  gleich  der 
Determinante  sechsten  Grades,  gebildet  aus  den  Coefficienten  d^Xu  ^^^^  ^>iXu  ^^^ 
sechs  Gleichungen  (32*).     Setzt  man  hierin: 

^111  ^^^  ^222  ^^  ^333  ^^^  ^'  ^123  "^^  ^  ' 

^11  =  ^222  =  ^333  =  —  63  &^  a,         ^>,23  =  6^  (a^  +  2  ^3) 
[cfr.  Gleichung  (55)j,  und  für  die  übrigen  ci^Xni  sowie  b^^u   l^^^^^^r  Nullen,  so  kann 
man  JR  leicht   in    eine  Determinante  transformiren,    in    welcher    alle  Elemente    rechts 
von  der  Diagonale    verschwinden;    es    genügt    hierzu,    die  Elemente    der    ersten   (resp. 

2  b 
zweiten  oder  dritten)  Verticalreihe  mit  zu  multipliciren  und  von  den  entsprechenden 

Elementen  der  vierten  (resp.  fünften  oder  sechsten)  Verticalreihe  abzuziehen.  Man 
findet  so  ^  R  gleich  dem  Product  der  Diagonalglieder  der  transformirten  Deter- 
minante, d.  h. 

i?=:4.  6'a3(a3  +  8&3)^ 
und  schliesslich: 

Ersetzt  man  in  den  nunmehr  berechneten  p.^Xr^  die  ci^Xa  durch  die  p^^ui  ^-  ^' 
ersetzt  man  a  und  b  durch  —  2a  ,b  und  g  .  a,  und  nennt  die  so  entstehenden  Grössen 
B^Xf^^  so  wird: 
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-^111  ^^  -^222  ^^  ^333  ^=  Ö^  ^1  ^123  ^==  ^  ^? 

worin  (7,  abgesehen  von  einem  Zahlenfactor,  das  Product 

bedeutet  (cfr.  Aronhold:   Crelle's  Journal,  Bd.  55,  S.   191,   Formel  VII,   und  Bd.  69, 
S.  185—189). 

Seite  108,  Z.  4—5.  Hierzu  hatte  Hesse  handschriftlich  beigefügt,  dass  das 
System  (36)  auch  für  Functionen  nter  Ordnung  besteht. 

Seite  111,  Z.  12.  Im  Originaltext  stand:  „Diese  wird  aber  =  — ^^ — ".  Hier- 
durch  war  eine  Anzahl  Zeichenänderungen   bedingt. 

Seite  113,  Aufgabe  1.  Dass  Hesse  über  die  Tragweite  dieser  und  analoger  Auf- 
gaben sich  vollständig  klar  war,  zeigt  folgende  merkwürdige  Stelle  vom  1.  December 
1844,  D.  1844/45,  S.  115:  „Man  hat  sich  wohl  damit  beschäftigt,  eine  gegebene 
irrationale  Gleichung  rational  zu  machen,  aber,  so  viel  ich  weiss,  nicht  mit  der 
umgekehrten  Aufgabe,  eine  gegebene  rationale  Gleichung  auf  eine  bestimmte  irrationale 
Form  zu  bringen.     Dieses  ist  im  Speciellen  die  Aufgabe  der  Doppeltangenten/ 

Im  Anschlüsse  an  diese  Aufgabe  1  hat  Hesse  im  D.  1844/45,  S.  118  ohne 
Beweis  auch  den  Satz  ausgesprochen:  „Je  drei  homogene  Functionen  des  zweiten 
Grades  von  drei  Variabein  lassen  sich  durch  die  partiellen  ersten  Differentialquotienten 
einer  homogenen  Function  dritten  Grades  von  denselben  Variabein  ausdrücken. 
Es  gibt  drei  verschiedene  Functionen  dritter  Ordnung  dieser  Art.'' 

Offenbar  hat  bei  diesem  Theoreme  Hesse  die  drei  ternären  cubischen  Formen 
im  Sinn,  für  deren  jede  die  Hesse'sche  Determinante  z/  gleich  der  („Jacobi'schen") 
Determinante  d  der  drei  gegebenen  Functionen  zweiten  Grades  ist.  Die  Sätze  Aron- 
hold's  im  89.  Bande  des  Crelle'schen  Journals,  S.  158 — 159  zeigen  nämlich  mit 
Zuhilfenahme  der  Untersuchungen  von  Gundelfinger  in  Band  80  desselben  Journals 
(S.  73  u.  ff.)  und  bei  Anwendung  der  an  letzterem  Orte  S.  73 — 75  gegebenen 
Definitionen,  dass  die  eine  homogene  Function  dritten  Grades:  '^  J {d)  -\-  t .  d  rational 
ist  und  auf  die  typische  Darstellung  Hermite's  führt,  welche  letztere  nach  einer  Stelle 
im  Diarium  1845/47,^)  S.  71  Hesse  gleichfalls  bekannt  war.  Da  die  in  Crelle's  Journal 
Bd.  80,  S.  74  definirte  Form  ö  eine  Combinante  der  drei  gegebenen  quadratischen 
Formen  ist,  so  kann  nach  der  1.  c.  S.  78  gegebenen  Beweisführung  der  Satz  Hesse's 
sich  nur  auf  diese  rationale  Function  3  z/  (d)  +  ^  ^  beziehen. 

Die  beiden  anderen  cubischen  Functionen,  deren  Hesse'sche  Determinante  J 
(bis  auf  einen  constanten  Factor)  mit  d  identisch,   sind  übrigens:    J{d)'\-ad^  wobei: 


1)  Manuscr.  III,  6. 
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Die  Discriminante  dieser  Gleichung  zweiten  Grades  ist  bis  auf  einen  ZaUen- 
factor  gleich  S{ö).  An  anderer  Stelle  soll  auseinander  gesetzt  werden,  in  welchem 
Zusammenhang  diese  beiden  Curven  J {d)  -{-  ad  =  0  mit  den  Untersuchungen  des 
Herrn  Rosanes  in  Bd.  XVII  der  Math.  Annalen  S.21—- 30  stehen. 

Seite  114,  Gleichung  52.  Die  Function  q)  wird  nach  Vorschlag  Sylvester 's 
(Cambr.  und  Dabl.  Math.  J.  VI,  p.  186  und  Philos.  Transactions  of  the  R.  S.,  Bd.  143, 
S.  545)  heute  allgemein  als  die  Hesse'sche  Determinante  (^Hessian")  der  Function  f 
bezeichnet.  Die  Co  Varianteneigenschaft  der  Function  g)  hatte  für  eine  binäre  cubische 
Form  /'schon  Eisenstein  ohne  Beweis  in  Crelle's  Journal  Bd.  27,  S.  320  ausgesprochen. 

Dass  im  Falle  von  drei  Veränderlichen  die  Curve  ^  =  0  durch  die  Wendepunkte 
der  Curve /'=0  gehe  (S.  131  dieser  Ausgabe,  Lehrsatz  9  mit  darauffolgender  Regel), 
dürfte  Hesse  wohl  aus  der  von  Plücker  bestimmten  Zahl  der  Wendepunkte  (Syst.  d. 
anal.  Geom.,  1835,  Nr.  298)  und  in  Verallgemeinerung  der  analytischen  Bedingung 
für  das  Zerfallen  eines  Kegelschnitts  in  ein  Geradenpaar  errathen  haben.  Der  erste 
Beweis  Hesse's  findet  sich  im  Diarium  von  1837/441),  S.  209  (Mai  1842).  Jedenfalls  hat 
Hesse  aus  der  Regel  des  Lehrsatzes  9  (diese  Ausgabe  S.  131)  und  aus  der  (vermittelst 
der  Tabelle  Plücker's  gefundenen)^)  Existenz  von  vier  Wendepunktsdreiseiten  auf  die 
Lehrsätze  6  und  8,  S.  113  und  117  geschlossen,  ausgehend  von  der  selbstverständ- 
lichen Anschauung,  dass  die  Hesse'sche  Curve  eines  Dreiseits  mit  diesem  Dreiseit 
zusammenfalle. 

Seite  115,  Aufgabe  2.  Hesse  ist  zu  dieser  „canonischen  Form''  wohl  im 
September  1843  durch  den  Versuch  gekommen,  die  Entwicklungen  Plücker's  im 
„System  der  Geometrie%  1835,  Nr.  320—325  strenger  zu  begründen,  speciell  den  Satz 
Plücker's,  dass  die  Gleichung  jeder  Curve  dritter  Ordnung  durch  passende  Zugrunde- 
legung eines  Coordinatendreiecks  X  =  0  (i  =  1,  2,  3)  in  der  Form  dargestellt  werden 
könne:  X,  X,X^  —  f^i  {X,  +  X,  +  X^Y  =  0^)  (^t  =  const.).  In  dem  Manuscript  I,  6 
hat  Hesse  folgenden  Weg  zur  Ableitung  der  canonischen  Form  angegeben: 

Legt  man  als  Coordinatendreieck  zu  Grunde:  die  Tangenten  ^r^  =  0,  iTg  ==  0 
in  zwei  Wendepunkten  und  als  dritte  Seite  ^3  =  0  die  Verbindungslinie  der  beiden 
Wendepunkte,  so  kann  die  Gleichung  der  Curve  nur  von  der  Form  sein: 

x^x^  {ax^  +  bx^  +  cx^)  +  dxl=  0. 

Hieraus  folgert  zunächst  Hesse  in  aller  Strenge,  dass  jede  Gerade,  welche  zwei 
Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  verbindet,  auch  noch  durch  einen  dritten 
Wendepunkt  derselben  gehe  (cfr.  Anm.  zu  S.  150  d.  Ausg.),  und  findet,  in  Ergänzung 
der  Tabelle  Plücker's,    die  Existenz  der  vier  Wendepunktsdreiseite.   —  Legt  man   ein 


1)  Manuscr.  III,  2. 

2)  Man  vergleiche  hierzu  die   (für  die  Bescheidenheit  Hesse's   charakteristische)  Bemerkung 
auf  S.  134  dieser  Ausgabe,  Z.  10—9  v.  u. 

3)  Die  Entwicklungen  Plücker's  in  Nr.  325  sind  nur  bei  veränderter  Bezeichnungsweise  richtig. 
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solches:  ^1  =  0,  1/2  =  ^',  ^3  =  0  zu  Grunde,  so  ergiebt  sich  durch  rein  geometrische 
Betrachtung,  dass  durch  die  neun  Schnittpunkte  der  zwei  Tripel  von  Geraden: 
)^(0,  —  2/2,  2/3)  =  0,  fiVi,  0,  —  ^3)  =  0  auch  das  Tripel  /*(—  y^,  y^,  0)  =  0  hindurch- 
geht (vgl.  S.  215,  Satz  5  d.  Ausg.),  dass  also  eine  Identität  der  Form  besteht: 

>^/'(0,  —  ^21  Ih)  +  ^fiVi^  0.  —  2/3)  +  ^f{—  Vi^  2/2^  ö)  =  0. 
Hieraus  folgt  x  =  Z  =  ^w,  und  im  Anschluss  hieran  sofort  die  „canonische  Form" : 

y\  +  yl  +  yl  +  ^^yi  y^  ys  =  ^• 

Offenbar  hat  Hesse  von  einer  Veröffentlichung  dieses  fast  vollständig  druck- 
fertigen Manuscriptes  I,  6  abgesehen,  da  er  die  geometrische  Anschauung  für  das 
Imaginäre  nicht  als  bindend  erachtete. 

Eine  strenge  Ableitung  ergiebt  sich  übrigens  mit  Rücksicht  auf  die  Identität 

Ä'  +  B^  +  G'  —  3  ABC  =  (Ä  +  JB  +  C)  {Ä  +  U JB  +  Je" C)  {Ä  +  k"B  +  U C) 

(vgl.  die  Bezeichnung  S.  121,  Zeile  9  v.  u.)  auf  folgendem  Weg. 
Die  oben  bewiesene  Gleichung 

x^  X2(ciXj^-]-  bx2-{'  cx^)  -{-  dxl  =  0 

geht  durch  die  Substitutionen 

—  ax^  =  cXj,         —  bx2  =  cXg,         ax^  +  hx2  +  cx^  =  cX^ 

über  in  die  Plücker'sche  Form 

X,X,X,-^iiX,  +  X,  +  X,Y  =  0,        wo^t  =  -^. 

6 

Natürlich  ist  bei  dieser  Substitution  angenommen,  dass  keine  der  zwei  Grössen  a,  b 
verschwinde,  da  z.  B.  für  a  =  0  der  Punkt  (a^g  =  0,  ^3  =  0)  ein  Doppelpunkt  wäre. 
Für  c  =  0  Hesse  sich  das  erste  Glied  auf  der  linken  Seite  als  Summe  zweier  Guben, 
also  der  ganze  linke  Theil  als  Summe  dreier  Guben  darstellen. 

Setzt  man  im  allgemeinen  Fall 

X,+      X2+      X3  =  r^,    oder  aufgelöst   dX,  =  ¥,-{-      F^  +      Fg, 

x,+  k'X2  +  k''x,=  Y,,  3x,  =  r,  +  rr,+  tc'y,, 

X,  +  lc'X2  +  k'X,  =  73,  3X3  =Y,+  T^Y,  +  r  Tg, 

so  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Plücker'schen  Gleichung  die  folgende: 

r?  +  r^  +  r^  -  3  r,  r^  y,-2i^y\  =  o, 

und  daraus  durch  Abänderung  der  Gonstanten  in  Y^  die  Hesse'sche  canonische  Form. 

Dass  Hesse  wahrscheinlich  diese  Ableitung   gekannt  hat,   zeigt  ein  Briefentwurf 

an  Bessel   im  Diarium  von  1837/44  vom  19.  Oktober  1843,    wonach  Hesse  um   jene 

Zeit  auf  Anregung  B  es  sei's   ein  merkwürdiges,    zuerst  von  Jacobi  (Crelle's  Journal 
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Bd.  15,  S.  224;  Werke,  herausg.  v.  Weierstrass,  VI,  S.  142)  erwähntes  System  linearer 
Gleichungen  mit  vier  unbekannten  behandelte  und  im  analogen  Fall  bei  drei  Unbe- 
kannten 

Äx -\- By -\-  C^  =  m^         Bx -\-  Gy -{■  A^  =  n^         Cx -\- Ay -{- Bz  =p 

die  Zerlegung  von  A^ -^  B^ -{-  C^  —  3J.BC  in  die  obigen  conjugirten  linearen 
Factoren  fand.  Allerdings  bleibt  es  räthselhaft,  warum  Hesse  diese  wohl  einfachste 
Ableitung  nicht  veröffentlichte.  Auf  die  Lücken,  welche  die  Ableitung  Hesse's  auf 
S.  115  dieser  Ausgabe  darbietet,  hat  schon  Aronhold  in  Crelle's  Journal,  Bd.  39, 
S.  144/145  hingewiesen. 

Seite  117,  Z.  14-17.  Dass  J?,  gebildet  für  df -\-  dcp,  gleich  B'(Dd  —  JdY 
ist,  lässt  sich  leicht  direct  erweisen.  Es  ist  B^if^^  gleich  einer  Determinante  B' 
sechsten  Grades,  die  aus  der  Determinante  B  des  Systems  (32^^)  hervorgeht,  wenn 
man  die  a^;^^  durch  da^;^^  +  db^;^^  und  h^^^f,  ^^^^h  Da^^^^  +  ^h^Xf^  ersetzt. 
Multiplicirt  man   in  B'  die  Elemente   der   ersten,   zweiten,    dritten  Horizontalreihe  mit 

—  und  zieht  dieselben    bezw.    von    den  Elementen  der   vierten,    fünften    und  sechsten 
d 

Horizontalreihe  ab,    so    kann   man   aus  den    drei    letzten  Horizontalreihen    den  Factor 

vorsetzen,  und  hierauf  in  den  drei  ersten  Horizontalreihen  die  Summanden  ^h^^^^ 
zerstören,   so  dass 

B'  =  Bd'  (j-^dY  =  B  (Jd  ~  Ddy. 


Seite  122,  Z.  1  — 13.  Im  Originale  standen  an  Stelle  von  tt^,  TTg,  7i^  resp. 
die  Grössen: 

3  (1  +  2  71),         3  (1  +  2k" n),         3  (1  +  21c' tv), 

G. 

9. 

Seite  130,  Formel  80.     Im  ursprünglichen  Text  stand  linker  Hand: 

n(n—  l)du  —  x^x^J. 

Seite  131,  Z.  8  v.  u.  Der  Zusatz:  „oder  schief winkhgen"  ist  vermöge  der 
Transformationsformeln  für '  Punktcoordinaten  aus  einem  rechtwinkligen  Systeme  in 
ein  schiefwinkliges  durch  die  Gleichung  (52)  S.   114  erwiesen. 

Seite  133,  Lehrsatz  11.  Die  Anführungszeichen  beziehen  sich  wohl  auf: 
Steiner:  „Systematische  Entwickelung  der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten  von 
einander."     Berlin  1832.    Nr.  60,  Aufg.  48.  ^ 
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10. 

In  dieser  Abhandlung  giebt  Hesse  auf  Anregung  Jacobi's  1843/44  (vgl.  die 
Anmerkung  auf  S.  147)  die  algebraische  Lösung  der  Gleichungen  neunten  Grades, 
die  man  heutzutage  die  „Hesse'schen  Gleichungen"  nennt.  Hesse  hat  sich  mit  der 
Aufgabe  von  Januar  bis  März  und  im  November  1846  (Diarium  1845/47)  beschäftigt. 

Seite  139,  Z.  11  v.  u.     Im  Original  stand:   ^Bix.x^y. 

Seite  146,  Z.  7.  Im  ursprünglichen  Text  hiess  es:  „Der  erste  Theil  dieser 
Gleichung". 

Seite  150,  Z.  5  v.  u.  Der  fragliche  Satz  ist  schon  von  De  Gua  in:  „Usage  de 
r Analyse  de  Descartes  etc."  (Paris  1740),  S.  113,  und  von  Maclaurin  in:  „De 
linearum  geometricarum  proprietatibus  generalibus  tractatus"  (1748),  Sectio  HI, 
Theorema  X,  ausgesprochen. 

Seite  151,   Z.  5   v.   u.     Im   Original   hatte  l  das   entgegengesetzte  Vorzeichen. 

G. 
11-12. 

In  diesen  zwei  Nummern  sind,  abgesehen  von  der  Berichtigung  einer  Reihe 
evidenter  Druckfehler,  einige  kleinere  stilistische  Aenderungen  angebracht  worden. 
Besonders  wurde  mehrfach  das  Wort  „Viereck"  des  Originaltextes  durch  das  Wort 
„Vierseit"   ersetzt. 

G. 
11. 

Die  Ideen  der  Abhandlung  Nr.  11,  welche  von  1847  datirt  ist,  finden  sich  zum 
grösseren  Theil,  besonders  §  4,  in  dem  oben  genannten  Diarium  von  1844/45.  Schon 
in  einem  Brief  an  Grelle  vom  30.  November  1844  erklärt  Hesse,  dass  er  eine  Note 
über  die,  eine  Curve  dritten  Grades  in  drei  Punkten  berührenden  Kegelschnittsysteme 
einsenden  könne,  mit  geometrischen  Beweisen,  und  fügt  die  charakteristische  Bemerkung 
hinzu:  „Eine  geometrische  Arbeit,  die  mir  aber,  weil  der  Gegenstand  die  Analysis 
weniger  berührt,  auch  nicht  am  Herzen  liegt". 

Aehnlich  drückt  sich  Hesse  in  einem  Brief  an  Jacobi  vom  3.  December  1844 
(Diarium  1837/44)  aus,  dem  er  zugleich  die  Systemseigenschaft  jener  Kegelschnitte 
und  die  sechspunktig  berührenden  Kegelschnitte  mittheilt.  Erst  die  S.  191  dieser 
Ausgabe  citirte  Arbeit  Steiner's  (vom  Juni  1845  datirt)  veranlasst  Hesse,  nach  einem 
Briefentwurf  an  Jacobi  vom  24.  Oktober  1846  (Diarium  1845/47)  zur  Ausarbeitung 
und  Einsendung.  Er  schreibt  dabei  an  Jacobi:  „Wenn  sich  die  Dreitheilung  der 
elliptischen  Functionen  leicht  daraus  ergibt,  so  würde  eine  Note  von  Ihnen  der  Arbeit 
erst  Interesse  verschaffen". 

Einem  Entwurf  der  Abhandlung  (ibid.)  fügt  Hesse  die  Bemerkung  bei:  „Den 
Gang,  den  ich  in  der  vorliegenden  Untersuchung  eingeschlagen  habe,  trifft  der  Vor- 
wurf,   dass  er  das  geometrische  Element   mit  dem  analytischen    vermischt.     Ich    habe 
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diese  Darstellungsart  jedoch  der  rein  geometrischen  oder  rein  analytischen  vorgezogen, 
um  das  Abenteuerliche  zu  vermeiden,  welches  Darstellungen,  die  vom  Gang  der 
Erfindung  sich  entfernen,  mehr  oder  weniger  mit  sich  führen".  Zu  den  Entwicklungen 
des  §  3  findet  sich  in  dem  Diarium  von  1844/45  bereits  der  vollständige  Ansatz, 
so  dass  Hesse  in  dieser  Beziehung  von  Cayley's  ähnlichem  Gedankengang,  welcher 
dessen  grosser  Arbeit  im  Crelle'schen  Journal,  Bd.  34,  zu  Grunde  liegt,  und  welchen 
Hesse  S.   176  dieser  Ausgabe  citirt,   unabhängig  ist. 

Die  §§  5  und  6  datiren  vom  December  1846. 

Seite  159,  Z.  14—9  v.  u.  Die  sechs  Bedingungsgleichungen  sagen  einfach  aus, 
dass  das  Punktepaar 

{x[  «1  +  xi  «2  +  xi  «3) .  (Xi  «1  +  X2  «2  +  x;  «3)  =  0 

[in  variabeln  Liniencoordinaten  «i,  «2,  «3]  ^^n  der  Form  sein  muss: 

A  {xi  «1  +  ^2  «2  +  ^3  «3)  (Xi  «1  -f-  ^2  «2  +  X  «3) 
-f  Ä  {x'i  «1  +  ^2  «2  +  ^3  «3)  (Xi  «1  ~|-  X2  «2  +  X  «3)  =  0. 

Seite  163,  Z.  5—8.  Auch  dieser  Satz,  sowie  einige  andere  in  §  3  ausge- 
sprochene Theoreme  finden  sich  bereits  in  dem  oben  erwähnten  Werke  von  Maclaurin. 

Seite  177,  Z.  17—18.  Man  vergleiche  die  Durchführung  dieser  Aufgabe  auf 
S.  287—288. 

Seite  178,  Z.  15—23.  Auf  die  hier  gemachte  Bemerkung  Hesse's  lässt  sich 
durch  Substitution  der  X^Xj,  aus  (2)  in  (3)  eine  einfache  Darstellung  der  ganzen 
Theorie  der  ternären  cu bischen  Formen  gründen;  wie  an  anderer  Stelle  gezeigt 
werden  soll.  Offenbar  hat  Aronhold  seine  merkwürdigen  Sätze  über  die  Invariante  8^ 
mit  {q  '  qY^  bis  auf  einen  Zahlenfactor  identisch,  (s.  Crelle's  Journal  Bd.  39,  S.  152 
und  Bd.  55,  S.  114)  aus  der  Bemerkung  Hesse's  abgeleitet.  Hesse  hatte  nur  nicht 
beachtet,  dass  eine  homogene  quadratische  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  x. 
eines  Punktes  der  Curve  dritter  Ordnung  g)  =  0  eine  für  alle  Werthe  der  x.  iden- 
tische Gleichung  sein  muss. 

Aronhold  giebt  in  einem  Briefe  an  Hesse  vom  7.  Februar  1850^)  in  kurzen 
Zügen  den  Beweis  seiner  Hauptsätze  im  39.  Bd.  des  Crelle'schen  Journals  S.  140  u.  ff., 
und  zwar  durch  das  Fundamental-Theorem  3  in  Crelle's  Journal  Bd.  55,  S.  114. 
Die  hier  aufgedeckte  wahre  Quelle  dieses  Theorems  3  verschweigt  dabei  Aronhold. 
Allerdings  schreibt  derselbe  in  einem  Briefe  an  Hesse  vom   1.  Oktober  1849^): 

„Ew.  Hochwohlgeboren  werden  aus  dem  Anliegenden  sich  überzeugen,  dass  nicht 
allein  Ihr  mündlicher  Vortrag,  sondern  auch  Ihre  der  Oeffentlichkeit  übergebenen 
Arbeiten  mir  zur  Belehrung  dienten.  Von  der  Vorzüglichkeit  derselben  durchdrungen, 
versuchte  ich  meine  geringen  wissenschaftlichen  Kräfte,   um  auf  dem    von  Ihnen  vor- 


1)  Diarium  von  1850/51  (Manuscr.  III,  8).    Offenbar  hat  Aronhold  irrthümlich  1849  geschrieben. 

2)  Diarium  von  1848/49  (Manuscr.  III,  7). 
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gezeichneten  Wege  weiter  zu  gehen,  und  so  vielleicht  in  diesem  interessanten  Gebiete 
der  Mathematik  einen  Fortschritt  bewirken  zu  können". 

Augenscheinlich  ist  Aronhold  durch  die  Covarianteneigenschaft  der  Hesse'schen 
Determinante  auf  die  Wichtigkeit  der  Invariantentheorie  aufmerksam  geworden,  deren 
Grundzüge  in  einer  Beilage  zu  dem  Briefe  vom  1.  Oktober  1849  und  in  einem 
Schreiben  vom  18.  December  1849  (Diarium  1850/51)  dargelegt  sind.  Viele  Ergeb- 
nisse der  Abhandlung:  „üeber  eine  fundamentale  Begründung  der  In  Varianten  theorie" 
(Crelle's  Journal  Bd.  62,  S.  281  ff.)  sind  daselbst  vorweg  genommen. 

Seite  183,  Z.  11  v.  u.     Im  Original  war  anstatt  —  2  a^TCy\  gesetzt:   „ —  a^TcyY . 

Seite  187,  Z.  8—10.  Eine  andere  Lösung  der  Aufgabe  findet  sich  S.  283—284 
dieser  Ausgabe. 

Seite  189,  Z.  10  v.  u.     Vgl.  die  Anmerkung  zu  Nr.  10,  S.   150. 

Seite  191.  Einem  Entwürfe  im  Diarium  1845/47  fügt  Hesse  hinzu:  „Zugleich 
sieht  man  ein,  wie  die  algebraische  Auflösbarkeit  der  Gleichung  vom  27.  Grade, 
durch  welche  die  27  Punkte  7t  bestimmt  sind,  von  der  algebraischen  Auflösbarkeit 
der  Gleichung  des  neunten  Grades  für  die  Wendepunkte  abhängt"  (cfr.  Steiner,  Crelle's 
Journal  Bd.  32,  S.  300  und  Plücker,  ibid.  Bd.  34,  S.  332,  Z.  3—27). 

G. 
12. 

Seite  197,  Z.  16  u.  ff.  Die  Gleichung  ai  +  0^2  =  0  repräsentirt  offenbar  das 
imaginäre  Punktepaar,  in  welchem  die  unendlich  ferne  Gerade  von  allen  Kreisen  der 
Ebene  getroffen  wird. 

Seite  198,  Z.  8.  Wegen  des  Zusatzes:  „oder  schiefwinkligen"  vergl.  man  die 
Anmerkung  zu  S.  131.  p 

14. 

Seite  218,  Formel  4.     Im  Originaltext  stand:  q)  =  r^q). 

Seite  219.  Die  Gleichungen  (7)  sind  in  einer  Identität  enthalten,  welche  unter 
Einführung  der  Zeichen 

-~zr  =  A{x,y)  =  A,  Jt  =  n^  —  4  mp, 

A'  =  A(X,Y),         Q'==QiX,Y),         P  =^  i{xf  {X)  +  yf  (T)) 

für  beliebige  Werthepaare  x,  y  und  X,  Y  besteht  und  folgendermassen  lautet: 

f .  A\  A'  —  A  {(^ {xY  —  yX)  -\-  P Ä)  =  B  ,  F  .  {xY  —  y Xf, 

Seite  220.  Wenn  man  im  System  (11)  durch  Erweiterung  der  Brüche  rechter 
Hand  die  Nenner  rational  macht,  kommt  man  durch  eine  kleine  Rechnung  zu  den 
Formeln  Eisenstein 's  in  Crelle's  Journal  Bd.  27,  S.  82.  p 

Hesse's  Werke.  88 
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15. 

Ein  Theil  dieser  Abhandlung,  sowie  die  geometrischen  Eigenschaften  der 
Resolventen  der  Gleichung  vierten  Grades  stammen  aus  dem  Jahre  1847. 

Seite  227—228,  Formel  8—13.  Die  ganze  Entwicklung  Hesse's  verdankt 
offenbar  ihre  Entstehung  den  allgemeinen  Formeln  Jacobi 's  in  der  Abhandlung:  „De 
eliminatione  variabilium  e  duabus  equationibus  algebraicis"  (Ges.  Werke,  herausg. 
V.  Weierstrass,  III,  S.  303,  Formeln  18 — 19).  Die  (1.  c.  §  6)  von  Jacobi  benützte 
Methode  (vgl.  auch  die  Anm.  zu  Nr.  11,  S.  178  d.  A.)  hat  wahrscheinlich  auch  Hesse  als 
hodegetisches  Princip  verwandt.  Wenigstens  lassen  Entwicklungen  im  Manuscript  I,  6 
von  1843  es  als  gewiss  erscheinen,  dass  auch  der  Satz  zu  (33^^)  auf  S.  110  dieser 
Ausgabe  nach  der  Jacobi'schen  Methode  ursprünglich  gefunden  und  erst  später  ver- 
mittelst Identitäten  bewiesen  wurde. 

Seite  237,  Z.  3  v.  u.     Im  Original  stand:   „Durch  welche  Anordnung". 

Seite  238,  Gleichung  36.     Aus  (30),  (29)  und  (20)  folgt  unmittelbar: 

12^        Du  +  Av        D        A 


r^  du  -\-  öv  d  d  ' 

Seite  240.  üeber  die  Ableitung  des  Systems  (48)  aus  den  Systemen  (45)  — (47) 
vgl.  man:  Hesse,  „Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie  der  geraden  Linie  etc.", 
Leipzig  (2.  oder  3.  Auflage),  sechste  Vorlesung,  Sätze  19—21. 

G. 

17. 

Die  Arbeit  datirt  etwa  aus  dem  Jahre  1843,  wie  aus  dem  Concept  eines  Briefes 
an  Grelle  (Diarium  von  1848/49)  hervorgeht.  Zu  dem  Aufsatz  sind  die  Seiten  107 — 136 
aus  Hesse's  „Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie  der  geraden  Linie,  des  Punktes 
und  des  Kreises  in  der  Ebene",  Leipzig  1865  zu  vergleichen. 

Seite  254,  Satz  6.  „Dessen  erster  Theil  bekannt  ist",  wie  es  S.  255  Z.  6  v.  u. 
heisst.    Dieser  erste  Theil  rührt  von  Desargues  her  (nach  Chasles,  Aper9u  bist.,  S.  82). 

L. 

18. 

Diese  vier  Schreiben  sind  auch  in  C.  G.  J.  Jacobi,  Mathematische  Werke,  Bd.  II, 
(Berlin,  Reimer  1851,  herausgeg.  von  Dirichlet)  abgedruckt,  die  beiden  ersteren  und 
das  Jacobi's  S.  276—278,  das  dritte  S.  220.  Ferner  in  Jacobi's  Gesammelten  Werken, 
Bd.  III  (1884,  herausgeg.  v.  Weierstrass),  Nr.  22.  Sie  scheinen  (nach  den  Briefen 
von  Hesse  an  Jacobi  vom  24.  Januar  1851  und  an  Minding  vom  10.  März  1851; 
Diarium  von  1850/51)  ohne  Vor  wissen  Hesse's  von  Jacobi  an  das  Crelle'sche  Journal 
gegeben  worden  zu  sein;  der  Jacobi'sche  Brief  an  Hesse  ist  sogar  überhaupt  nicht 
in  die  Hände  Hesse's  gelangt. 
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Seite  258.  Für  die  im  ersten  Schreiben  angeführte  Reduction  vgl.  Nr.  19 
dieser  Ausgabe.  Das  Verhalten  der  Hesse'schen  Determinante  v  in  einem  Doppel- 
punkte der  Curve  u  =  0  (wie  auch  in  einem  Rückkehrpunkte)  war  vor  Hesse  schon 
von  Cayley  in  dessen  „Recherches  sur  l'elimination,  et  sur  la  theorie  des  courbes", 
Crelle's  Journal  34  (1847;  Papers  I,  Nr.  53),  berechnet  worden. 

Seite  259.     Vgl.  hierzu  Nr.  20  dieser  Ausgabe. 

Seite  260.  Zur  Gleichung  14.  Grades  vgl.  Nr.  20,  §  5  und  Nr.  26  dieser  Aus- 
gabe mit  den  zugehörigen  Anmerkungen,  üeber  die  sieben  Kegelschnitte  siehe  Nr.  24, 
§  11  und  Schluss  von  Nr.  25;  sie  sind  von  Hesse  schon  Oktober  1848  bemerkt  worden 
(Diarium  1848/49).  Das  Citat  aus  Plücker  bezieht  sich  auf  dessen  „Theorie  der 
algebraischen  Curven"  (Bonn  1839),  zweiter  Abschnitt,  §  5,  Satz  Nr.  94:  der  Fehler 
desselben  wurde  von  Hesse  am  1.  November  1848  (Diarium  1848/49)  durch  specielle 
Annahme  der  Coordinaten  erwiesen.  Die  Sendung  an  das  Crelle'sche  Journal  betrifft 
die  Abhandlung  Nr.   19  dieser  Ausgabe. 

N. 

19. 

Seite  264,  Z.  16.  Das  Citat  bezieht  sich  auf  Jacobi  „De  formatione  et  proprie- 
tatibus  determinantium". 

ad  §  1.  Die  in  Formel  (21)  enthaltene  Umformung  von  ü,  von  der  (80),  S.  130 
dieser  Ausgabe,  ein  specieller  Fall  ist,  war  schon  von  Cayley  in  der,  Anmerkung  zu 
Nr.  18  citirten  Abhandlung  mittelst  seines  Hyperdeterminanten-Calculs  geleistet  worden. 

ad  §  2.  Die  Fläche  der  Ordnung  3  {pi  -\-  n  —  3)  wurde  von  Hesse  schon  am 
12.  Oktober  1848  Joachimsthal  mitgetheilt  (Diarium  1848/49).  Mit  Benutzung  der 
geränderten  Determinanten  hat  Clebsch  in  seinem  Aufsatze  „üeber  die  Wendungs- 
berührebenen der  Raumcurven",  Crelle's  Journal  63,  eine  etwas  kürzere  Ueberführung 
der  Form  (8)  in  die  Form  (26)  gegeben,  und  zugleich  die  letztere  Form  zur  Auf- 
stellung der  Gleichung  der  Fläche  (ßm-\-&n  —  20)*^^  Ordnung  verwendet,  welche 
die  Curve  in  den  Wendungsberührpunkten  trifft. 

Seite  278,  Z.  8.  Vgl.  Plücker,  „Theorie  der  algebraischen  Curven",  zweiter 
Abschnitt,  Nr.  64.  -kt 

20. 

Seite  279,  Z.  4 — 5.  Das  Citat  bezieht  sich  auf  Cayley  „On  homogeneous 
functions  of  the  third  order  with  three  variables",  Cambr.  a.  Dubl.  Math.  J.  I  (1846; 
Papers  I,  Nr.  35).  In  ausgeführter  invarianter  Form  hat  Cayley  die  Gleichung  der 
Curve  dritter  Ordnung  mittelst  Liniencoordinaten  in  der  vorher  citirten  Abhandlung 
Crelle's  Journal  34,  S.  35  gegeben. 

Seite  280.  Für  den  ersten  Satz  von  §  1  vgl.  Nr.  8,  S.  101  dieser  Ausgabe. 
Die  hier  gegebene  Fassung  ist  so  zu  verstehen,  dass  die  n  gegebenen  Functionen 
sämmtlich  von  gleichem  Grade  sein  sollen.     Mit  Hülfe  dieses  Satzes  hat  Hesse   [nach 
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einem  Briefe  an  Jacobi  aus  dem  Herbst  1843  (Diarium  1837/44)  und  einem  solchen 
an  Grelle  vom  30.  Nov.  1844  (Diarium  1844/45)]  schon  1843—44  die  Elimination 
aus  drei  homogenen  Gleichungen  dritten  Grades  von  drei  Variabein,  und  die  aus  vier 
homogenen  Gleichungen  zweiten  Grades  von  vier  Variabein  ausgeführt.  Der  zweite 
Satz,  und  die  Anwendungen  der  §§  2,  3  wurden  von  Hesse,  nach  dessen  Diarium  von 
1845/47,  schon  1846,  bezüglich  1847  gefunden. 

Seite  286.  In  dem  Diarium  Hesse's  vom  Jahre  1850/51  findet  sich  am  Schluss 
des  §  4  des  Entwurfs  der  vorliegenden  Nr.  20  folgender  „Nachträgliche  Zusatz" : 

„In  dem  Falle  einer  Curve  dritter  Ordnung  will  ich  noch  eine  ganz  neue 
Eliminationsmethode  erwähnen.     Wenn  ^  =  0  die  Gleichung  der  Curve,  so  ist 

^'23  =  ^  ^'23  ^  ^31  =  ^^  ^31  ^  ^'l2  =  ^  ^12  ' 

In  diesen  Gleichungen  hat  man  x^  y^  z  und  Ix^  ly^  Is  als  die  Unbekannten 
zu  betrachten  und  dann  zu  eliminiren". 

Seite  287—288.  Die  Ableitung  der  Gleichung  (16),  welche  von  Salmon  in 
dessen  „A  treatise  on  the  higher  plane  curves",  1.  Ausgabe  von  1852,  genau  nach 
Hesse  wiedergegeben  wird,  ist  in  der  2.  Ausgabe  von  1873  durch  Benutzung  der 
mehrfach  geränderten  Determinanten  etwas  vereinfacht.  Die  spätere  invarianten- 
theoretische Behandlung  des  Problems  knüpft  an  eine  zweite,  von  Salmon  herrührende 
Methode  an   (s.   die  Anmerkungen   zur  deutschen  Ausgabe  des   eben  citirten  Werkes). 

N. 
21. 

Vgl.   die   Abhandlung  Nr.  30   dieser   Ausgabe  und   die   zugehörige   Anmerkung. 

N. 
22. 

Der  Inhalt  dieser  Abhandlung  von  1852  ist  von  Hesse  bereits  am  1.  December 
1837  in  voller  Allgemeinheit  im  Diarium  1837/44  aufgezeichnet. 

Seite  304.  „Was  schon  Poncelet  bewiesen  hat"  in  „Traite  des  proprietes 
projectives  des  figures"   etc.  (1822),  Seite  395. 

L. 
24. 

Diese  Arbeit  ist  bei  den  Beweisen  der  folgenden  Abhandlung  (Nr.  25  d.  Ausg.), 
zu  welcher  sie  gehört,  entstanden.  Sie  benutzt  die  einfach  geränderten  Determinanten, 
welche  gelegentlich  in  den  Aufsätzen  Nr.  11  (1847)  und  Nr.  20  und  vorher  schon 
bei  Cayley  [Math.  Papers  Nr.  1,  12,  51  (letztere  aus  Cr.  J.  31)]  aufgetreten  waren, 
zur  Rechnung.  Indessen  hat  Hesse  in  seiner  Gleichung  (9)  bezw.  (12)  —  deren  Beweis 
auf  den  24.  März  1850  zurückgeht  (Diarium  1850/51)  — : 
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den  Ausdruck  TJ  noch  nicht  durch  zweimalige  Ränderung  der  symmetrischen  Deter- 
minante A  dargestellt.  Diese  Darstellung,  und  damit  die  einfache  Zurückführung  der 
Gleichung  auf  den  früher  bekannten  Satz  (vgl.  Crelle's  Journ.,  Bd.  22,  S.  302,  Gleichung  5, 
und  Nr.  40  dieser  Ausgabe)  über  Determinanten  zweiten  Grades  aus  ersten  ünterdeter- 
minanten  (hier  von   ?7),  findet  sich  bei  Brioschi   „Determinanti"   (Pavia  1854),  §  6. 

Seite  331,  Z.  13 — 5  v.  u.  Die  hier  gegebene  Abzahlung  berücksichtigt  an 
dieser  Stelle  nicht  (wohl  aber  am  Schlüsse  des  §  7),  dass  vermöge  der  n^  willkür- 
lichen Grössen  x'^  von  Gleichung  (10)  noch  ebenso  vielen  Constanten  in  den  ii^^  feste 
Zahlen werthe  gegeben  werden  können;  so  dass  A  in  der  That  nur  ^n{n-\'  1)  —  w^ 
= -|- ^  (^ -l- 3)  Parameter,  oder  ebenso  viele  wie  ^,  enthalten  kann.  Aber  auch  dies 
genügt  nicht  zum  Beweis  der  Darstellung  aller  Curven  v  in  der  Form  A.  Ebensowenig 
genügt  die  Abzahlung  S.  336,  Z.   1 — 3,  ist  aber  hier  leicht  zu  ergänzen. 

Seite  341.  Von  dem  aus  den  Kegelschnitten  a,  &,  c  erzeugten  Netz  geht 
Steiner,  Crelle's  Journal,  49,  1852  aus.  Nach  Seite  6  des  „Briefwechsel  zwischen 
J.  Steiner  und  L.  Schlaf li",  herausg.  von  Graf,  Bern  1896,  war  Steiner  schon 
1848  die  Existenz  der  63  Kegelschnittsysteme  und  ihrer  Gruppirungen  zu  3,  4  .  .  . 
bekannt,  also  wohl  auch  die  der  315  Kegelschnitte,  welche  je  durch  die  Berührungs- 
punkte von  4  Doppeltangenten  gehen. 

N. 

35. 

§§  1  — 16.  Nach  dem  Diarium  Hesse's  von  1837/44  gehen  die  Ideen  dieser 
Arbeit,  anknüpfend  an  Untersuchungen  über  die  Discriminante  eines  Büschels  y^f  -\-  Icp 
von  Flächen  zweiter  Ordnuifg  (Manuscript  III,  12),  auf  den  Anfang  des  Jahres  1843 
zurück.  Daselbst  wird  schon  von  der  Darstellung  der  Curve  vierter  Ordnung  als  Deter- 
minante der  Flächenschaar  xf  -\-  ^q?  -\-  juyj,  mit  richtiger  Constantenzählung,  ausge- 
gangen, die  Beziehung  der  28  Doppeltangenten  Fpq=0  auf  die  28  Verbindungs- 
linien der  8  Raumpunkte  angegeben,  sowie  die  Gleichung  (47)  dieser  Abhandlung 
mit  der  Zerlegung  in  ihre  vier  irrationalen  Factoren  aufgestellt.  Auf  diese  Gleichung 
bezieht  sich  die,  im  ersten  Satze  der  Anmerkung  zu  S.  113  citirte  Notiz  Hesse's. 
In  dem  Diarium  1844/45  wird  sodann  der  Zusammenhang  zwischen  der  Curve  vierter 
Ordnung  und  der  ßaumcurve  sechster  Ordnung,  Ort  der  Kegelspitzen,  erörtert,  ins- 
besondere die  Beziehung  zwischen  den  Schnitten  von  ebenen  Curven  dritter  Ordnung 
und  von  Flächen  zweiter  Ordnung,  und  die  Anwendung  auf  das  eine  System  von  in 
je  sechs  Punkten  berührenden  Curven  dritter  Ordnung  gegeben,  während  die  Anzahl 
solcher  Systeme  noch  offenes  Problem  bleibt;  auch  findet  sich  dort  der  Inhalt  des 
jetzigen  §  17.  Erst  im  October  1850  (Diarium  1850/51)  gelingen  Hesse  die  richtigen 
Bestimmungen:  die  Anzahl  36  der  wesentlich  verschiedenen  Determinantenformen  für 
die  Curve  vierter  Ordnung,  die  Zahl  315  der  Kegelschnitte  etc.  Eine  ganze  Reihe 
weiterer  Versuche,    dem  Problem    der   Doppeltangenten   einer  Curve  vierter  Ordnung 
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beizukommen  (D.    1837/44,   April  1843;    D.    1848/49;    D.   1850/51),   geht   von   der 
Gleichungsform  aus: 

2a.^v.v^  =  {),         (i,Z;=l,  2,  3) 

wo  die  V.  homogene  quadratische  Ausdrücke  in  x^^  x^^  x^  sind,   um  sie  durch  lineare 
Transformation  zwischen  den  v.  und  w.  in  die  Gleichungsform 

w\-\-  w\-[-  w\  —  2  ^^2  ^3  —  ^iW^Wi  —  2  t^^i  ^^a  ==  0 
überzuführen,    wo    die  w.  Producte    von   je    zwei    linearen  Ausdrücken    werden    sollen, 
also   in   die    Gleichungsform  (47)    der  Abhandlung   (vgl.  Aronhold,    Monatsber.    der 
k.  preuss.  Akad.  d.  Wiss.,  1864). 

Eine  Fortführung  des  Hesse'schen  Systembegriffs  und  der  Theorie  der  berührenden 
Carven  überhaupt  hat  Clebsch  mit  transcendenten  Hilfsmitteln  in  seiner  Abhandlung 
„üeber  die  Anwendung  der  AbePschen  Functionen  in  der  Geometrie"  (Cr.  J.  63,  1863) 
gegeben;  so  in  §  6  die  Beantwortung  der  von  Hesse  am  Schlüsse  des  §  4  seiner 
Abhandlung  gestellten  Frage  nach  der  Anzahl  aller  die  Curve  vierter  Ordnung  überall 
dreipunktig  berührenden  Curven  dritter  Ordnung.  Eine  Zusammenfassung  der  Hesse'schen 
Theorie  findet  sich  in  Brill-Noether's  Bericht  „Die  Entwicklung  der  Theorie  der 
algebraischen  Functionen  in  älterer  und  neuerer  Zeit"  (Jahresber.  d.  Deutschen  Math. 
Vereinigung  für  1893),  Abschn.  V,  A,  Nr.  14—19;  für  die  weitere,  an  Riemann 
und  Clebsch  anknüpfende  Entwicklung  vgl.  ebenda,  Abschn.  V,  B  und  C,  für  die 
spätere  Entwicklung  ebenda,  Abschn.  IX,  insbesondere  Nr.   17  ff.,  28. 

Seite  402,  Z.  10 — 12.  Der  rechte  Theil  von  (88)  würde  auch  in  zwei  lineare 
Factoren  zerfallen,  wenn  nur  die  Glieder  mit  ^^  kX,  P  ein  vollständiges  Quadrat 
bildeten;  aber  durch  diese  Bedingung  würde  man  ebenfalls  auf  die  Gleichung  (90) 
geführt,  wie  (92)  zeigt. 

Seite  403 — 404.  Die  von  Hesse  aufgeworfene  Frage  nach  allen  Systemen  von 
sieben  Kegelschnitten,  welche  je  durch  die  sämmtlichen  Berührungspunkte  der  Doppel- 
tangenten hindurchgehen,  ist  der  Art  und  Zahl  nach  von  Noether  theil  weise  in 
Band  15  der  Mathem.  Annalen,  vollständig  in  den  Sitzungsberichten  der  bayer.  Akad. 
d.  Wiss.  V.  9.  Febr.  1895  und  in  Band  46  der  Mathem.  Annalen  beantwortet  worden. 

Aus  einem  ersten,  handschriftlich  vorliegenden  Entwurf  der  Abhandlung  Nr.  25^) 
seien  folgende  Ergänzungen  angeführt: 

ad  §  1.  Hesse  bemerkt,  wie  auch  schon  in  Manuscript  I,  19,  dass  die  Be- 
hauptung von  Chasles,  „Aperfu  historique"  (Note  XXXIII,  p.  403):  „der  geometrische 
Ort  der  Scheitel  aller  Kegel  zweiten  Grades,  welche  durch  sechs  gegebene  Punkte 
im  Räume  gehen,  eine  durch  die  sechs  Punkte  bestimmte  Curve  doppelter  Krümmung 
vom  dritten  Grade  ist",  irrthümlich,  dass  dieser  Ort  vielmehr  eine  Fläche  vierter 
Ordnung    sei.    —    Dieser   Ort,    die    „Weddle'sche    Fläche",    ist   seit    1850    bekannt. 


1)  Manuscr.  I,  8. 
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Vgl.  bez.  der  Literatur:  Schottky  im  Crelle'schen  Journal,  Bd.  105,  S.  238;  Humbert 
im  Liouv.  J.,  Ser.  4,  Bd.  9.  Von  Hier  holzer,  Math.  Annalen,  Bd.  2,  ist  diese  Fläche 
zum  Beweis  des  Hesse'schen  Satzes:  „die  Spitzen  der  Kegel  zweiten  Grades,  welche 
durch  sieben  gegebene  Punkte  gehen,  bilden  eine  Curve  sechster  Ordnung,  welche 
die  Verbindungslinie  dieser  Punkte  zu  Sehnen  hat"  benutzt,  und  dann  Math.  Ann., 
Bd.  4  eingehender  discutirt  worden. 

ad  §  12,  Seite  382.  Hesse  erklärt  für  die  Thatsache,  dass  die  Linien  5' 6' 
und  7  8  vermöge  Beziehung  von  F'  zu  F  einander  entsprechen,  einen  directen  analy- 
tischen Beweis  für  sehr  wünschenswerth.  —  Ein  indirecter  analytischer  Beweis  ist 
durch  den  folgenden  §  13  geleistet;  denn,  indem  F'  und  F^  als  nicht  verschiedene 
Functionen  nachgewiesen  werden,  geht  die  zu  F'  gehörige  Linie  5' 6'  in  die  zu  F 
gehörige  Linie  5  6    über,  diese  aber,  nach  S.  379,  in  die  Linie  7  8. 

ad  §  15.  Hesse  giebt,  aber  noch  als  fraglich,  den  Satz:  „Wenn  man  durch 
die  Berührungspunkte  zweier  Berührungskegelschnitte  einer  Curve  vierter  Ordnung, 
aus  verschiedenen  Systemen  genommen,  eine  Curve  dritter  Ordnung  hindurchlegt,  so 
schneidet  sie  die  Curve  vierter  Ordnung  in  vier  Punkten,  in  welchen  ein  Berührungs- 
kegelschnitt aus  einem  dritten  System  die  Curve  vierter  Ordnung  berührt".  Vergl. 
Clebsch   a.  a.  0. 

ad  §  16,  Seite  394,  Satz  b.  Hesse  fügt  einen  an  der  Raumcurve  sechster 
Ordnung  geführten  geometrischen  Beweis  dieses  Satzes  hinzu:  der  Kegel  zweiten  Grades, 
welcher  die  fünf  Kanten  12,  13,  .  .  .  16  enthält,  geht  auch  durch  die  Raumcurve 
dritter  Ordnung,  welche  durch  1,  2,  ...  6  bestimmt  ist,  also  durch  die  beiden 
Schnittpunkte  derselben  mit  ihrer  Sehne  78,  d.  h.  durch  die  beiden  Schnittpunkte 
dieser  Linie  78  mit  der  Raumcurve  sechster  Ordnung. 

N. 
26. 

Der  Entwurf  zu  dieser  Abhandlung,  in  Manuscr.  I,  9,  datirt  Mai  1854,  hat  im 
Titel:   „  .   .  .  Curve  vierzehnten  Grades,  welche  .  .   .  schneidet". 

Eine  etwas  vereinfachte  Ableitung  der  Identität  (15)  findet  sich  bei  Cayley 
„On  the  double  tangents  of  a  curve  of  the  fourth  order",  Philos.  Transactions, 
vol.  151  (1861;  s.  Math.  Papers  Nr.  270). 

N. 
37. 

Für  die  weitere  Entwicklung  des  in  diesem  Aufsatze  behandelten  Gegen- 
standes vergleiche  man  die  Bemerkungen  auf  Seite  7  und  8  der  Monographie  über 
„R.  F.  A.  Clebsch's  Mathematische  Arbeiten"   (Mathematische  Annalen,  Bd.  VII). 

Seite  419,  Z.  6  v.  o.  Das  Citat  bezieht  sich  auf  die  Abhandlung  von  Jacobi 
„Ueber  die  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument  etc."  (Bd.  II,  S.  127  der 
gesammelten  Werke  von  Jacobi,  herausgegeben  von  Weierstrass). 

D. 
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28. 

Seite  472,  Z.  3.  Hinzuzufügen  ist:  „vorausgesetzt,  dass  nicht  die  6  Berührungs- 
punkte einer  Doppeltangente  c  und  zweier  a  auf  einem  Kegelschnitte  liegen". 
Im  anderen  Falle  würde  man  nämlich  ebenfalls  zu  der  zweiten  Art  von  sechs  Doppel- 
tangenten gelangen,  und  TJ  würde  ein  vollständiges  Quadrat  werden. 

N. 

30. 

In  Abhandlung  Nr.  21  dieser  Ausgabe  wäre  zunächst  die  Annahme  hinzuzufügen, 
dass  nicht  alle  ersten  Unterdeterminanten  von  A  identisch  verschwinden.  Der  von 
Hesse  in  Nr.  30  corrigirte  Schlussfehler  von  Nr.  21  ist  dann  der,  dass  der  gemein- 
same Factor  M  der  zu  Folge  jener  Annahme  existirenden  TJ^^^  '^XXi  ^kX  ^^^  tlkq\i 
den  Gleichungen  TJ^^  U^x —  ^IcX  =  ^  ^^^  ^^^^  Grade  (n  —  1)  (m  —  2)  angenommen 
wird  (s.  S.  294).  Aber  auch  der  Beweis  von  Nr.  30  enthält  Lücken.  Schon  der 
Satz  auf  S.  483,  Z.  15 — 10  v.  u.  ist  nicht  richtig  —  wie  Hesse  selbst  auf  einem 
Separatabzuge  bemerkte  — ,  hat  aber  keinen  Einfluss  auf  den  Beweis,  da  weiterhin 
angenommen  wird,  dass  keine  der  ersten  ünterdeterminanten  von  A  identisch  ver- 
schwindet. Der  eigentliche  Fehler  besteht  darin,  dass  aus  den  beiden  Systemen  (7) 
und  (10)  auf  das  System  (11)  geschlossen  wird,  während  doch  die  Determinante  der 
Coefficienten  D^^,  ja  auch  alle  ihre  ünterdeterminanten  erster,  zweiter,  ...  {n —  2)*^^ 
Ordnung  identisch  verschwinden. 

Dass  der  Satz  selbst  im  Allgemeinen  nicht  richtig  ist,  sondern,  ausser  für 
m  =  2,  nur  noch  für  n  =  2,  3,  4,  ist  von  Gordan  und  Noether  in  deren  Aufsatze 
„üeber  die  algebraischen  Formen,  deren  Hesse'sche  Determinante  identisch  ver- 
schwindet" (Math.  Annalen,  Bd.  10,  1876)  gezeigt  worden.  Die  Fälle  w  =  3,  n  =  3 
und  4  waren  schon  von  Pasch,  Crelle's  Journal  80,  behandelt  worden. 


N. 


31. 


Seite  493,  Fussnote.  Der  fragliche  Satz  findet  sich  nicht  in  den  veröffent- 
lichten Abhandlungen  von  Weierstrass.  Er  wurde,  wie  Herr  Weierstrass  auf  eine 
Anfrage  zu  erklären  die  Güte  hatte,  von  ihm  Hesse  müudlich  mitgetheilt. 

L. 

32. 

Man  vergleiche  zu  dieser  Abhandlung  die  Darstellung  in  der  dritten  Auflage 
von  Hesse's  „Vorlesungen  über  Analytische  Geometrie  des  Raumes"  (1876),  heraus- 
gegeben von  Gundelfinger,  S.  236  ff.  und  395  ff. 

L. 
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33. 

Im  Titel  des  Abdrucks  in  dem  Journal  für  Mathematik  steht  „des  Problems''. 
In  Uebereinstimmung  mit  der  französischen  Bearbeitung  wurde  dafür  „eines  Problems" 
gesetzt.  Die  Aufgabe  wurde  als  Question  296  in  Bd.  14  (1855),  S.  50  der  Nouvelles 
Annales  von  Chasles  gestellt.  Die  erste  richtige  Lösung  gab  Cremona  in  Bd.  20, 
S.  452—456  derselben  Zeitschrift. 

L. 
35. 

Die  Bedingungen  der  Involution  rühren  von  Pappus  und  Desargues  her 
(Chasles,   „Aper9u  histor.%  Seite  77/78  und  Note  X,  Seite  308). 

Seite  517.  Eine  einfachere  Herleitung  der  Gleichung  Fi2  =  (^t  — ^2) -^3  gi^^^ 
Hesse  auf  Seite  72  des  in  der  Anmerkung  zu  Nr.  17  citirten  Buches. 

Seite  522.  Das  hier  angedeutete  üebertragungsprincip  ist  in  der  unter  Nr.  38 
abgedruckten  Abhandlung  weiter  ausgeführt. 

L. 
36. 

Seite  524,  Zeile  9 — 11  v.  o.  Das  Studium  des  Hexagrammum  mjsticum  in 
seiner  analytischen  Fassung  findet  man  in  Hesse's  „Vier  Vorlesungen  aus  der  analy- 
tischen Geometrie«,  Zeitschr.  f.  Math,  und  Phys.,  Bd.  11,  S.  387  fi*.,  wo  auf  S.  388 
bis  396  die  ganze  hier  abgedruckte  Abhandlung  in  einer  anderen  (wie  es  scheint,  der 
ursprünglichen)  Form  reproducirt  ist.  In  der  Fussnote  auf  S.  396  daselbst  ist  auch 
—  wohl  in  Folge  einer  Bemerkung  Borchardt's  (Brief  vom  29.  Februar  1864^), 
der  diese  andere  Form  ebenfalls  andeutet):  „ein  Nachweis,  der  mir  noch  nöthig 
erscheint,  ist  der,  dass  man  für  je  zwei  gegebene  rechtwinklige  Coordinatensysteme 
die  A's  reell  so  bestimmen  kann,  dass  (5)  [Seite  524  dieser  Ausg.]  die  Transformation 
geben"  —  implicite  der  Beweis  erbracht,  dass  die  gegebenen  Formeln  jede  Trans- 
formation liefern  können. 

Seite  527,  Formel  8.  Die  Zeichen  der  Wurzeln  sind  so  zu  wählen,  dass  das 
zweite  System  (3)  auf  S.  523  erfüllt  ist. 

Zu  der  Abhandlung  vergleiche  man  Study,  „Mathematische  Mittheilungen. 
I.  üeber  das  PascaPsche  Sechseck".  Berichte  der  kgl.  sächs.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Leipzig, 
Band  47  (1895),  Seite  532—552. 

L. 
37. 

Der  Satz,  auf  den  die  Abhandlung  sich  bezieht,  kommt  in  einem  Diarium 
Hesse's^)  unter  dem  1.  Juli  1840  vor,  dürfte  aber  wohl  zuerst  von  Chasles  veröffent- 
licht sein  im  „Traite  des  sections  coniques"   (1865),  S.  62. 


1)  Manuscr.  IV. 

2)  Diarium  1837/44,  Manuscr.  III,  2. 
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An  derselben  Stelle  des  Diariums  giebt  Hesse  die  Ausdehnung  auf  den  Raum: 
„Wenn  man  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  von  den  Kanten  eines  Tetraeders 
schneiden  lässt  und  die  zwölf  Schnittpunkte  mit  den  gegenüber  liegenden  Kanten  des 
Tetraeders  durch  Ebenen  verbindet,  so  erhält  man  zwölf  Ebenen,  welche  eine  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung  berühren". 

38. 

Für  diese  Abhandlung  vergleiche  man  die  vierte  der  oben  in  der  Anmerkung 
zu  Nr.  36  citirten  „Vier  Vorlesungen"   (speciell  S.  417—425). 

Das  üebertragungsprincip  theilt  Hesse  schon  am  24.  Januar  1851  brieflich 
Jacobi  mit^);    zum*  erstenmale  wird  es   in  Nr.  35  erwähnt  (S.  522  dieser  Ausgabe). 

L. 

39. 

Die  Möglichkeit,  das  Pascal'sche  Theorem  in  seiner  Erweiterung  als  Polarfigur 
aufzufassen,  wurde  von  Bauer  (Abhandl.  d.  bayer.  Akad.,  math.-phys.  Klasse,  Bd.  11, 
3.  Abth.,  1874,  S.  109—139),  Veronese  und  Cremona  (diese  beiden  Arbeiten  in  den 
Atti  d.  Accad.  d.  Lincei,  Memorie  d.  classe  d.  scienze  fisiche  etc.,  Ser.  3,  Bd.  1  (1877), 
Seite  649—703,  bezw.  854—874)  erörtert. 

Seite  539/40.  In  einer  der  Randbemerkungen,  die  Hesse  der,  in  der  Anmerkung 
zu  Nr.  43  erwähnten,  Möller'schen  Preisarbeit  zugefügt  hat,  sagt  er,  bei  dem  Satze, 
dass  die  20  Cayley'schen  Linien  je  zu  vieren  sich  in  15  Salmon'schen  Punkten 
schneiden:  „die  Erläuterung  dieses  Satzes  giebt  einen  .  .  .  Beweis  der  Nichtexistenz 
des  von  Hesse  nur  hypothetisch  angenommenen  Kegelschnittes.  Denn  existirte  ein 
solcher  Kegelschnitt,  so  müssten  die  vier  Cayley'schen  Linien,  welche  sich  in  einem 
Salmon'schen  Punkte  schneiden,  nicht  durch  vier  Steiner'sche  Punkte  in  einer  geraden 
Linie  gehen,  sondern  durch  die  Gegenpunkte  der  genannten  vier  Steiner'schen  Punkte". 

L. 
40. 

Der  Satz  ist  als  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  dem  bekannten  Satze  über 
zweireihige  Determinanten  aus  ersten  ünterdeterminanten  zu  erkennen. 

L. 

42. 

Das  in  der  Abhandlung  „Ueber  das  Problem  der  drei  Körper"  als  Schluss- 
resultat aufgestellte  Theorem  ist  bekanntlich  unrichtig,  da  die  demselben  zu  Grunde 
liegenden  Differentialgleichungen  (48),  (49)  und  (54)  nicht  von  einander  unabhängig  sind. 

OefiPentlich  hat  zuerst  Serret  in  einer  mündlichen  Mittheilung  an  das  Bureau  des 
Longitudes  auf  den  Fehler  aufmerksam  gemacht  und  kurze  Zeit  darauf  eine  Darlegung 


1)  Diarium  1850/51,  Manuscr.  III,  8. 
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desselben  in  den  Comptes  Rendiis  der  Pariser  Akademie  (Sitzung  vom  30.  Juni  1873) 
unter  dem  Titel  „Reflexions  sur  le  memoire  de  Lagrange  intitule  Essai  sur  le  probleme 
des  trois  corps"  gegeben.  Diese  Darstellung  ist  auch  in  die  von  Serret  heraus- 
gegebenen Werke  von  Lagrange  (Bd.  VI,  p.  324 — 331)  aufgenommen. 

Aus  Briefen  zwischen  Hesse  und  Borchardt^),  die  sich  im  Nachlasse  Hesse's 
vorfanden,  geht  hervor,  dass  Aronhold  wenige  Monate  nach  Publikation  der  Ab- 
handlung den  Fehler  aufgefunden  und  Borchardt  davon  Mittheilung  gemacht  hat. 
Borchardt  schrieb  darüber  an  Hesse  unter  dem  6.  April  1872: 

„Mein  heutiger  Brief  bezieht  sich  auf  Deine  frühere  Arbeit  über  das  Problem 
der  drei  Körper.  Dieser  Tage  traf  ich  mit  Aronhold  zusammen,  der  Deine  Ab- 
handlung genau  studirt  hat,  und  leider  findet,  dass  von  den  drei  Differentialgleichungen 
dritter  Ordnung  (48),  (49)  und  (54),  welche  Du  auf  den  Seiten  112,  114  meines 
Journals  für  die  drei  Radienvectoren  aufstellst,  die  letzte  eine  Folge  der  beiden  ersten 
ist,  dass  ferner  in  der  Form  dreier  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  die 
Bestimmung  der  Radienvectoren  nicht  angeht,  sondern  die  dritte  Gleichung  auf  die 
vierte  Ordnung  steigt.  Es  ist  ja  sehr  möglich,  dass  Du  diese  Bemerkung  auch  schon 
gemacht  hast,  mein  Brief  Dir  also  nichts  Neues  sagt,  aber  jedenfalls  wollte  ich  Dir 
durch  meine  Mittheilung  Gelegenheit  geben,  sobald  als  möglich  in  meinem  Journal 
zu  Deiner  Abhandlung  einen  erläuternden  Zusatz  zu  veröffentlichen.  .  .  Aronhold 
rühmt  in  Beziehung  auf  die  Behandlung  des  Problems  der  drei  Körper  sehr  eine 
Abhandlung  von  Radau  (Liouville  1869)^),  worin  ein  zuerst  von  Bour  aufgestelltes 
Resultat  einfach  bewiesen  ist.  Radau  stellt  nach  Bour  für  das  Problem  der  drei 
Körper  ein  System  von  sechs  Variablen  auf,  indem  er  zu  den  drei  Radienvectoren 
die  angemessenen  Winkelgrössen  hinzufügt.  Alsdann  bringt  er  das  System  der 
Differentialgleichungen  auf  die  Hamilton'sche  Form,  so  dass  hier  alle  Rechnungen 
vermieden  werden." 

Aus  der  Antwort  Hesse's  geht  hervor,  dass  dieser  zur  Zeit  der  Mittheilung 
Borchardt's  den  Fehler,  wenn  auch  nicht  die  Tragweite  desselben,  schon  erkannt 
hatte.  Darauf  bezügliche  Notizen  Hesse's  vom  9.,  11.  und  12.  April  1872  schliessen 
mit  der  Bemerkung: 

„Mein  Theorem  ist,  wie  Aronhold  richtig  sagt,  doch  nicht  zu  retten.  Die 
Differentialgleichungen  (46)  und  (37)  erfordern  zehn  Integrationen,  von  denen  zwei 
durch  die  Principe  der  Mechanik  geleistet  werden". 

Eine  Berichtigung  des  Fehlers,  welche  Hesse  im  Zusammenhange  mit  weiteren 
Zusätzen  zu  geben  beabsichtigte,  ist  nicht  erfolgt. 


1)  Manuscr.  IV. 

2)  Man  vergl.  auch  Annalen  II,  pag.  167  ff.  Für  die  Gleichungen  für  die  Radienvectoren 
vergl.  ferner:  Scheibner,  „lieber  das  Problem  der  drei  Körper",  Journ.  f.  r.  u.  angew.  Math., 
Bd.  68  (1868),  und  Bruns,  „Ueber  die  Integrale  des  Vielkörper-Problems ",  Ber.  der  sächs.  Ges. 
d.  Wiss.,  Math.-Pbys.  Classe,  Bd.  39  (1887). 
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Seite  584,  Anmerkung.  Die  hier  erwähnte  Arbeit  von  Lagrange  steht  im 
IX.  Bande  (1764 — 1772)  der  „Recueil  des  pieces  qui  ont  remporte  les  prix  de 
Tacademie  Royale  des  sciences,  depais  leur  fondation  en  1720";  der  Haupttitel  lautet 
dort:  „Essai  d'une  nouvelle  methode  pour  resoudre  le  probleme  des  trois  corps;  qui 
a  remporte  le  prix  de  Pacademie  Royale  des  sciences  en  1772.  Par  M.  de  La  Grange. 
Der  im  VI.  Bande  der  Ausgabe  der  Oeuvres  de  Lagrange  gegebene  Titel:  „Essai 
sur  le  Probleme  des  trois  corps"    bildet  die   auf  die  Einleitung   folgende  üeberschrift. 

D. 
43. 

Im  Jahre  1867  stellte  die  philosophische  Pacultät  der  Universität  Heidelberg 
auf  Veranlassung  von  Hesse  die  akademische  Preisfrage,  den  PascaPschen  Satz  und 
seine  Erweiterungen  zu  beweisen  mit  Benützung  der  Symbole  J  und  (a/5),  wie  sie, 
unter  der  Annahme  n  =  1,  u\  =  u\^  aus  der  Gleichung  (5)  Seite  591  folgen.  Der  mit 
dem  Preise  gekrönten  Arbeit  des  Stud.  Möller  (die  uns  von  der  Universitätsbibliothek 
in  Heidelberg  in  dankenswerther  Weise  zur  Einsicht  überlassen  wurde)  hat  Hesse 
(im  September  oder  Oktober  1868)  einige  Randbemerkungen  beigesetzt,  von  denen 
zwei  sich  ihrem  Inhalt  nach  decken  mit  den  letzten  neun  Zeilen  vorliegender  Ab- 
handlung (Seite  598).  In  einer  andern  Bemerkung  hob  Hesse  hervor,  dass  die 
Salmon'sche  Bezeichnung 

{{aß)       {yd)       {Et)\ 

\{d,)   (Ca)   {m 

für  die  Pascal'sche  Linie  des  Sechsecks,  dessen  Seiten  der  Reihe  nach  durch  die 
Gleichungen  («/?)  =  0,  (/?r)  =  0,  (y^)  =  0,  ((J«)  =  0,  («0  =  0,  (C«)  =  0  gegeben 
sind,  an  Bedeutung  dadurch  gewinne,  dass  durch  die  Gleichung  (9)  Seite  593  der 
Kegelschnitt  und  diese  Pascal'sche  Linie  leicht  dargestellt  werde.  Die  Identität  (9) 
selbst  ist  zuerst  von  Plücker,  „Analytisch-geometrische  Entwicklungen",  Bd.  1  (1828), 
Nr.  392,  Anmerkung,  ihrem  geometrischen  Principe  nach  angegeben  worden. 

L. 
44. 

Auf  einem  einzelnen  Blatte  findet  sich  noch  der  Satz,  der  zum  Satze  24  S.  613 
zu  stellen  wäre:  „Die  reciproken  Polaren  aller  focalen  Parabeln,  deren  Scheitel  auf 
einem  durch  den  gemeinsamen  Brennpunkt  gehenden  Kreise  liegen,  rücksichtlich  einer 
um  den  Brennpunkt  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreisdirectrix,  sind  Kreise,  welche 
sämmtlich  durch  den  Brennpunkt  und  einen  andern  ganz    bestimmten  Punkt  gehen." 

L. 


II. 
Anmerkungen  zum  Nachlass. 


Diese  E^ortsetzung  der  unter  Nr.  1  abgedruckten  Arbeit  ist  aus  zwei  ver- 
schiedenen Heften  zusammengestellt.  Das  eine^)  enthält  die  ganze  Abhandlung  im 
Entwurf,  das  andere^)  die  §§  8,  9  und  10  in  Reinschrift.  Diese  Paragraphen  sind 
nach  der  Reinschrift  abgedruckt,  die  §§11  und  12,  der  letztere  mit  einigen  Kürzungen, 
dem  Entwürfe  entnommen. 

Seite  629,  Ende  von  §  9.  Die  Gleichung  P  =  Q  ist  für  die  Invariantentheorie 
von  Interesse. 

Seite  634,  Zeile  6  —  11  v.  o.  Hier  hat  Hesse  beigeschrieben  „Beweis?"  Das, 
wie  es  scheint,  ungerechtfertigte  Bedenken,  ob  nicht  stets  der  nämliche  Punkt  erzeugt 
werde,  dürfte  wohl  der  Grund  gewesen  sein,  dass  Hesse  die  Arbeit  nicht  veröffentlichte. 

L. 
3. 

Diese  Arbeit  ist  fast  wörtlich,  mit  nur  geringen  Kürzungen,  dem  Diarium 
1844/45,  Manuscr.  III,  5  entnommen.  Nur  an  einigen  Stellen  sind  kleine,  durch 
Anmerkungen  bezeichnete  Zusätze  gemacht. 

L. 
3. 

Diese  aus  dem  Jahre  1866  stammende  Aufgabe^)  wurde  im  Jahre  1875  aus  dem 
Nachlass  Hesse's  durch  Gundelfinger  veröffentlicht. 
L. 

1)  In  Diarium  1850/51,  Manuscr.  III,  8  eingeheftet. 

2)  Manuscr.  I,  19. 

3)  Manuscr.  I,  21,  datirt  23.  August  1866. 
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Die  Abhandlung  ist  ein  nahezu  wörtlicher  Abdruck  der  im  Journal  für  reine 
und  angewandte  Mathematik,  Bd.  85,  S.  304—314  von  Gundelfinger  veröffent- 
lichten Redaction  einer  vermuthlich  aus  dem  Jahre  1866  stammenden  Arbeit.^) 

Die,  einzelnen  Stellen  beigefügten,  zum  Theil  die  Abhandlung  ergänzenden 
Anmerkungen  Gundelfinger's  wurden  hier  nicht  wieder  abgedruckt. 

Seite  653.  Bei  den  Formeln  (6)  wurde  dem  Text  entsprechend  die  sechste 
Gleichung   hinzugefügt. 

Seite  655.  Die  Formeln  (18)  sind  nach  einer  Notiz  in  Hessens  Manuscript 
abgeändert,  indem,  um  die  Symmetrie  mit  dem  System  (24)  zu  wahren,  auf  den 
rechten  Seiten  die  willkürlichen  Factoren  q  beigefügt  wurden.  Dadurch  wurden  auch 
in  den  Formeln  (27)  und  (32)  Aenderungen  bedingt. 

Seite  662,    Formeln  (32).     Da   durch   die   Gleichungen  (28)    nur  - —  bestimmt 

ist,  kann  man 


setzen,  wodurch  man  auf  die  Formeln  (32)  kommt. 


L. 


Wörtlicher  Abdruck    des    im  Band  99    des   Journals   für   reine   und   angewandte 
Mathematik    von    Caspary    veröffentlichten    Manuscripts,    das    von    Hesse    in    seiner 
Münchener   Zeit   druckfertig   gestellt    worden    war.     Die    von   Hesse    angedeutete  Con- 
struction  wurde  von  Caspary  (ebenda  S.   128  —  130)  weiter  ausgeführt. 
L. 

1)  Manuscr.  I,  22. 


III. 
Otto  Hesse's  Lebenslauf. 


Vorbemerkung. 

In  den  hinterlassenen  Papieren  Otto  Hesse's,  welche  ausser  wissenschaftlichen 
Diarien  auch  einige  Bände  Personalacten ,  sowie  Briefe  und  Reiseberichte  umfassen, 
findet  sich  aus  dem  Jahre  1850  folgender  kurzer  Lebensabriss  von  dessen  eigener  Hand: 

„Ludwig  Otto  Hesse,  geboren  in  Königsberg  i.  P.  den  22.  April  1811,  Sohn 
des  verstorbenen  Kaufmanns  Johann  Gottlieb  Hesse  und  der  noch  lebenden  Wittwe 
Anna  Karoline,  geb.  Reiter,  von  evangelischer  Konfession,  erhielt  im  Altstädtischen 
Gymnasium  zu  Königsberg  seine  erste  wissenschaftliche  Bildung,  von  wo  er  im  Jahre  1832 
mit  dem  Zeugniss  der  Reife  zur  Universität  entlassen  wurde.  Auf  der  Königsberger 
Hochschule  studirte  er  fünf  Jahre  lang  unter  Jacobi,  Bessel,  Neumann  und  Richelot  die 
Mathematik  und  Physik  und  machte  im  Jahre  1837  bei  der  kgl.  Prüfungscommission 
das  Examen  als  Oberlehrer.  Als  er  hierauf  noch  das  übliche  Probejahr  als  Lehrer 
am  Kneiphöf 'sehen  Gymnasium  abgehalten  hatte,  reiste  er  im  Sommer  des  Jahres  1838 
durch  Deutschland  und  Italien,  und  trat  nach  seiner  Rückkunft  im  Herbste  1838  als 
Lehrer  in  die  Königsberger  Gewerbeschule  ein,  in  welcher  er  bis  Ende  des  Jahres  1841 
in  der  Physik  und  Chemie  unterrichtete.  In  dieser  Zeit  eröffnete  er  sich  einen  höheren 
Wirkungskreis,  indem  er  im  Anfange  des  Jahres  1840  promovirte  und  sich  auf  der 
Königsberger  Universität  habilitirte,  seit  welcher  Zeit,  also  seit  zehn  Jahren,  er  unaus- 
gesetzt Vorträge  über  folgende  Zweige  der  Mathematik  gehalten  hat:  Einleitung  in 
die  Analysis  des  Unendlichen,  Differentialrechnung,  Integralrechnung,  Integration  der 
Differentialgleichungen,  Variationsrechnung,  Analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des 
Raumes,  Statik  und  Mechanik.  Im  Jahre  1845  ernannte  S.  Maj.  der  König  ihn 
zum  ausserordentlichen  Professor,  in  welcher  Eigenschaft  er  noch  gegenwärtig  an  der 
Königsberger  Universität  fungirt." 

Diese  Skizze  hat  schon  Herr  Professor  Gustav  Bauer  mit  Hülfe  der  auch  ihm 
zugänglich  gewesenen  Personalacten  in  einer  am  28.  März  1882  in  der  kgl.  bayer. 
Akademie  der  Wissenschaften  gehaltenen  Gedächtnissrede  ^)  auf  0.  Hesse,  welche  zugleich 


1)  Abhandlangen  der  Akademie  vom  Jahre  1882. 
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eine  eingehende  wissenschaftliche  Würdigung  des  Gelehrten  enthält,  ausgestaltet. 
Nach  dieser  Rede,  nach  den  genannten  Papieren  und  nach  einigen  uns  von  der 
Familie  Hessens  übermittelten  Notizen  soll  hier  der  eben  wiedergegebene  Lebens- 
abriss  ausgefüllt  und  fortgeführt  werden. 


Otto  Hesse's  Familie  führt  väterlicher-  und  mütterlicherseits  nach  dem  äussersten 
Nordostwinkel  Ostpreussens  zurück.  Die  Familie  des  1791  geborenen  Vaters  war  in 
Tilsit  einheimisch,  die  der  Mutter  (geb.  1788)  gehörte  zu  den  1599  aus  dem  salz- 
burgischen Gebiete  vertriebenen  Protestanten,  welche  1730  auf  Veranlassung  Friedrich 
Wilhelm's  I.  das  durch  die  Pest  von  1707  entvölkerte  preussische  Lithauen  besiedelten. 
Der  Vater  betrieb,  nachdem  er  früher  Seidenfabrikant  und  Kaufmann  gewesen,  1811 
im  Königsberger  Stadttheil  Loebenicht  die  „Mälzenbräuerei''.  Daselbst  ist  Otto  ge- 
boren, als  das  älteste  von  fünf  Kindern:  drei  Söhnen  und  zwei  Töchtern,  und  unter 
sonnigen  Verhältnissen  aufgewachsen.  An  die  glückliche  Kindheit,  wie  der  sorglose 
Knabe,  „statt  hinter  den  Büchern  zu  sitzen,  am  liebsten  auf  seinem  Schlitten  den 
„„schiefen  Berg""  hinunterfuhr",  erinnert  noch  der  alternde  Mann  in  einem  Briefe 
vom  Jahre  1865:  „Ich  will  Dir  gestehen,  dass,  wenn  ich  wieder  werden  könnte  wie 
damals,  ich  gleich  meine  Professur  aufgeben  würde;  so  glücklich,  wie  zu  jener  Zeit, 
wo  die  Mutter  mir  zweimal  täglich  die  Kleider  wechseln  musste,  bin  ich  in  meinem 
ganzen  Leben  nicht  gewesen".  Einer  der  rührendsten  Züge  aus  seiner  Jugend,  der 
ihm  in's  Alter  treu  geblieben,  ist  die  Anhänglichkeit  an  seine  Mutter:  Weihnachten 
1862  giebt  er,  dessen  Phantasie  immer  ebenso  rege  war,  wie  der  Humor,  der  Mutter 
eine  im  Heidelberger  Freundeskreise  gut  aufgenommene  Erzählung  von  den  ersten 
Eindrücken  seines  Lebens  wieder,  als  am  14.  Juni  des  Kometen  Jahres  1811  der  grosse 
Brand  in  den  hohen  Speichern  am  Flussufer,  die  wegen  der  Seesperre  ganz  gefüllt 
waren,  ausbrach  und  die  Familie  aus  dem  Sommeraufenthalt  Neuhausen  zur  Stadt 
eilte,  wo  der  Kleine  aus  dem  schützenden  Umschlagetuch  der  Mutter  heraus  das 
unabsehbare  Feuermeer  erblickte,  den  von  dem  schwimmenden  Hanföl  brennenden 
Pegel,  die  brennenden  Häuser  ringsum,  die  brennenden  Schiffe  —  „selbst  das  nicht 
Brennbare  glühte  und  strahlte  Flammen  aus  nach  allen  Seiten,  meine  kleine  Seele 
jauchzte  auf  bei  dem  Anblick  dieses  grossartigen  Schauspiels,  denn  sie  hatte  nur  eine 
ganz  unvollkommene  Ahnung  von  dem  Jammer  und  Elend,  welches  dem  Schauspiel 
folgte.  Wie  sollte  sie  es  auch  haben?  Die  Mutter,  an  der  einzig  und  allein  mein 
jugendliches  Herz  hing,  hatte  mich  noch  nie  verlassen  .  .  .  Besitzest  Du  noch  das 
genannte  grosse  ümschlagetuch ,  dann  könntest  Du  es  mir  schicken,  damit  ich  es 
aufbewahre  als  ein  Denkmal  der  frühesten  mütterlichen  Liebe".  Und  an  seine 
Schwester,  kurz  vor  dem  1865  erfolgten  Tode  der  Mutter:  „Was  Deinen  Jungen  für's 
Leben  bildet,  das  ist  die  anspruchslose  Liebe  von  Dir  für  ihn,  wie  die  unserer  Mutter 
für  uns.     Siehe,  das  prägt  sich  mit  Flammenzügen  unverlöschlich  ein  in  das  menschliche 
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Gemüth  und  ist  dem  Menschen  ein  Leitstern  für  das  ganze  Leben.  Die  Mutter  hat 
es  nicht  anders  gemacht.  Die  Tochter  wird  es  auch  nicht  anders  machen."  Mit 
dieser  Schwester,  Caroline,  verehelichten  Lausch,  die  noch  als  80  jährige  Wittwe  zu 
Vierbrüderkrug  lebt,  verband  Hesse  bis  zu  seinem  Tode  eine  enge  Gemeinschaft. 
„Als  Erstgeborener",  schreibt  sie  noch  im  Juli  1896,  „hielt  er  es  für  seine  Lebens- 
aufgabe, für  alles  Grosse  und  Schöne,  was  seine  Seele  in  Natur  und  Kunst  so  tief 
bewegte,  auch  einen  Widerhall  bei  den  Geschwistern  zu  wecken  —  so  schenkte  er 
mir,  als  seiner  ältesten  Schwester,  auf  seinem  Studierstübchen  wohl  täglich  eine  Stunde, 
in  der  er  mir  dann  Jean  Paul  Katzenberger's  Badereise,  oder  andere  werthvolle  klas- 
sische Sachen  vorlas."  Die  klassische  Literatur,  vor  Allem  Faust,  wurde  in  Hesse's 
Gedankenwelt  aufgenommen  und  lebt  in  seinen  Briefen. 

Die  glückliche  Zeit  wurde  getrübt,  als  der  Vater  1829  plötzlich  an  den  Folgen 
eines  Sturzes  mit  dem  Pferde  starb.  Auf  die  Mutter  ging  die  Sorge  des  Lebens  über, 
der  sie,  von  dem  Stadtgerichtsregistrator  Consbruch  als  Vormund  der  Kinder  unter- 
stützt, treu  gerecht  wurde.  Die  achtsame  Mutter  war  es,  die,  als  schon  im  Gymnasium 
des  Sohnes  hervorstechende  Neigung  und  Beanlagung  für  die  Mathematik  von  seinen 
Lehrern,  dem  Direktor  Struve  und  dem  Mathematiker  Müttrich,  erkannt  war,  einen 
damals  bei  Bessel  studirenden  Astronomen  Lessow  als  Hauslehrer  anstellte  und  damit 
den  Grund  zu  seiner  mathematischen  Entwicklung  legte.  Nach  7 ^/a jährigem  Besuch 
des  Gymnasiums,  darunter  2^/2  Jahre  in  Prima,  verliess  er  es  im  April  1832,  eben 
21  Jahre  alt,  mit  einem  Abgangszeugniss,  das  eigentlich  nur  für  Mathematik  und 
Naturwissenschaften  rühmlich  war.  Sogleich,  wie  schon  ein  Jahr  vorher,  meldete 
sich  Hesse  zur  Ableistung  des  Militärdienstes  als  Einjährig-Freiwilliger,  aber  er,  später 
ein  kräftiger  und  breitschultriger  Mann,  musste  damals,  rasch  gewachsen  und  flach- 
brüstig,  zurückgestellt  und  sogar  1834  definitiv  zurückgewiesen  and  zur  Ersatzreserve 
bestimmt  werden.  Erwähnt  sei,  dass  das  ärztliche  Dokument  hierzu  vom  Regiments- 
arzt Dr.  Clebsch,    dem  Vater  des  wissenschaftlichen  Erben  Hesse's,    unterzeichnet  ist. 

In  den  Universitätsjahren,  1832 — 37,  war  es  Hesse  vergönnt,  an  der  Hand  des 
ersten  Lehrers  der  Mathematik  in  Deutschland,  C.  G.  J.  Jacobi,  in  die  Wissenschaft 
eindringen  zu  können.  Die  allgemeinen  Collegien  hörte  er  bei  Richelot,  Bessel  und 
Sohncke,  bei  Bessel  auch  theoretisch  Astronomisches,  bei  Jacobi  dessen  Vorlesungen 
über  Zahlentheorie,  elliptische  Functionen,  partielle  Differentialgleichungen  und  Dynamik, 
vor  Allem  dessen  algebraische  Theorien  über  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  „Die  Vor- 
lesungen Jacobi's  bewegten  sich",  so  drückt;  sich  Hesse  einmal  in  einem  Promemoria 
von  1853  aus,  „sämmtlich  ausserhalb  des  Gebietes  der  Lehrbücher  in  den  Tiefen 
der  Wissenschaft  und  umfassten  nur  solche  Theile  derselben,  in  denen  er  selbst 
schaffend  aufgetreten  war,  mit  der  Tendenz  die  Gedanken  an  Stelle  der  Rechnung 
zu  setzen.  Indem  er  die  jeder  Theorie  zu  Grunde  liegenden  leitenden  Gedanken 
festzustellen  sich  bemühte,  entwickelte  er  seinen  Zuhörern  die  Probleme  mit  einer 
Einfachheit,  die  Aehnliches  zu  erfinden  hoffen  liess."  In  diesen  Vorlesungen,  besonders 
aber  in  dem  von  Jacobi  1834  gegründeten  mathematischen  Seminar,  wie  in  regem 
Hesse's  Werke.  90 
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persönlichem  Umgange  mit  ihm,  empfing  Hesse  den  Antrieb  zu  seinen  späteren  Arbeiten: 
Jaeobi  gab  ihm  die  algebraischen  Instrumente  an  die  Hand,  die  zu  schärfen  und  zur 
Beherrschung  der  neuen,  von  den  Geometern  Poncelet,  Bobillier,  Chasles,  Steiner, 
Plücker  angeregten  Ideen  zu  benutzen  das  Ziel  werden  sollte,  dem  Hesse  mit  immer 
grösserer  Meisterschaft  zustrebte.  Auch  in  seiner  späteren  Lehrthätigkeit  blieb  Hesse 
jener  Jacobi'schen  Tendenz  getreu,  wie  er  denn  schon  bei  der  Habilitation  die  These 
aufstellte:  „Praecipuum  docentis  officium  est  docere  discendi  vias\  —  Dass  auch  die 
physikalischen  Experimentalvorlesungen  Moser's  und  die  theoretischen  von  Franz  Neu- 
mann in  Hesse  einen  verständnissvollen  Theilnehmer  fanden,  beweist  seine  spätere 
praktische  Bethätigung  im  physikalischen  und  chemischen  Lehramt.  Aber  auch  der 
Geschichte  und  Philologie,  vor  Allem  den  philosophischen  Vorträgen  Herbart's  widmete 
Hesse  in  der  Studienzeit  sein  Interesse.  Als  er  im  Mai  1837  das  Oberlehrerexamen 
bestanden,  erhielt  er  in  Mathematik  und  Physik  das  Zeugniss  für  uneingeschränkten 
Unterricht  auf  den  obersten  Klassen  des  Gymnasiums,  für  die  naturgeschichtlichen 
und  philologisch-philosophischen  Fächer  wenigstens  das  Zeugniss  allgemeiner  Kenntnisse. 

Schon  der  junge  Hesse  wusste  sich  in  der  Universitätszeit  durch  sein  offenes 
humorvolles  Wesen,  durch  seinen  kräftigen,  unantastbar  reinen  Charakter  viele  Freunde 
zu  erwerben.  Mit  den  Professoren  Bessel  und  Hagen  verknüpften  ihn  nahe  Bande, 
und  in  deren  Hause,  wie  in  denen  von  Richelot,  Jaeobi  und  Neumann  war  er  stets 
willkommen;  v.  Hippel  und  J.  H.  C.  E.  Schumann,  der  erstere  später  Notar,  der 
andere  Mathematiker  am  altstädtischen  Gymnasium  in  Königsberg,  blieben  ihm  Freunde 
für's  Leben;  einige  Jahre  darauf  traten  ihm  auch  C.  W.  Borchardt  und  der  Schweizer 
E.  Schinz  nahe.  Aber  Hesse  war  nun  nicht  in  der  Lage,  sich  auf  das  Studium  und 
das  gesellige  Leben  zu  beschränken;  schon  damals  suchte  er  sich  so  viel  als  möglich 
unabhängig  zu  stellen  und  durch  mathematische  Privatstunden,  zu  denen  er  gut 
empfohlen  war,  wenigstens  einen  Theil  seines  Unterhalts  zu  erwerben;  ja,  er  unter- 
richtete noch  während  der  Studienzeit  in  der  ehemaligen  Knaut'schen  Schule,  einer 
Privatanstalt,  welche  sich  eines  ausgezeichneten  Rufes  erfreute  und  aus  der  Schüler 
wie  Gust.  Kirchhoff  hervorgingen,  der  einige  Jahre  darauf  wieder  zu  den  Füssen 
Hesse's  an  der  Universität  sitzen  sollte.  Bei  dem  sogleich  nach  dem  Examen  abge- 
lehnten Probejahr  am  Kneiphöf sehen  Stadtgymnasium  bewies  Hesse  auch  so  viel 
pädagogischen  Eifer  und  praktische  Lehrbefähigung  und  zugleich  solchen  wissenschaft- 
lichen Geist,  dass  ihm  das  Zeugniss  ertheilt  werden  konnte:  er  berechtige  in  jeder 
Hinsicht  zu  sehr  günstigen  Erwartungen". 

Jetzt  fasste  Hesse  die  Wanderlust;  versehen  mit  einigen  Ersparnissen  und  mit 
einem  kleinen  von  der  Mutter  erbetenen  Kapital  —  das  ihm  sein  Pflichtgefühl  noch 
bis  in  die  Mannesjahre  hinein  zu  verzinsen  hiess  — ,  zog  er  Anfang  Mai  1838  hinaus, 
meist  zu  Fass  mit  dem  Ranzen  auf  dem  Rücken,  nach  längerem  Aufenthalt  in  Berlin 
und  Dresden  durch  die  sächsische  Schweiz  und  das  Fichtelgebirge,  dann  durch  die 
österreichischen  Lande  bis  in  das  Salzkammergut,  über  die  Tauern  nach  Innsbruck 
und   dem    Oetzthal,    und    hinunter    nach    Venedig.      Ueber    den    Lago    Maggiore   und 
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den  Gotthard  führte  ihn  der  Weg  auf  die  Schweizer  Alpen  und  Seen,  bis  er  Ende 
September,  nach  einem  Besuch  Strassburg's,  den  Rhein  bis  zum  Rheingau  herabfuhr 
und   zum    ersten  mal   auf   der  Heidelberger   alten   Neckarbrücke   stand,    in   Träumen 

—  nach  seiner  eigenen  späteren  Erzählung  —  von  dem  Glück,  dort  leben  zu  können. 
Mitte  Oktober  kehrte  er  in  seine  Vaterstadt  zurück.  Es  war  ihm  eine  Lust,  unterwegs 
überall  mit  den  Leuten  gemüthlich  und  in  deren  Art  zu  verkehren ,  sich  etwa  bei 
seiner  mechanischen  Geschicklichkeit  als  gelegentlichen  Uhrmacher  zu  erweisen  oder 
den  Erzählungen  und  Sagen  des  Volkes  mit  ofiPenera  Ohre  zu  lauschen;,  seine  Natur- 
eindrücke und  Erlebnisse  hielt  er  in  Tagebüchern  und  Briefen  fest,  die  er  auch  da 
und  dort  mit  Zeichnungen  schmückte,  wie  denn  sein  Stift  mit  wenigen  Strichen 
sowohl  das  Stimmungsvolle  des  Landschaftlichen,  als  das  Figürliche  in  humorvollen 
Skizzen  zu  treffen  Avusste.  Auch  blieb  ihm  die  Liebe  zum  Reisen  sein  Leben  lang; 
kein  Sommer,  der  ihn  nicht  an  der  See  oder  in  den  Bergen  traf,  in  seiner  Königs- 
berger Zeit  am  häufigsten  im  kleinen  Seebad  Rauschen,  während  der  Heidelberger 
Zeit  viel  im  Schwarzwald,  zuletzt  meistens  in  Südtirol. 

Gleich  nach  der  Rückkehr  von  der  Sommerwanderung  von  1838  trat  Hesse  ein 
bescheidenes  Lehramt  an:  an  der  neugegründeten  Provinzial-Gewerbeschule  in  Königs- 
berg führte  er  über  drei  Jahre  lang  die  jungen  Bauhandwerker  in  Physik  und  Chemie 
ein,  wöchentlich  8  stündig  für  80  Thaler  jährlich,  und  gab  sich  dieser  Thätigkeit  mit 
grossem  Eifer  und  Erfolg  hin;  aushilfsweise  besorgte  er  auch  für  den  erkrankten 
Direktor  den  grösseren  Theil  dieser  Zeit  hindurch  die  Direktion  der  Schule.  Zu  gleicher 
Zeit  aber  setzte  er  seine  Arbeiten  über  Curven  und  Flächen  zweiter  Ordnung^),  die 
schon  in  die  Zeit  von  1836  zurückdatiren,  und  für  die  ihm  auf  Antrag  von  Jacobi, 
Bessel  und  Neumann  ein  Seminarpreis  zuerkannt  worden  war,  mit  solchem  Erfolge 
fort,  dass  mit  dem  Gefühl  der  Befähigung  zu  mathematischer  Speculation  auch  das 
Streben  nach  rein  wissenschaftlicher  Bethätigung  in  ihm  alleinherrschend  wurde. 
Obwohl  verlobt,  nahm  er  eine  gut  dotirte  Stelle  am  Gymnasium  zu  Graudenz  nicht  an, 
sondern  „schaffte  sich  einen  höheren  Wirkungskreis".  Er  erhielt  am  27.  Januar  1840, 
mit  einer  Arbeit^),  welche  für  ihr  ganzes  Gebiet  bis  heute  massgebend  geblieben  ist 
und    auch    viele    spätere  Resultate  Hesse's    schon    im  Keime    enthält,    den  Doctorgrad 

—  „propter  eximiam  rerum  mathematicarum  cognitionem  examine  rigoroso  et  disser- 
tatione  De  curvis  et  superficiebus  secundi  ordinis  comprobatam "  —  und  habilitirte 
sich  im  April  an  der  philosophischen  Facultät  der  Universität  Königsberg,  mit  der- 
selben Arbeit,  mit  einem  Vortrage  über  das  isoperimetrische  Problem  und  mit  einer 
Dissertation,  in  welcher  er  schon  auf  die  Tragweite  seiner  geometrischen  Sätze  für 
die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  hinwies.  Bald  darauf,  1841,  gründete  er 
auch  mit  Marie  Sophie  Emilie  Dulk,  der  ältesten  Tochter  des  dortigen  Professors  der 
Chemie  Ferd.  Phil.  Dulk  (zugleich  Besitzers  einer  aus  dem  Ende  des  16.  Jahrhunderts 


1)  S.  Nr.  1  dieses  Bandes. 
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stammenden  Apotheke) ,  mütterlicherseits  zur  Hartnng'schen  Familie  gehörig ,  eine 
Familie.  Der  als  Dichter  und  Freidenker  später  sehr  bekannt  gewordene  Albert  Dulk 
war  ihr  jüngerer  Bruder.  —  Die  Stellung  an  der  Gewerbeschule  aber,  in  welcher 
Hesse  zudem  nicht  die  für  ihn  und  das  Gedeihen  der  Schule  ihm  nöthig  scheinende 
Anerkennung  von  Seiten  des  Curatoriums  gefunden,  gab  er  mit  Schluss  des  Jahres 
1841  auf. 

So  warf  er  sich  denn  voll  Eifer  und  Hoffnungen  in  die  ersehnte  akademische 
und  wissenschaftliche  Thätigkeit.  Vom  Sommer  1840  ab  lehrte  er  an  der  Albertina 
über  15  Jahre  lang.  Er  übernahm,  erst  neben  Richelot,  dann  nach  dem  Weggang 
Jacobi's  und  dem  Tode  Bessel's  allein,  die  allgemeinen  geometrischen,  analytischen 
und  mechanischen  Vorlesungen  und  las  gewöhnlich  in  jedem  Semester  zwei  Collegien, 
eines  publice,  eines  privatim,  beide  meistens  4  stündig.  Dazu  kamen  eine  Reihe  von 
Specialcollegien  im  Sinne  Jacobi's,  späterhin  auch  analytisch-geometrische  Uebungen. 
Hesse  wurde  bald  ein  nothwendiges  Glied  in  dem  Lehrorganismus,  der  lange  Jahre 
hindurch  die  Mathematik-Studirenden  von  weit  und  breit  nach  Königsberg  führte. 
„Seine  vielfältig  erprobte  Praxis",  sagt  Hesse  selbst  in  dem  schon  genannten,  an  den 
Minister  v.  Raumer  auf  dessen  Wunsch  gerichteten  Promemoria  von  1853,  „besteht 
darin,  dass  er  nach  Feststellung  der  ersten  Begriffe  der  zu  lesenden  Wissenschaft  die 
Schüler  sogleich  auf  einen  Standpunkt  zu  bringen  sich  bemüht,  auf  dem  sie  selbst- 
schaffend weiter  gehen  können.  Auf  jeder  folgenden  Stufe,  auf  welche  er  sie  hinauf- 
führt, zeigt  er  ihnen  die  sich  eröffnende  Aussicht  und  giebt  ihnen  die  Mittel  an  die 
Hand,  dahin  zu  gelangen,  wohin  die  Neigung  den  Einzelnen  hinzieht.  Die  selbst- 
ständigen Arbeiten,  die  diese  Lehrmethode  bei  fleissigen  Schülern  einbringt,  bilden 
oft  die  schönsten  Ergänzungen  des  ausgearbeiteten  Vortrags."  Es  konnte  nicht  fehlen, 
dass  seine  gutbesuchten  Vorlesungen,  in  Vorbereitung  derer  von  Richelot,  treffliche 
Schüler  heranzogen,  welche  als  Lehrer  sich  über  ganz  Deutschland  und  das  Ausland 
verbreiteten.  Zudem  hatte  Hesse  von  1843/44  an  Hörer  wie  Kirchhoff,  Aronhold  und 
Durege,  von  1849/50  an  Lipschitz,  C.  Neumann,  Schroeter,  vom  Sommer  1850  an 
den  ihm  in  Richtung  und  geistiger  Nachfolge  nächstverwandten  Alfred  Clebsch,  der 
sich  immer  als  eigentlicher  Schüler  Hesse's  bekannt  hat,  und  dem  Hesse  nicht  nur 
bis  zu  dessen  frühem  Tode  ein  treuer  Freund  blieb,  sondern  den  er  auch  willig  und 
stolz  in  seiner  Bedeutung  anerkannte. 

Die  Königsberger  Zeit  war  auch  die  Epoche  der  regsten  wissenschaftlichen 
Productivität.  Hier  entstanden  nach  den  Arbeiten  über  die  Gebilde  zweiten  Grades 
von  Mai  1842  an  die  über  Curven  dritter  Ordnung  mit  der  Entwicklung  von  funda- 
mentalen algebraischen  Formenbegriffen,  und  um  dieselbe  Zeit  begannen  auch  die 
Untersuchungen  über  die  Doppeltangenten  der  Curven  vierter  Ordnung  in  einer  ersten 
Richtung  —  die  Gleichung  einer  die  Berührungspunkte  ausschneidenden  Curve  rein 
zu  ermitteln  — ,  während  eine  zweite  Richtung  —  über  die  Gruppirung  der  Doppel- 
tangenten durch  kanonische  Gleichungsformen  Aufschluss  zu  erhalten  —  ebenfalls 
schon  ein  Jahr  später  glückhch  angesetzt  wurde.     In  diesen  Problemen  war  es  zugleich 
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der  Wetteifer  des  Algebraikers  Hesse  mit  dem  Algebraiker  Cayley,  und  des  Analytikers 
Hesse  mit  dem  Geometer  Steiner,  was  Hesse  zu  rastloser  Thätigkeit  anspornte.  Von 
welchen  Gesichtspunkten  aus  Hesse  letztere  Rivalität  betrachtete,  zeigt  ein  Wort  in 
einem  Briefe  an  Aronhold  (vom  1.  November  1849):  „Ich  habe  es  mir  zur  besonderen 
Aufgabe  gemacht,  die  Schätze  der  Geometrie  für  die  Analysis  auszubeuten,  ich  kann 
daher  ohne  die  grossen  Geometer  gar  nicht  leben.  Die  Geometrie,  als  die  ältere 
Schwester,  hat  vor  der  jüngeren,  der  Analysis,  einen  solchen  Reichthum  voraus,  dass 
letztere  nocli  lange  an  diesem  Reichthum  zu  zehren  haben  wird,  bevor  sie  ihn 
erschöpft.  .  .  .  Grüssen  Sie  Steiner  herzlich  von  mir  und  versichern  Sie  ihn  meiner 
Hochachtung  und  Liebe,  mit  der  ich  seine  weltkundigen  Schöpfungen  umfasse  und 
von  seinen  stillen  Thaten  Kenntniss  nehme".  —  „In  der  Lösung  meines  Problems 
der  Doppeltangenten"  —  schreibt  Hesse  am  8.  Mai  1845  an  Jacobi,  nachdem  er  am 
3.  December  1844  ihm  mitgetheilt,  dass  er  diesem  Problem  den  grössten  Theil  seiner 
Arbeitszeit  widme,  kanonische  Formen  und  Systemseigenschaft  der  Berührungscurven 
habe,  aber  in  den  Gruppirungen  noch  alles  „Wust"  sei  —  „schreite  ich  nur  sehr 
langsam  vor,  denn  jeder  Schritt  vorwärts  will  mit  höchster  Anstrengung  errungen  sein." 
Und  unter  dem  27.  Juni  1845:  „ich  hoffe  durch  dasselbe  Mittel  an's  Ende  zu  kommen, 
durch  welches  Newton  sein  Gravitationsgesetz  gefunden  zu  haben  behauptete,  nämlich 
dass  er  immer  daran  dachte."  Hesse  drang  durch,  aber  bis  zur  Ausgestaltung  dieser 
grossen  Arbeit  sollte  ein  volles  Jahrzehnt  vergehen. 

Auch  im  P^amilien-  und  öffentlichen  Leben  fühlte  Hesse  sich  behaglich.  Zwar 
war  ihm  sein  erstes  Kind,  ein  Knabe,  nur  ein  halbes  Jahr  alt  entrissen  worden;  aber 
fünf  Töchter  blühten  ihm  nach  und  nach  heran,  und  sein  Haus  hatte  Familien-  oder 
Freundschaftsbeziehungen  —  ausser  den  schon  oben  genannten  —  zu  den  Familien 
von  Dulk  und  Härtung,  sowie  der  seiner  Schwester;  auch  konnte  er  sich  1846  ein 
eigenes  Heim  auf  dem  Steindamm  erwerben.  Dem  städtischen  Gemeinwesen  und  der 
Volksgesinnung  widmete  er  nun  ein  tiefes  Interesse;  im  Gefühl  der  Gemeinnützigkeit 
opferte  er  im  Jahre  1848  viele  Nächte  der  Bürgerwehr,  und  im  Juli  1850  nahm  er 
eine  Wahl  zum  Stadtverordneten -Stellvertreter  an.  Religiös  und  politisch  im  Innersten 
frei  gesinnt,  hatte  er  für  die  Grösse  des  Vaterlandes  und  für  den  Staat  ein  warmes 
Herz:  „die  Dynastie",  schreibt  er  bei  dem  Volksfest  zur  Enthüllung  des  Königsdenk- 
mals 1851  an  Minding,  „hat  in  dem  Herzen  des  Volkes  tiefere  Wurzeln,  als  dass  ein 
Revolutionssturm  sie  zu  erschüttern  vermöchte." 

Aber  die  äusseren  Umstände  blieben  nicht  ebenso  günstig.  Hesse,  der  seine 
eigenen  Mittel  nach  und  nach  zusetzen  musste,  sah  sich  schon  im  Sommer  1844 
vorübergehend  genöthigt,  den  Unterricht  in  Physik  und  Chemie  in  den  oberen  Klassen 
der  höheren  Burgschule  vertretungsweise  zu  übernehmen,  und  immer  drängender  wurde 
bei  ihm  der  Wunsch  nach  einer  Professur.  Eine  endlich  am  31.  October  1845 
erfolgte  Ernennung  zum  ausserordentlichen  Professor,  ohne  Gehalt,  aber  mit  der 
Verpflichtung  zu  Vorlesungen,  examinatorischen  und  Disputir-Uebungen ,  und  jedes 
Semester  zu  einem  Gratiscolleg  —  erst  von  Januar  1846  an  wurden  ihm  300  Thaler 
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jährlicher  Gehalt  bewilligt  — ,  wirkte  wie  ein  Schlag  auf  den  für  die  Wissenschaft 
begeisterten  und  anspruchslosen,  aber  stolzen  und  empfindlichen  Mann.^)  Jacobi 
wusste  ihn  zwar  durch  den  Hinweis  auf  das  Unpersönliche  der  Sache  aus  seiner 
Erregung  momentan  herauszureissen,  aber  das  Gefühl  des  Druckes  blieb,  trotz  der 
ihm  alljährlich  von  der  Regierung  bewilligten  kleinen  Remunerationen.  So  sehen 
wir  denn  im  Sommer  1850  seine  Blicke  auf  eine  Dorpater  Professur  gerichtet,  zu  der 
er  von  Facultät  und  Universitätsconseil  in  erster  Linie  vorgeschlagen  ist,  bis  nach 
einem  Jahre  auch  diese  Hoffnung  an  dem  Widerstand  der  russischen  Regierung  gegen 
den  Ausländer  scheitert;  wir  sehen  ihn  noch  1854,  obwohl  im  Gehalt  etwas  aufge- 
bessert, aber  bei  Vacanzen  in  Halle  und  Kiel  1853  nicht  berücksichtigt,  vorüber- 
gehend als  Bewerber  um  eine  Direktorstelle  an  der  Gewerbeschule  in  Bremen.  Auch 
eine  Professur  an  dem  neu  zu  gründenden  eidgenössischen  Polytechnikum,  die  ihm 
längere  Zeit  fast  schon  sicher  schien,  wurde  damals,  1855,  nicht  besetzt.  Endlich, 
im  Herbst  1855,  wird  der  im  Dienste  der  Wissenschaft  geführte  Lebenskampf  durch 
eine  Berufung  als  ordentlicher  Professor  nach  Halle  a/S.  —  auf  die  durch  Weggang 
Joachimsthafs  erledigte  Stelle  —  abgeschlossen,  und  damit  sein  Ziel,  die  Sicherung 
und  Gleichstellung  mit  den  übrigen  Collegen,   erreicht. 

In  Halle  sollte  Hesse  nur  von  Neujahr  1856  ab  bis  zum  Schlüsse  des  Sommer- 
semesters desselben  Jahres  seine  Thätigkeit  als  Lehrer  und  Prüfungscommissär  aus- 
üben. Schon  im  Mai  1856  erhielt  er  einen  Ruf  an  die  Universität  Heidelberg, 
den  er  annahm,  ohne  auch  nur  auf  das  an  ihn  während  der  Verhandlung  und 
unter  sehr  guten  Bedingungen  erfolgte  Anerbieten  einer  Professur  am  Gewerbe- 
institut in  Berlin  irgendwie  einzugehen.  Versprach  dieser  ihm  doch  eine  höhere 
akademische  Thätigkeit,  bei  der  er  auch  seiner  wissenschaftlichen  Forscheraufgabe 
voll  treu  bleiben  könnte,  an  der  Seite  seines  ehemaligen  Schülers,  der  nun  sein 
nächster  College  und  Freund  werden  sollte,  Gustav  Kirchhoff.  Schon  im  August 
siedelte  er  nach  der  Neckarstadt  über. 

In  Lehrthätigkeit  und  persönlich  eng  verbunden,  entfachten  nun  Kirchhoff, 
Bunsen,  Helmholtz  und  Hesse  in  Heidelberg  ein  reges  wissenschaftliches  Leben,  das 
Hesse  einen  beneidenswerthen  Wirkungskreis  schuf.  Zwar  erweiterte  sich  der  Umfang 
seiner  Vorlesungen  wenig,  aber  sie  wurden  immer  mehr  zu  einem  einheitlichen  Ganzen, 
möglichst  auf  algebraischer  Grundlage,  und  die  Seminarübungen,  wenigstens  in  der 
analytischen  Geometrie,  wurden  eine  ständige  Einrichtung.  Die  Vorlesungen  waren 
gut  besucht,  die  Hörerzahl,  zwischen  10  und  20  schwankend,  stieg  gelegentlich  (1864/65) 
auf  27,  und  zwar  bestand  der  Kreis  aus  Mathematikern,  Physikern,  Physiologen  und 
Chemikern,   unter  welchen  nachher  sehr  viele   in  der  Wissenschaft  bekannt  geworden 


1)  „The  worthy  pupil  of  bis  illustrious  master  Jacobi,  but  who,  to  the  scandal  of  the 
mathematical  world,  remains  still  without  a  Chair  in  the  University  which  he  adorns  with  bis 
presence  and  bis  name",  wie  Sylvester  in  den  London  Pbilosophical  Transactions  von  1853, 
vol.  143,  schreibt. 
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sind.  Von  mathematischen  Schülern  seien  nur  einige  genannt:  unter  den  früheren 
Minnigerode  und  Zöppritz,  etwas  später  Ad.  Mayer,  v.  Brach,  H.  Stahl,  E.  Schroeder, 
Prym,  E.  Hess,  0.  Henrici,  H.  Weber,  Hierholzer.  Auch  von  den  Herausgebern 
dieses  Bandes  haben  drei  (L.,  6.,  N.)  das  Glück  gehabt,  eine  Reihe  von  Semestern 
hindurch  von  dem  Meister  in  die  Mathematik  eingeführt  zu  werden  und  durch  ihn 
in  die  analytisch-geometrische  Richtung  gewiesen  worden  zu  sein;  einer  von  ihnen  (L.) 
hat  auch  noch  kurze  Zeit  hindurch  Hesse  als  Docent  unterstützen  können. 

Es  herrschte  damals,  wenigstens  bis  Mitte  der  60  er  Jahre,  noch  eine  enge 
Wechselbeziehung  zwischen  Heidelberg  und  Königsberg,  und  Hesse  wirkte  gern 
fördernd  in  der  Richtung  ein,  dass  die  mathematischen  und  physikalischen  Hörer 
nach  der  ersteren  Universität  die  letztere  bezogen.  Er  hatte  überhaupt  für  so  viele 
Schüler,  welche  sich  trotz  der  etwas  rauhen  Aussenseite  ihm  persönlich  nahen  konnten, 
in  grosser  Herzensgüte  ein  wohlwollendes  Interesse,  das  sich  nicht  nur  auf  deren 
Wissen,  sondern  auch  auf  ihren  Charakter  und  ihre  Lebensziele  bezog,  und  wusste 
seine  oft  poetische  Begeisterung  für  die  „göttliche"  Wissenschaft  auch  in  ihnen  zu 
entzünden.  Uebrigens  hinderte  ihn  dieser  hohe  Standpunkt  nie,  auch  die  Forderungen 
und  den  Druck  des  Materiellen  zu  beachten,  und  häufig  stand  er  unter  dem  Gefühl, 
dass  seine  Resultate  unter  dem  Erstrebten  weit  zurückblieben;  aber  eine  wissenschaft- 
liche Eroberung  erhob  ihn  wieder. 

Die  wissenschaftliche  Arbeit  Hesse's  mündet  nun,  von  wenigem  isolirt  Auf- 
tretendem abgesehen,  immer  mehr  in  die  Bearbeitung  einzelner  Punkte  seiner  Vor- 
lesungen ein,  und  insbesondere  in  die  Ausgestaltung  derselben  zu  jenen  Lehrbüchern 
der  analytischen  Geometrie  (von  1861  an),  welche  durch  ihre  Einheitlichkeit  in  der 
deutschen  mathematischen  Literatur  einzig  dastehen.  Ihr  Verdienst  beruht  aber  nicht 
allein  darin:  „sie  sind",  wie  Clebsch  einmal  an  Hesse  schreibt  (24.  Februar  1862), 
„eigentlich  das  erste  Lebenszeichen,  welches  die  moderne  Algebra  ausserhalb  des 
engeren  Journalkreises  von  sich  giebt",  sie  lehren  durch  das  systematische  Einführen 
und  das  consequente  Festhalten  weniger  Begriffe  den  Anfänger  denken  und  wirken 
dadurch  noch  mehr,  als  durch  ihre  andere  wichtige  Seite,  die  Vollendung  des  rein 
algebraischen  Mechanismus.  Hesse  stand  in  Heidelberg  auch  auf  der  Höhe  der  äusseren 
Anerkennung:  1856  ernannte  ihn  die  Göttinger  Societät,  1859  die  Berliner  Akademie 
zum  correspondirenden  Mitgliede.  Ausser  zu  dem  Kreise  der  schon  genannten  Freunde 
zog  ihn  seine  gesellige  Natur  und  sein  gemüthvoller  Humor  als  eifriges  Mitglied  zu 
dem  Kreise  hin,  der  durch  Scheffel  seine  Weihe  empfing,  zum  „Engeren."^)  Seine 
Verhältnisse  blieben,  wie  es  damals  in  Heidelberg  im  Durchschnitt  war,  auch  jetzt 
bescheidene;  Anfangs  drohte  ihm  bezüglich  eines  grösseren  Theiles  seines  Vermögens, 
eines  Gutes  an  der  russischen  Grenze,  ein  schwerer  Verlust,  aber  auch  das  schon  ver- 
loren Gegebene  wurde  durch  glücklichen  Verkauf  des  Grenzgutes  wieder  errungen,  und 


1)  ^Numero  Acht**    von  Scheffel's  Gaudeamus   bezieht   sich   auf  Hesse   und   seinen   Freund, 
den  Pfarrer  Schmetzer  von  Ziegelhausen. 
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es  trug  dieser  Fall  dazu  bei,  Hesse  zu  angestrengter  und  lohnender  schriftstellerisclier 
Thätigkeit  anzuregen.  Er  führte  mit  seiner  Familie  in  der  Bergheimerstrasse ,  die 
ihm  einen  freien  Blick  auf  das  Neckarthal  bot,  ein  einfaches  Leben,  und  immer  mehr 
trat  bei  ihm  der  Zug  der  behaglichen  Beschaulichkeit  auf,  der  ihn  zu  einer  charak- 
teristischen und  sympathischen  Gestalt  der  Altstadt  machte,  bis  ihm  1861  der  Tod 
seines  Töchterchens  Grethchen,  in  dessen  10.  Jahre,  einen  schweren,  nie  verwundenen 
Schlag  gab. 

Das  badische  Ministerium  hat  Hesse  in  seiner  Bedeutung  nicht  hinreichend 
erkannt.  Als  ihm  im  Sommer  1868  die  Stelle  der  mathematischen  Professur  an 
dem  neu  errichteten  Münchener  Polytechnikum  angeboten  wurde,  der  zu  lieb  er 
eine  gleichzeitige  Aussicht  auf  Bonn  fallen  liess,  nahm  er,  der  mit  der  Neckarstadt 
verwachsen  geschienen,  an,  da  die  Regierung  ihn  nicht  hielt,  und  zog  nach  Schluss 
des  Sommersemesters  zu  neuem  Wirken  in  eine  neue  Heimath.  Auch  in  München 
wirkte  er  noch  Gutes;  er  hat  sich  besonders  an  der  Ordnung  des  mathematischen 
Unterrichts  an  der  Hochschule  betheiligt,  sein  Interesse  für  den  Unterricht  an  den 
Realgymnasien  bewies  er  durch  Werkchen  über  die  Determinanten  und  die  Zahlen, 
auch  hat  er  an  den  in  den  Jahren  1872  und  73  neu  organisirten  Prüfungen  der 
Lehramts-Candidaten  speciellen  Antheil  genommen.  1872  wurde  Hesse,  ohne  dass  er 
sich  darum  bewarb,  durch  die  Zuerkennung  des  Steiner'schen  Preises  erfreut,  1869 
durch  die  Wahl  zum  ausserordentlichen  Mitglied  der  bayerischen  Akademie  der  Wissen- 
schaften (o.  M.  1872),  1871  durch  die  zum  Ehrenmitglied  der  Londoner  Mathematical 
Society,  1872  erhielt  er  den  bayerischen  Michaelsorden.  Die  Künstlerstadt  bot  ihm 
in  ihren  Schätzen  und  in  ihren  Künstlerkreisen  vielfache  Befriedigung.  Er  hatte  auch 
die  Freude,  noch  einmal  seine  Schwester  hier  bei  sich  zu  sehen:  „ich  wurde  so  liebe- 
warm empfangen",  spricht  sie  sich  aus,  „dass  er  mich  wie  eine  Puppe  auf  seinen 
Armen  die  hohe  Treppe  zu  seiner  Wohnung,  Karlsstrasse,  mit  Jubel  in  die  Höhe 
trug  .  .  .  damals,  1871,  noch  ein  so  rüstiger,  kräftiger  Mann." 

Aber  der  Keim  einer  Krankheit,  eines  Leberleidens,  lag  schon  in  ihm,  und  auch 
Karlsbad,  das  er  mit  Unterbrechung  seiner  Vorlesungen  im  Sommer  1874  aufgesucht 
hatte,  hielt  die  zuletzt  rasche  Entwicklung  nicht  mehr  auf.  Nach  München  zurück- 
gekehrt, verschied  Otto  Hesse  am  4.  August  1874.  Seine  Verfügung:^)  „Ich  will  in 
dem  Blumengarten  meines  Heidelberg's  ruhen,  zu  Grabe  geleitet  von  Schülern",  wurde 
am  7.  August  ausgeführt:  er  ward,  nach  einem  schon  seit  lange  ausgesprochenen 
Wunsche,  an  der  Seite  seines  Töchterchens  unter  den  schönen  Bäumen  des  Heidel- 
berger Friedhofs  bestattet,  unter  Betheiligung  seiner  dortigen  Freunde  und  Schüler, 
und  einer  von  München  gekommenen  Schülerdeputation,  die  einen  Lorbeerkranz  an 
seinem  Sarge  niederlegte  und  in  rührend  warmen  Worten  ihre  Anhänglichkeit  und 
Liebe  zu  dem  Lehrer  bezeugte. 


1)  Nach  M.  Cantor  in  Beilage  z.  Allg.  Ztg.  v.  14.  Aug.  1874. 
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Auch  die  Wittwe  überlebte  ihn  nicht  lange.  Sie  starb  1877  und  wurde  eben- 
falls in  Heidelberg  beigesetzt.  Von  den  Kindern  hat  die  älteste  Tochter  Emilie  sich 
mit  dem  Münchener  Bildhauer  J.  Zumbusch  vermählt;  nach  ihrem  Tode  wurde  die 
dritte  Tochter  Lina  dessen  Gattin.  Die  vierte  Tochter  Klara  ist  in  der  Schweiz  an 
den  Xylographen  H.  Scheu  verheirathet,  die  zweite,  Anna,  lebt  unvermählt  in  München. 


Anmerkung   zum   Lebenslauf. 

Seite  716/17.  Es  sei  hier  einer  Arbeit  gedacht,  welcher  Hesse  einen  grossen 
Theil  seiner  Zeit  von  1843/44  widmete.  Als  Jacobi  im  Sommer  1843  leidend  nach 
Italien  ging,  beauftragte  er  Hesse  mit  der  Bearbeitung  eines  nicht  druckfertigen 
Manuscripts  von  etwa  30  Druckbogen.  Es  enthielt  eine  grosse  Reihe  von  Unter- 
suchungen Jacobi's  zur  Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades  und  zur  Attractionstheorie 
der  EUipsoide.  Hesse  unterzog  sich  dieser  Arbeit  zunächst  bezüglich  eines  ersten, 
die  Flächen  zweiten  Grades  und  ihre  Hauptaxen  betreffenden  Theiles;  aber  Jacobi,^) 
obwohl  von  der  Gründlichkeit  derselben  befriedigt,  konnte  die  Bearbeitung  nicht 
benutzen:  er  hatte  inzwischen  seinen  Plan,  der  ursprünglich  auf  ein  Lehrbuch  der 
analytischen  Geometrie  ging  und  an  dessen  Charakter  Hesse  nicht  rühren  wollte, 
geändert  und  wünschte  nun  nur  noch  das  in  den  Papieren  Neue  zu  einzelnen  Aufsätzen 
verarbeitet  zu  sehen.  Noch  leidend,  schrieb  er  in  diesem  Sinne  unter  dem  29.  Mai  1845 
an  Hesse:  „Vielleicht  ginge  es,  dass  Sie  aus  der  Arbeit  über  Doppelintegrale  irgend 
etwas  isoliren  und  unabhängig  von  anderem  darstellen  können;  z.  B.  die  Anziehung 
des  zwischen  dem  Ellipsoid  und  einem  geraden  Doppelkegel  enthaltenen  Stückes  auf 
die  Spitze,  oder  was  Sie  sonst  meinen.  Ich  bin  jetzt  dafür,  alles  so  viel  wie  möglich 
in  kleine  selbständige  Abhandlungen  zu  theilen.  So  möchte  ich  in  einer  Abhandlung 
nur  das  zusammenstellen,  was  zur  Anziehung  der  EUipsoide  in  meiner  directen  Methode 
oder  vielmehr  in  der  Methode,  die  sich  nur  einfacher  Substitutionen  bedient,  analytisch 
und  synthetisch  nothwendig  gebraucht  wird,  wozu  ich  auch  den  Anfang  gemacht, 
was  aber  wohl  noch  mehrere  Jahre  aufgeschoben  werden  wird.  Auch  müsste  ich 
das  darauf  Bezügliche  noch  aus  meinen  Manuscripten  haben.  Schreiben  Sie  mir  doch 
darüber,  ob  Sie  eine  Abhandlung  isoliren  und  so  fertig  machen  zu  können  glauben, 
dass  ich  sie  sogleich  drucken  lassen  kann  ..." 

Hesse  erklärte  sich  zur  isolirten  Bearbeitung  jenes  speciellen  Attractionsproblems 
bereit,  während  er  über  die  Angängigkeit  einer  ähnlichen  Behandlung  des  allgemeinen 
Attractionsproblems  der  EUipsoide  für  inneren  und  äusseren  Punkt  und  der  bezüg- 
lichen Doppelintegrale  Zweifel  äusserte;    —    „auch  würde   ich   für  die  so   lehrreichen 
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Hesse's  Werke.  91 


722  IIL   Lebenslauf. 

Behandlungsweisen  des  Problems  der  Hauptaxen  mit  den  historischen  Notizen  .  .  . 
nichts  Aequivalentes  an  die  Stelle  zu  setzen  haben",  schreibt  Hesse  an  Jacobi  am 
27.  Juni  1845. 

Auf  eine  Anfrage  von  Borchardt  an  Hesse  im  Februar  1862^)  übergab  letzterer 
die  sämmtlichen  noch  in  seinen  Händen  befindlichen  Manuscripte  Jacobi's,  wie  den 
von  Hesse  bearbeiteten  Theil  damals  an  Clebsch,  der  Hesse  räth,^)  diese  Bearbeitung 
herauszugeben:  „Der  Einleitung  nach  scheint  das  Ganze  doch  ursprünglich  eben  nur 
auf  jene  Theile  eingerichtet  zu  sein;  die  Zusammenstellung  der  Formeln  für  die 
Hauptaxen,  die  Anwendung  auf  die  Tangentenkegel,  und  endlich  auf  die  Attraction 
der  Ellipsoide,  wie  das  in  der  Einleitung  gleichsam  als  Schema  angegeben  wird,  bildet 
dann  ein  in  sich  selbst  recht  gut  abgeschlossenes  Ganze,  und  es  käme  bloss  darauf 
an,  etwa  den  Schluss  noch  ein  wenig  zu  wenden.  Auch  scheinen  mir  diese  Partieen 
das  Interessanteste  zu  enthalten  ...  Es  wären  (bei  einer  solchen  Herausgabe)  doch 
die  vielen  schönen  Gedanken  darin  gerettet". 

üeber  das  weitere  Schicksal  der  Jacobi'schen  Manuscripte  und  der  Bearbeitungen 
versagen  unsere  Quellen.  In  Hesse's  Nachlass  befindet  sich  nichts,  und  erschienen  ist 
bis  jetzt  ebensowenig  etwas  davon.  Vermuthlich  bezieht  sich  die  Schlussbemerkung 
Borchardt's  in  der  Vorrede  zu  dem  von  ihm  1871  herausgegebenen  dritten  Bande  der 
Mathematischen  Werke  Jacobi's  theil  weise  auf  diese  geometrisch-algebraischen  Papiere. 
Die  neue  Gesammtausgabe  erwähnt  dieselben  überhaupt  nicht.  ^) 


1)  Brief  von  Borchardt  an  Hesse  vom  17.  Februar  1862.     Manuscr.  IV. 

2)  Brief  von  Clebsch  an  Hesse  vom  24.  Februar  1862.     Manuscr.  IV. 

3)  Vergl.  übrigens  Lejeune  Dirichlet:  „Gedächtnissrede  auf  Jacobi'*,  im  Journal  f  d.  r.  u. 
a.  Math.,  Bd.  52,  S.  208,  Z.  11—13  (Jacobi's  Ges.  Werke,  Bd.  I,  herausgeg.  1881  von  Borchardt, 
S.  18 — 19),  und  dessen  „Untersuchungen  über  ein  Problem  der  Hydrodynamik**,  Journal  f.  d.  r. 
u.  a.  Math.,  Bd.  58,  S.  189,  Fussnote. 
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1.  Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  des  Raumes,  insbesondere  über 
Oberflächen  zweiter  Ordnung.  Erste  Auflage  1861,  zweite  Auflage  1869,  dritte 
Auflage,  revidirt  und  mit  Zusätzen  versehen  von  Dr.  S.  Gundelfinger,  Prof.  an 
der  Universität  zu  Tübingen  (XVI  u.  546  S.)   1876.     Leipzig.    B.  G.  Teubner. 

2.  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie  der  geraden  Linie,  des 
Punktes  und  des  Kreises  in  der  Ebene.  Erste  Auflage  1865,  zweite  Auf- 
lage 1873,  dritte  Auflage,  revidirt  von  Dr.  S.  Gundelfinger,  Prof.  am  grossherzogl. 
Polytechnikum   zu   Darmstadt   (VIII  u.   230  S.)    1881.     Leipzig.    B.  G.  Teubner. 

3.  Vier  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie.  Separatabdruck  aus 
dem  11.  Bande  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  (57  S.)  1866.  Leipzig. 
B.  G.  Teubner. 

4.  Die  vier  Species.     (35  S.)  1872.  •  Leipzig.    B.  G.  Teubner. 

5.  Die  Determinanten  elementar  behandelt.  Erste  Auflage  1871,  zweite  Auflage 
(IV  u.  48  S.)  1872.  Leipzig.  B.  G.  Teubner.  Uebersetzt  von  V.  Valeriani  unter 
dem  Titel:  I  determinanti  elementarmente  esposti.  Giornale  di  Matematica.  Band  10. 
1872.    Seite  217-229;  325—342. 

6.  Sieben  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie  der  Kegelschnitte. 
Fortsetzung  der  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie  der  geraden  Linie, 
des  Punktes  und  des  Kreises.  Separatausgabe  aus  dem  19.  Bande  der  Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik.    (52  S.)    1874.     Leipzig.    B.  G.  Teubner. 

Hiezu  aus  dem  Nachlass  veröffentlicht  von  Prof.  S.  Gundelfinger: 

7.  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie  der  Kegelschnitte, 
Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.    Band  21.    1876.    Seite  1—27. 
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Wissenschaftlicher  Nachlass  0.  Hesse  s, 

im  Besitz   des  Mathematischen  Instituts   der  Technischen  Hochschule 

zu  München. 


I.  Manuscripte  und  Concepte  zu  den  publicirten  Abhandlungen  und  Lehrbüchern. 

(Chronologisch  geordnet.) 

1.  De  octo  punctis  intersectionis  trium  superficierum  secundi  ordinis. 

Concept.     J.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.,  Bd.  20,  S.  285.     Diese  Ausgabe  2. 

2.  Ueber  das  geradhnige  Sechseck  auf  dem  Hyperboloid. 

Analytische  Beweise   der  Sätze   der  Abhandlung   im  J.   f.   d.   r.   u.   a.  Math., 
Bd.  24,  S.  40.     Diese  Ausgabe  4. 

3.  De  integratione  aequationis  differentialis  partialis: 

designantibus  A^,  A^  .  .  .  A,,  functiones  quaslibet  variabilium  x^,  x^  ,  .  .  x^  lineares. 
Manuscript.     J.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.,  Bd.  25,  S.   171.     Diese  Ausgabe  5. 

4.  Lineare  Construction  des  achten  Schnittpunktes  dreier  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
aus  sieben  gegebenen. 

Bruchstücke.     J.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.,  Bd.  26,  S.  147.     Diese  Ausgabe  6. 

5.  üeber  die  Bildung  der  Endgleichung,  welche  durch  Ehmination  einer  Variabein  aus 
zwei    algebraischen   Gleichungen    hervorgeht,    und    die    Bestimmung    ihres    Grades. 

Concept.     J.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.,  Bd.  27,  S.   1.     Diese  Ausgabe  7. 
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6.  üeber  die  Elimination  der  Variabein  aus  drei  algebraischen  Gleichungen  zweiten  Grades. 

Drei  Concepte.     J.   f.   d.   r.   u.   a.  Math.,   Bd.  28,   S.  68.     Diese  Ausgabe  8. 

7.  üeber  Wendepunkte  der  Curven  dritter  Ordnung. 

Resume  aus  J.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.,   Bd.  28,  S.  97.     Diese  Ausgabe  9. 

8.  üeber  Doppeltangenten  der  Curven  vierter  Ordnung. 

Drei  Ausarbeitungen.     J.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.,   Bd.  49,   S.  279.     Diese   Aus- 
gabe 25. 

9.  Transformation  der  Gleichung  der  Curve  vierzehnten  Grades,  welche  eine  gegebene 
Curve  vierten  Grades  in  den  Berührungspunkten  ihrer  Doppeltangenten  schneidet. 

Manuscript.     J.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.,  Bd.  52,  S.  97.     Diese  Ausgabe  26. 

10.  Bemerkungen    zu:     „Baltzer,     Theorie    und    Anwendung     der    Determinanten. 
Leipzig  1857.« 

Manuscript.     Kritische  Zeitschrift  für  Chemie,  Physik  und  Mathematik.  1858. 
S.  483.     Diese  Ausgabe  29. 

11.  L'equation  cubique,    de   laquelle  depend   la  Solution   du   probleme   d'homographie 
de  Mr.  Chasles. 

Manuscript.     Comptes  rendus,  Bd.  54,  S.  678.     Diese  Ausgabe  33. 

12.  Analytische  Geometrie  des  Raumes. 

Zwei  Bruchstücke.     Leipzig;  Teubner,  1861  und  1869. 

13.  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie  der  geraden  Linie,   des  Punktes  und 
des  Kreises  in  der  Ebene. 

Ausarbeitungen  und  Bruchstücke.     Leipzig;  Teubner,  1865. 

14.  Vier  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie. 

Zwei  Concepte.     Zeitschr.  f.  Mathematik  u.  Physik,  Jahrg.  11,  S.  369,  1866. 

15.  Die  Determinanten,  elementar  behandelt. 

Manuscript.     Leipzig;  Teubner,  1871. 

16.  üeber  das  Problem  der  drei  Körper. 

Manuscript  und  Bruchstücke.     Abh.    der   k.    bayer.  Akad.   d.  Wiss.,    Bd.   11, 
Abth.  I,  S.  53.     Diese  Ausgabe  42. 

17.  Ein   Cyclus    von   Determinantengleichungen.     (Eine   analytische    Erweiterung   des 
PascaPschen  Problems.) 

Concepte.     Abh.  d.  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss.,  Bd.  11,  Abth.  I,  S.  175.    Diese 
Ausgabe  43. 

18.  Die  Reciprocität  zwischen  Kreisen,  welche  dieselbe  gemeinschaftliche  Secante  haben, 
und  den  confocalen  Kegelschnitten. 

Manuscript   und    Bruchstücke.     Abh.   d.   k.   bayer.   Akad.   d.   Wiss.,   Bd.   11, 
Abth.  III,  S.  1.     Diese  Ausgabe  44. 
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19.  Construction    der   zweien   gegebenen  Oberflächen    zweiter  Ordnung   gemeinschaft- 
lichen conjugirten  Linien. 

Manuscript.     Diese  Ausgabe,  Nachlass  1. 

20.  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie  der  Kegelschnitte. 

Manuscript  und  Bruchstücke.    Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik,  Bd.  21,  S.  1. 

21.  Aufgabe. 

Manuscript.     Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,   Bd.  21,   S.  73.     Diese 
Ausgabe,  Nachlass  3. 

22.  lieber  Sechsecke  im  Räume. 

Manuscript.      J.    f.    d.    r.    u.    a.    Math.,    Bd.  85,    S.  304.      Diese    Ausgabe. 
Nachlass  4. 

II.   Ausarbeitungen  und  Entwürfe  für  Vorlesung  und  Seminar. 

(Soweit  möglich,  chronologisch  geordnet.) 

1.  Vorlesungen  über  Algebra.     Wintersemester  1840/41. 

2.  Analytische  Geometrie  der  Ebene.     Autographirt. 

3.  Vorlesungen  über  die  Encyclopädie  der  gesammten  Mathematik.     Wintersemester 
1856/57. 

4.  Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  des  Raumes.     Sommersemester  1857  mit 
Zusätzen  vom  Wintersemester  1859/60. 

5.  Vorlesung  über  Differentialrechnung. 

6.  Vorlesung  über  Differentialgleichungen  mit  Anwendungen  auf  die  Geometrie. 

7.  Vorlesung  über  Variationsrechnung. 

8.  Vorlesung   über   analytische    Mechanik,    sowie    ein    Bruchstück    einer   Einleitung 
dazu. 

9.  Die  Grundbegriffe  der  Algebra,  als  Einleitung  zu  einer  Vorlesung  über  Differential- 
rechnung.    Wintersemester  1868/69. 


10.  Sätze  über  Oberflächen  zweiter  Ordnung.     (Seminaraufgaben.) 

11.  Seminaraufgaben  über  Differential-  und  Integralrechnung,  sowie  deren  Anwendung 
auf  die  Geometrie.     1857/61. 

12.  Bruchstücke  einer  Vorlesung  über  Anwendung  der  Mathematik  auf  die  Aufgaben 
des  gewöhnlichen  Lebens. 

13.  Bruchstücke  von  Vorlesungen  über  Differential-  und  Integralrechnung. 

14.  Bruchstücke  von  Vorlesungen  über  bestimmte  Integrale. 

15.  Bruchstück  einer  Vorlesung  über  die  Elemente  der  Algebra. 
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III.  Diarien,  sowie  sonstige  Entwürfe,  Concepte  und  Bruchstücke. 

1.  Diarium  1836/37. 

3.  Diarium  1837/44. 

3.  Diarium  1838. 

4.  Diarium  1839. 

5.  Diarium  1844/45. 

6.  Diarium  1845/47. 

7.  Diarium  1848/49. 

8.  Diarium  1850/51. 

üeber  den  wesentlichsten  Inhalt  dieser  Diarien  ist   in  den  voranstehenden  Anmerkungen 
zu  Hesse's  Abhandlungen  berichtet. 

9.  Ueber  das  Princip  der  Dualität.     Wohl  aus  den  Studienjahren. 

10.  Einzelne  Sätze  über  Oberflächen    zweiter  Ordnung,    sphärische  Kegelschnitte    und 
Raumcurven  dritter  Ordnung.     Aus  den  Studienjahren  1834/37. 

11.  Ueber   die  Bewegung   eines  Systems   materieller  Punkte   um    die  Gleichgewichts- 
lage.    1837. 

12.  Ueber  die  Schnittcurve  zweier  Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

13.  Vermischte  Notizen  über  Geometrie,   Analysis,   Wahrscheinlichkeitsrechnung  und 
Mechanik. 

14.  Physikalische  Notizen  und  Rechnungen. 

IV.  Briefe 

von  Bessel,  Borchardt,  Clebsch,  Grelle,  Cremona,  Jacobi  und  Richelot. 


VI. 

Manuscripte  0.  Hesse's, 

im  Besitz  der  k.  Hof-  und  Staatsbibliothek  zu  München. 


Auf  der  k.  Staatsbibliothek  findet  sich  unter  Cod.  germ.  5285  —  5287  drei 
Manuscripte  von  0.  Hesse  über  analytische  Geometrie  des  Raumes,  mit  folgender 
Bemerkung  Hesse's  an  die  Bibliotheks -Verwaltung : 

„Meine  erste,  an  der  Universität  in  Königsberg  im  Jahre  1840  gehaltene  öffent- 
liche Vorlesung  über  analytische  Geometrie. 

Nebenbei  1.  die  Ausarbeitung  einer  Vorlesung  von  Jacobi  aus  dem  Jahre  1833  und 
2.  meine  eigenen  Untersuchungen  über  denselben  Gegenstand  als  Stud.  d.  Mathematik. 

Diese  drei  Schriftstücke  sind  der  Anfang  gewesen  meiner  Vorlesungen  über 
„Analytische  Geometrie  des  Raumes",  2.  Auflage.     Leipzig.    Teubner  1869. 

Ich  überlasse  sie  der  Königl.  Bibliothek  zq  jeder  beliebigen  Verfügung. 

München,  im  Juni  1872. 

Hochachtungsvoll  und  ergebenst 

Dr.  Otto  Hesse." 
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Druckfehler. 


Seite     3,  Zeile  15  v.  u.  setze:  statt  ;  . 
„      40,       ,.        1  V.  0.  lies  planorum  statt  punctorum. 
„       42,       „      16  V.  u.  lies  hexagrammate  statt  hexogrammate. 

42,       ,,        2  V.  u.  ist  ;   zu  streichen. 
^       43,       „        1  V.  u.  lies  a'b  statt  a'b'. 

65,       „      11  V.  u.  lies  nee  restet  nisi  statt  ac  restet. 

71,       „        5  V.  u.  im  Nenner  im  ersten  Summanden  lies  71  statt  ;''. 
^       84,       ,        5  V.  u.  lies  J.,^_i  statt  ^,,_i  • 

86,       „      14  V.  u.  lies  «3  statt  «2. 
„      95,       ,.       5  V.  0.  lies  Bezout  statt  Bezout. 
^     101,  im  Columnentitel  lies  8  statt  6. 
,     106,  Zeile  7  v.  u.  lies  (32*)  statt  32*. 
^     203  und  206,  im  Columnentitel  lies  12  statt  11. 
„     290  ist  dreimal  zf  in  P  zu  corrigiren. 

„     312,  Zeile  5  v.  u.  im  Coefficienten  von  b^^  lies  a^  statt  a^'. 
„     360,       „      9  V.  o.  lies  der  statt  einer. 
,     404,  letzte  Zeile  lies  §  16  statt  §  14. 
„    405,  Zeile  2  des  Textes  lies  Curve  statt  Curven. 
^     478,  im  Columnentitel  lies  29  statt  28. 
„     478,  Zeile  10  v.  u.  lies  7j|!  statt  ?>|.. 

^     491,  in  Formel  (7)  rechts  im  ersten  Gliede  lies  a^  statt  a'. 
„     494,  Zeile  13  v.  0.  in  „gewissse**  ein  s  zu  streichen. 
„    536,       „      15  V.  0.  lies  sechstes  statt  sechtes. 
„     555,       ,,        7  V.  0.  lies  Resultante  statt  Determinante. 
,     583,       ,.        1  V.  o.  und  5  v.  u.  lies  (43)  statt  (47). 

T,     590,       „        6  V.  u.  in  dem  Zeichen  der  Determinante  B  lies  ti^^l  statt  i^J". 
„     607,       ,        4  V.  0.  lies  Polaren  von  (9*)  statt  Polaren  (9*). 
,     623,       ,        4  V.  u.  lies  4  statt  3. 

„     661,       „        3  V.  u.  in  der  ersten  Gleichung  im  Nenner  der  rechten  Seite  lies  99(4)  statt  /((4). 
„     712,       ,        7  u.  8  V.  0.  sind  die  Jahreszahlen  1599  und  1730  zu  ersetzen  durch  1731/32. 


